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RESUMO

Coloracgao de arestas, um problema que consiste em descobrir quantas cores sao
necessarias para obter uma coloragdo minima das arestas de um grafo, ¢ N'’P-completo
(ainda que s6 haja duas possibilidades para o nimero minimo de cores, conforme o Te-
orema de Vizing). Contudo, quando se trata de algumas subclasses de grafos, ja restou
provado que o problema admite solugao polinomial ou linear. No caso dos cografos
(grafos que nao possuem um P, como subgrafo induzido), esse problema ainda nao foi
resolvido. Entretanto ha indicios de que ele admita nao apenas solu¢ao polinomial mas
também linear, haja vista a existéncia da Conjectura Overfull e outros resultados rela-
cionados a coloracao de arestas de subclasses de cografos. A partir dessa constatacao,
€ proposta uma conjectura, baseada em evidéncias extraidas de um programa especi-
almente projetado para a geracao de cografos, acerca da operagao de jungao quando
quando um deles possui nucleo aciclico. Além disso, sao apresentados dois teoremas
para casos mais restritos da conjectura: quando o nucleo aciclico nao possuir arestas e
quando houver um emparelhamento que nao cubra o nuicleo do outro grafo.

Palavras-chave: Coloragao de arestas. Cografos. Conjectura Overfull.






ABSTRACT

Edge colouring, a problem which consists in figuring out how many colours
are needed to provide a minimal colouring of the edges of a graph, is N’P-complete
(even though, according to Vizing’s Theorem, there are only two possibilities for the
minimum number of colours). However, when dealing with some graph subclasses, it
admits a polynomial or linear solution. For cograph class (graphs which do not have a
P, as an induced subgraph), this problem has not been solved yet. Nevertheless there
are indications that it admits not only a polynomial solution but also a linear one, given
the existence of the Overfull Conjecture and other results related to edge colouring of
cograph subclasses. From this observation, we propose a conjecture, based on evidence
drawn from a computer program specially designed for generation of cographs. The
conjecture applies to the join operation when one of the operands has an acyclic core.
In addition, we present two theorems for more restricted cases of the conjecture: when
the acyclic core is edgeless and when there is a matching which does not cover the core
of the other graph.

Keywords: Edge colouring. Cographs. Overfull Conjecture.
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1 INTRODUCAO

Em 1852, ao colorir um mapa que representava as divisoes administrativas da
Inglaterra, o matematico Francis Guthrie percebeu que apenas quatro cores diferen-
tes eram necessarias para distinguir as diferentes regioes. Diante de tal constatacao,
lancou-a como uma conjectura: “Quatro cores sao suficientes para colorir um mapa”.
Se por um lado essa propriedade nao era de grande valia para desenhistas de mapas,
por outro, despertou um grande interesse entre os matematicos, ja que se tratava de
uma peculiaridade um tanto intrigante; além do mais, sua demonstragao foi muito
dificil — de fato, ela s6 ocorreu mais de 100 anos depois, na década de 1960, com o

auxilio de computadores [4].

Figura 1.1: Coloracio do mapa da Franca continental !

Em razao da possibilidade de modelar esse problema com grafos, passou-se a es-
tudar a coloragao dessas estruturas matematicas. Na proxima secao, apresentaremos a
relagdo entre os problemas de coloracao de vértices e de arestas de grafos e, finalmente,

os cografos e a coloracao de suas arestas.

! Adaptado de: http://www.amcharts.com/1ib/3/maps/svg/francelow.svg.
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1.1 Apresentacao e importancia do problema

O problema proposto por Guthrie consistia na seguinte pergunta:

ProBLEMA DAs QuaTrO Cores (4CORES).  Quantas cores sao necessdrias para colorir um

mapa de tal forma que paises fronteiricos tenham cores distintas?

Para melhor compreensao, convém mencionar que, se a fronteira de duas ou
mais regioes for apenas um ponto, elas nao sao consideradas vizinhas e podem, por-
tanto, levar a mesma cor. A Figura 1.1 contém o mapa das regides administrativas da
Franga continental. Esse mapa foi escolhido pelo fato de possuir regides de tamanhos
parecidos (o que facilita sua visualizagao) e também por nao poder ser colorido com

um namero menor de cores.

Figura 1.2: Conversao do mapa da Franca continental para um grafo

Convém transformar 4CORES no Problema da Coloracao de Grafos:

ProBLEMA DA COLORAGAO DE GrRAFOs (COLORACAO).  Quantas cores sdo necessdrias para

colorir os vértices de um grafo de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas?

Desde ja, é importante ressaltar que esses problemas nao sao equivalentes: a

equivaléncia se d4 entre 4CORES e COLORACAOQ quando este tltimo é restrito a grafos
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planares. Contudo, a analise do problema mais geral nos proporcionara uma melhor
compreensao para outro problema derivado, visto mais adiante.

A conversao é realizada de tal modo que o grafo correspondente tera um vértice
associado a cada regiao do mapa. Vértices serao adjacentes (ligados por uma aresta)
se as respectivas regioes forem vizinhas. Pode-se verificar essa conversao no grafo da
Figura 1.2, obtido a partir do mapa da Figura 1.1.

O namero minimo de cores necessarias para colorir os vértices de um grafo G
chama-se nimero cromatico e é denotado por x(G). Na Figura 1.3a, temos um exemplo
de um grafo com nimero cromatico igual a 2 (as cores sao representadas por niumeros),
porquanto essa € a quantidade de cores suficientes para que sua coloracao seja valida.
A adicao de uma determinada aresta provoca uma mudanca na estrutura do grafo

suficiente para que seu numero cromatico passe a ser 3 (Figura 1.3b).

2 2 2 2

() (b)
Figura 1.3: Coloragao de grafos

A Tabela 1.1 apresenta alguns problemas associados ao nimero cromatico de
um grafo. Saber se 2 cores sao suficientes (ou seja, verificar se o grafo é bipartido) é
um problema que admite solug¢ao polinomial. Saber se 3 ou mais cores sao suficientes

¢ um problema N'P-completo.

Problema Classe
2-Coloracgao P
3-Colorag¢ao NP-completo
4-Coloragao NP-completo

k-Coloragao (k> 2) NP-completo

Tabela 1.1: Classes de complexidade para problemas de coloracao de grafos [9]

Além do Problema da Coloracao de Grafos, ainda mais intrigante — conforme

justificaremos no Capitulo 3 — é o Problema da Coloragao de Arestas:



30

PrOBLEMA DA COLORAGAO DE AREsTAs (ARESTA-COLORACAO). Quantas cores sdo ne-
cessarias para colorir as arestas de um grafo de forma que arestas adjacentes tenham cores

distintas?

Analogamente ao problema anterior, neste o objetivo é colorir as arestas de um
grafo de modo valido, ou seja, objetivando-se que arestas incidentes nos mesmos vérti-
ces (adjacentes) tenham cores distintas. Nesse caso, sendo G o grafo em questao, o nt-
mero minimo de cores necessarias chama-se indice cromatico e é denotado por x’(G).
A Figura 1.4a apresenta um exemplo de um grafo com indice cromatico igual a 4. E
importante destacar desde ja que o indice cromatico esta intimamente relacionado com
o grau maximo do grafo (representado por A e definido mais precisamente na p. 33).
Isso ocorre porque nao € possivel colorir as arestas com menos do que A cores, caso
contrario os vértices com esse grau seriam extremos de arestas com a mesma cor (Fi-
gura 1.4b). Por outro lado, um importantissimo resultado encontrado por Vizing [22]
coloca A(G) + 1 como limite superior do indice cromatico de qualquer grafo G. Ou
seja, sO ha duas possibilidades para o indice cromatico, pois A(G) < x’(G) < A(G) + 1.
Quando x’(G) = A(G), dizemos que G é Classe 1; quando x’(G) = A(G)+1, dizemos que
G é Classe 2.

Figura 1.4: Coloracao de arestas (a) valida e (b) invalida

Decidir se um grafo G é Classe 1 é um problema N'P-completo — um certifi-
cado de tamanho polinomial verificavel em tempo polinomial é a propria A-coloragao
(coloragao com A cores). A seu turno, decidir se o grafo é Classe 2 é um problema
coN'P-completo, ja que se trata do complementar de um problema N'P-completo.

Muito embora descobrir se um grafo é Classe 2 seja um problema
coN'P-completo, ainda ha a possibilidade de se chegar a um resultado de modo imedi-

ato em alguns casos, pois grafos com m > A(G)|1n/2] (conhecidos como overfull® ou so-

2 Adotamos neste trabalho o termo em inglés, inclusive em palavras compostas como vizinhanca-
overfull e subgrafo-overfull, a fim de manter a coeréncia com os nomes das classes NO e SO (p. 58).
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Figura 1.5: Grafo overfull

brecarregados) necessariamente sao Classe 2 (Figura 1.5). Ademais, um grafo G que te-
nha algum subgrafo induzido H que seja um grafo overfull e que satisfaca A(H) = A(G)
é dito subgrafo-overfull e também é Classe 2 [18].

Nesse contexto, volta-se a atenc¢ao a uma classe de grafos para a qual nao se sabe
se ARESTA-COLORACAO esta em P ou se é N'P-completo: os cografos, que emergem
naturalmente de diversas areas [16], e destacam-se pela sua simplicidade e estrutura
recursiva. Cografos sao grafos que nao possuem um P, (caminho de 4 vértices) como

subgrafo induzido. O exemplo da Figura 1.6a nao ¢ um cografo, pois possui o P, axyz

b c b c
a & y@d & yl » ]
X z X Z
(b)

(a)

b c

(c)

Figura 1.6: Grafos com e sem P, induzido

como subgrafo induzido. Ao adicionarmos a aresta ay, obtemos o grafo da Figura 1.6b,

que € um cografo (nao possui nenhum P, como subgrafo induzido). Podemos ver que
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a simples adi¢ao (ou remogao) de arestas pode transformar um cografo em um nao-
cografo (ou vice-versa): com a aresta xz, o grafo da Figura 1.6¢ (p. 31) ja ndo é mais um
cografo (baxz é um P, induzido).

Em razao de sua caracteristica recursiva, muitos problemas NP-completos,
quando restritos a cografos, podem ser resolvidos em tempo polinomial. A titulo de
exemplo, ja se sabe que COLORACAO pode ser resolvido em tempo linear [9], as-
sim como o reconhecimento dos cografos [2]. Além disso, suspeita-se que ARESTA-
COLORACAO também esteja em P por conta da Conjectura Overfull, a qual afirma
que grafos com A > n/3 sao Classe 2 se e somente se forem subgrafo-overfull [5] —
precondigao satisfeita pelos cografos conexos, pois ja foi demonstrado que possuem
A > n/2 [8]. Ademais, cografos podem ser considerados conexos sem perda generali-
dade, conforme exibido na Proposicao 4.6 (p. 62). Note-se ainda que é possivel decidir
se um grafo com A(G) > n/2 é subgrafo-overfull em tempo linear [18], sugerindo as-
sim que ARESTA-COLORACAO restrita a cografos nao apenas esteja em P, mas sim
em 7ZME(n+ m). Outra evidéncia nesse sentido é o fato de que a Conjectura Overfull
ja foi demonstrada para os grafos multipartidos completos (defini¢ao na p. 36), que

constituem uma conhecida subclasse dos cografos [12].

1.2 Defini¢oes preliminares

Ao longo deste trabalho, utilizaremos as seguintes definigoes:

DerinigAo 1.1. Um grafo G = (V,E) é uma estrutura matematica composta por um
conjunto de vértices V e um conjunto de arestas E. Todos os grafos considerados neste

trabalho sao simples, finitos, nao dirigidos e sem pesos nas arestas. Além disso:
(i) o conjunto de vértices € denotado por V(G);
(ii) o conjunto de arestas é denotado por E(G);
(iii) toda aresta une dois vértices distintos (seus extremos), que sao ditos adjacentes;
(iv) duas arestas distintas sao adjacentes se incidem no mesmo vértice;
(v) acardinalidade de V(G) (ou ordem de G) é representada por |V (G)| ou n;

(vi) a cardinalidade de E(G) é representada por |E(G)| ou m.
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DeriNigAo 1.2. Dado um vértice v de um grafo G, o conjunto de vértices que lhe sao

adjacentes (sua vizinhanga) € denotado por N(v). Utilizamos as seguintes notagoes:
(i) ograude v é d(v)=|N(v)|;
(ii) para § C V(G), d(S) =) esd(u);
(iii) o grau mdximo de um grafo G é A(G) = max,ey(G) d(v);
(iv) o grau minimo de um grafo G € 0(G) = min,cy () d(v);
(v) A-vértice de G é um vértice v tal que d(v) = A(G);
(vi) A-vértice préprio de G é um vértice v tal que d(N(v)) > A(G)? - A(G) + 2;
(vii) o ntmero de A-vértices na vinhanga de v é denotado por d*(v);
(viii) o numero de A-vértices préprios na vinhanga de v é denotado por d*(v);
(ix) se d(v) =|V(G)|-1, v é dito vértice universal.

Na Figura 1.7a, d(x) = 3 e d(y) = 2. O vértice z é o tnico A-vértice, pois d(z) =

z z

X Y X v

Figura 1.7: Um grafo e dois de seus subgrafos

DeriNigAo 1.3. Chama-se emparelhamento um conjunto de arestas que nao sao adja-

centes entre si (duas a duas).
Na Figura 1.7a, as arestas ab, cz,xy formam um emparelhamento.

DEeriNigAo 1.4. Mddulo é um conjunto de vértices M tal que (Vx,y € M)N(x)\ M =

N(y)\ M. Ademais, se {x,y} for um modulo, x e y sao ditos gémeos.
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Portanto, tanto vértices isolados quanto o conjunto de todos os vértices de um
grafo formam modulos triviais. Na Figura 1.7a (p. 33), os conjuntos de vértices {c, x, v},
{c,v} e {a, e} sao modulos. Ja o conjunto {c,x,y,z} nao é um mddulo, pois zb € E(G) mas

cb,xb,yb ¢ E(G).

DeriNigAo 1.5. Um subgrafo G’ de um grafo G(V,E) é um grafo G'(V’,E’) tal que

V' C V e E’ CE. Destacam-se os seguintes subgrafos de G:

(i) Seja S € V(G), o subgrafo induzido H = G[S] é o subgrafo de G tal que V(H) =S e,

para todo x e todo y em S,xy € E(H) se e somente se xy € E(G).

(ii) O subgrafo induzido pelos A-vértices de G, indicado por A[G], é chamado de

nucleo de G.

(iii) O subgrafo induzido pelos A-vértices e seus vizinhos, indicado por N[A[G]], é

chamado de semintcleo de G.

O grafo da Figura 1.7b (p. 33) é um subgrafo induzido do grafo da Figura 1.7a
(p- 33). Ja o grafo da Figura 1.7c (p. 33), embora seja um subgrafo do grafo da Fi-

gura 1.7a (p. 33), ndo é induzido em razao da auséncia da aresta xz.

DeriNigAo 1.6. Dados dois grafos G; e G, com conjuntos disjuntos de vértices, defi-

nimos as seguintes operagoes:
(i) Sua unidao disjunta é o grafo

G1 UG, = (V(G1) U V(G,), E(G1) UE(Gy)). (1.7)

(ii) Sua jungao é o grafo

G1*Gy = (V(G)U V(Gy),E(G1)UE(Gy) U (V(Gy) x V(G)))). (1.8)

A Figura 1.8a (p. 35) representa a uniao entre G; e G,, sendo V(Gy) = {a,b,c}
e V(Gy) = {x,y}. Por sua vez, a Figura 1.8b (p. 35) mostra a jungao entre os mesmos
G e Gy; nela, pode-se ver claramente que a juncao é o grafo obtido pela uniao dis-
junta acrescida de todas as possiveis arestas que tém uma extremidade em G; e a outra
em G,. Além disso, é facil perceber que uniao disjunta sempre resulta em um grafo

desconexo, ao passo que a jungao sempre resulta em um grafo conexo.
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a X a X
b b
c oy c Y
(a) (b)
a X
b <
c v

()

Figura 1.8: Operagoes de uniao disjunta, jungao e complementacao de grafos

DeriNigAo 1.9. Dado o grafo G, seu complemento é o grafo

G= (V(G),(V(ZG)) \E(G)). (1.10)

Ou seja, xy € E(G) se e somente se xy € E(G). A Figura 1.8c representa o com-

plemento do grafo da Figura 1.8a.

DeriNigA0 1.11. Passeio € uma sequéncia alternante de vértices e arestas, que se inicia
e termina em um vértice, e na qual cada aresta é incidente no vértice que a antecede de
imediato e no vértice que a sucede de imediato. Caminho é um passeio no qual todos
os vértices e todas as arestas sao distintos. Um caminho com n vértices é representado
por P,. Ciclo é um passeio no qual todos os vértices e todas as arestas sao distintas,
a excecao do ultimo vértice, que deve ser igual ao primeiro. Um ciclo com n vértices
é representado por C,,. Uma aresta que une dois vértices de um ciclo sem fazer parte

dele é chamada de corda.

DeriNigAo 1.12. Grafo completo é o grafo no qual todos os vértices sao adjacentes
dois a dois. O grafo completo com n vértices é denotado por K,,. Sobre esses conceitos,

podemos ainda tecer as seguintes observagoes:

(i) O grafo com apenas um vértice é também completo (K;).
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(ii) A complementacao de um grafo completo resulta em um grafo sem arestas e vice-
versa.
(iii) Um conjunto de vértices que induz um subgrafo completo é denominado cligue.

(iv) Um conjunto de vértices que induz um subgrafo sem arestas é denominado con-

junto independente.

DeriNigAo 1.13.  Um grafo multipartido completo G é um grafo que possui uma parti-
¢ao de E(G) na qual cada parte é um conjunto independente e dois vértices em partes

distintas sempre sao adjacentes.

Figura 1.9: Um grafo multipartido completo

DerinigAo 1.14.  Os vértices externos de um caminho sao os vértices de inicio e de fim

do caminho. Os demais vértices desse caminho sao chamados de vértices internos.

Também utilizaremos o conceito de arvore neste trabalho, exemplificada na Fi-

gura 1.10.

a d e q

<

e}

Pty
=

/N

Figura 1.10: Uma arvore

DerinigAo 1.15. Arvore é um grafo conexo e aciclico, tal como mostra a Figura 1.10.
Todas as arvores aqui tratadas sao enraizadas, ou seja, possuem um vértice especial

denominado raiz (ou R). Além disso:
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(i) Precisamos por vezes fazer referéncias a caminhos das folhas até a raiz, e o faze-
mos da maneira usual. Denominamos o caminho de uma folha h até a raiz R por

Pyr. Na Figura 1.10, o caminho P, é a sequéncia A, f, e, R.

(ii) Dados dois vértices x e y, seu ancestral comum mais baixo, denotado por lca(x, ) 3

)

€ o primeiro vértice em comum entre as sequéncias P e Pyr. Na Figura 1.10,

temos que lca(g,p) =eelca(b,d) =R.

3 Também conhecido como ancestral comum mais préximo, ou nca.
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2 COGRAFOS

A classe dos cografos (exemplificados na Figura 2.1a), subclasse dos Py-
redutiveis e superclasse dos multipartidos completos, é a menor classe de grafos que
contém o K; e é fechada sob as operagdes de uniao disjunta e complementagao [3]. De

forma analoga, a complementacao pode ser substituida pela juncao, ja que, dados dois

grafos G; e G5, Gy * G, = G; + G,. Assim, pode-se adotar um método recursivo para a

definicao construtiva de cografos.

DeriNigAo 2.1 ([6]). Um cografo pode ser construido de maneira recursiva da se-

guinte forma:
(i) K; é um cografo;
(ii) se G; e G, sao cografos, G; U G, € um cografo;

(iii) se G e G, sao cografos, Gy * G, € um cografo.

Figura 2.1: Um cografo e sua coarvore

Além da defini¢ao construtiva, pode-se também defini-los de forma descons-
trutiva: cografos sao grafos que podem ser reduzidos a vértices isolados por meio da
complementacao recursiva de suas componentes conexas (dai a razao do nome cografo,
que advém do inglés cograph — complement reducible graph, ou grafo redutivel por com-
plementacao). Ademais, nenhum cografo possui um P; como subgrafo induzido, fato
que constitui uma caracterizagao por subgrafo proibido (por consequéncia também
nao possuem nenhum C, induzido para n > 4). A Figura 2.l1a apresenta um exem-
plo de um cografo com 11 vértices, que ilustra a inexisténcia de um P, como subgrafo

induzido.
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Levando-se em consideragao a defini¢ao construtiva, associa-se a cada cografo
uma arvore, chamada codrvore, que rotula em seus nos internos as operagoes e tem
como folhas os vértices do grafo [2]. Ela traz em si todas as informagoes necessarias
para a construgao do respectivo cografo. A titulo de exemplo, a coarvore da Figura 2.1b
(p. 39) representa as operagoes realizadas para a construgao do cografo da Figura 2.1a
(p. 39). Cada né interno é uma raiz de uma ou mais subarvores que, por sua vez,
sao coarvores dos subgrafos induzidos pelos vértices representados pelas respectivas
folhas. O né indica, por meio do rétulo, a operagao realizada entre os subgrafos a
que correspondem as subarvores induzidas pelos seus filhos (0 é uniao disjuntae 1 é
juncao). Se todos os caminhos da raiz da coarvore até as folhas passarem por nés com
rotulos alternantes (entre 0 e 1) e cada no6 tiver ao menos dois filhos (exceto quando
n < 2), ter-se-a uma coarvore candnica. A cada cografo corresponde uma e somente

uma coarvore candnica [8].

b deywv
(a)

Figura 2.2: Coarvores de alguns subgrafos induzidos do cografo da Figura 2.1a

Cumpre destacar que, dados dois veértices distintos v; e v;, pode-se verificar por
meio da coarvore se eles sdo vizinhos, ja que Ica(v;,v;) = 1 se e somente se v;,v; € E(G).
Diante de tal constatacao, fica claro que as folhas de qualquer subarvore induzida
pelos nés internos correspondem a um mddulo, fato que serd de grande valia para o
reconhecimento de cografos descrito na Segao 2.1.

A coarvore de um cografo G é denotada por T(G). Consideramos que uma coar-
vore T(G) possui r ramos (em outras palavras, a raiz de T(G) possui r filhos). Sabemos
que cada um desses r filhos induz uma subarvore, a qual possui um ou mais vérti-
ces. Designamos por «(i) o conjunto de vértices da subarvore induzida pelo ramo i de
T(G) (1 <i<r). Além disso, denotamos a cardinalidade desses conjuntos da seguinte
forma: a(i) = |a(i)]. E importante notar que {a(1),@(2),a(3)...a(r)} é uma partigao

(
de V(G) (chamada de a-parti¢ao). A Figura 2.3 (p. 41) mostra uma coarvore e sua
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a-partigao.

Figura 2.3: A a-particao de uma coarvore

Precisamos fazer referéncia a algumas subarvores bastante especificas de uma
coarvore T. Assim, considerando z um vértice qualquer de T (uma de suas folhas) e
P,r o caminho de z a raiz R, designamos por T]Zl a i-ésima subarvore induzida de T com
rotulo j, sendo excluidos da subarvore os filhos dos vértices de P,z. A Figura 2.4 mostra
um exemplo dessa construcao. Pode-se perceber que o vértice z, na figura referida, nao

induz esse tipo de subarvore, ja que ele € folha e, nessa condicao, nao possui rétulo.

y4
12

Figura 2.4: Exemplos de subarvores T]Zl

2.1 O reconhecimento de cografos*

Saber se um dado grafo pertence a uma determinada familia € um problema
importante, pois, uma vez classificado, pode-se langcar mao de uma série de caracte-

risticas inerentes a dita classe em prol da otimizagao de algoritmos que se apliquem

4 A fim de nao poluir o texto, resultados secundarios ou muito técnicos foram movidos para um apén-
dice proprio, encontrado a partir da p. 79.
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nesse grafo. No caso do presente trabalho, ao reconhecer um cografo, teremos a pos-
sibilidade de aplicar o conhecimento de sua estrutura para, de alguma forma, extrair
resultados acerca da coloragao das arestas (tratada no Capitulo 3) de forma mais ime-
diata. De outro norte, o algoritmo apresentado nesta secao (Algoritmo 2.1), além de
reconhecer cografos em tempo linear, devolve a coarvore em caso positivo ou exibe os
vértices que formam um P, induzido em caso negativo.>

Todos os algoritmos, lemas, teoremas, corolarios, observacoes e defini¢oes ex-
postos nesta secao, embora por vezes ligeiramente adaptados em alguns pontos, sao
oriundos de um artigo de Bretscher [2], que apresenta o reconhecimento de cografos
em tempo linear. Os proprios autores mencionam a existéncia de outros algoritmos
mais antigos que também realizam o reconhecimento de cografos; contudo, esses algo-
ritmos demandam estruturas de dados ou técnicas de algoritmos mais complexas [2].
O reconhecimento, tal como exposto no Algoritmo 2.1, sera feito com uma passada

do algoritmo LexBFS sobre o grafo, seguida da passada de uma variante, chamada

LexBFS~. Em seguida, para o caso positivo, é construida a coarvore do glrafo.6

RECONHEGA-COGRAFO(G):

Entrada: um grafo G.

Saida: a codrvore T se G for um cografo ou F caso contrdrio.

1 seja T uma permutagdo qualquer de V(G);

2 o = LexBFS(G, 1);

3 o =LexBFS7(G,o0);

4 seceo obedecemaPSV (definicaonap.48)em Ge G respectivamente:
5

devolva CoNSTRUA-COARVORE(G);
6 senao:
7 devolva F.

Algoritmo 2.1: Reconhecimento de cografos

LexBFS é uma abreviatura do sintagma “busca em largura lexicografica”. Ele re-
cebe como entrada um grafo e uma permutacao inicial de seus vértices e devolve uma
outra permutacao que obedece a disposicao de vértices comum as buscas em largura
(decorrente da insercao dos vértices em uma fila, de onde sao retirados para visitacao).
O adjetivo “lexicografica” se deve a uma das possiveis implementagoes desse algo-

ritmo, que tarja os vértices para estabelecer o critério de desempate desejado. Langa-

> A exibicdo do Py induzido nao se mostrou tio relevante para os objetivos do presente trabalho, por-
tanto foi suprimida.
® A construcdo da coarvore é abordada em um apéndice préprio (p. 83).
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remos mao de uma implementagao diversa, mas equivalente, em razao das estruturas
intermediarias que ela proporciona.

A variante do algoritmo LexBFS que utilizaremos (Algoritmo 2.2) funciona a
partir da divisao do conjunto de vértices em células. No presente contexto, célula é
simplesmente uma sequéncia ordenada de vértices. Cria-se uma lista de células L que,
no comego do algoritmo, ¢ inicializada com apenas uma célula, a qual contém todos os
vértices do grafo (linha 1). A célula nao-vazia mais a esquerda dessa lista é tomada em
cada passo do algoritmo, e dela é extraido um vértice, conhecido como pivo (designado
por «), que é inserido na permutacgao de saida (linhas 4 a 6). A partir dai, analisa-se a
vizinhanga do piv0, e as demais células, uma a uma, sao divididas em duas: em uma
célula ficam os vizinhos do pivd e na outra os ndo-vizinhos (linhas 9 e 10). A célula dos
vizinhos sempre é posicionada imediatamente a esquerda da célula dos nao-vizinhos
(linha 11). Para fins de otimizagao, essa divisao nao ocorrera se a célula for composta

inteiramente por vizinhos ou por nao-vizinhos do pivo (linha 8).

LexBFS(G, 7):

Entrada: um grafo G e uma permutagdo t dos vértices de G.
Saida: uma permutagio o dos vértices de G.

1 seja L uma lista de células inicializada com a célula V(G);

2 seja 0 uma sequéncia de vértices inicialmente vazia;
enquanto L tiver uma célula nao-vazia, faga:

3

4 seja X a primeira célula nao-vazia de L:

5 extraia um vértice a de X segundo a ordem 7;
6

adicione «a ao final de o;

N

para toda célula Y de L, faga:
seNa)nNY=zZeN(a)nY=Y:

(o]

9 crie uma nova célula Z;
10 mova todos os vértices vizinhos de @ de Y para Z;
11 insira Z em L imediatamente a esquerda de Y;

12 devolva o.

Algoritmo 2.2: Permutagao LexBFS

A permutacao resultante de uma passada da LexBFS é designada por o. A posi-
¢ao de um vértice na permutagao é denotada pelo mesmo simbolo, mas utilizado como
uma fungao: o(v) =1 indica que v é o i-ésimo vértice de 0. De forma sucinta, indica-
mos que o(v) < o(w) por v <, w. A fungdo inversa toma a posi¢ao e devolve o vértice:
o~1(i) = v indica que o i-ésimo vértice de o é v. Em algumas situacdes, é necessario

congelar a execugao do algoritmo e analisar seu estado naquele instante. Por exemplo,
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ap6s um vértice a ser tomado como pivo, denotamos por N’(a) o conjunto de seus
vizinhos ainda nao enumerados em o (ainda nao tomados como pivds). Um passo-a-
passo da execugao do algoritmo LexBFS sobre o cografo da Figura 2.1a é exibido na

Tabela 2.1, utilizando como permutagao de entrada a seguinte sequéncia:

t:zdyeuvbcxaw (2.2)

o(a) | a | N(a) Lista de células L
zdyeuvbcxaw

1 |z |{deuvbcxa}l||ldeuvbcxallyw

2 | d| xyw a euvbeallyw

3 | x| fewv,bcayl |leuvbea EE

4 |e |{yw} uvbca

5 |u| {vy,w} z bca

6 | v | {yw} bca E

 [o|wam|RE

o fafom  |FHD

9 | c|lywl EE

10 |y |l w

1wl .

Tabela 2.1: Exemplo de execu¢ao do algoritmo LexBFS

Conforme ja adiantado, sao necessarias duas passadas da LexBFS para que seja
possivel o reconhecimento do cografo (linhas 2 e 3 do Algoritmo 2.1 — p. 42). A
segunda passada deve ocorrer sobre G, além de utilizar como permutagio de entrada
a permutacao de saida da primeira passada (o). Contudo, ndo é necessario computar
G: basta que se use um novo algoritmo, chamado de LexBFS~, obtido pela seguinte

alteracao na linha 11 do Algoritmo 2.2 (p. 43):

11 insira Z em L imediatamente a direita de Y;

Ora, posicionar os vizinhos a direita dos nao-vizinhos é o mesmo que posicionar
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os vizinhos em G a esquerda dos nao-vizinhos em G. Ou seja, o algoritmo LexBFS™ rea-
liza a mesma permutacao, mas dessa vez sobre o complemento de G. A permutagao de
uma passada LexBFS™ é representada por 6. A Tabela 2.2, por sua vez, exibe o passo-
a-passo da execucao do algoritmo LexBFS™ sobre o cografo da Figura 2.1a (p. 39), uti-

lizando como permutagao de entrada a permutacao LexBFS construida anteriormente,

qual seja:
oc:zdxeuvbacyw (2.3)
ola) | a W/(a) Lista de células L
zdxeuvbacyw
1 z || {y,w} yw|ldxeuvbac
2 |y || {w} 'wlldxeuvbac
3 |w {x} a_deuvbac
4 x || {} deuvbac
5 d || {e,u,v,b,a,c} ||leuvbac
6 e || {u,v,b,a,c} uvbac
7 u || {b,a,c} bac
8 |b|{cv) EB
9 c || {a,v} a
10 |a| v ﬂ
11 | v || {}

Tabela 2.2: Exemplo de execugao do algoritmo LexBFS™

Duas caracteristicas de uma permutacao LexBEFS sao bastante tuteis para o reco-
nhecimento de cografos. A primeira estabelece que toda permutagao LexBFS obedece

a CQP (Condigao dos Quatro Pontos), conforme esbogado na Figura 2.5 (p. 46).

ProPrIEDADE 2.4 (Condi¢ao dos Quatro Pontos — em inglés FPC (Four Point Condi-
tion)). Sejam o uma permutagiao LexBFS do grafo G e x,y,z € V(G) tais que x <, V <, 2.
Se xy ¢ E(G) e xz € E(G), entdo existe um vértice w € V(G) tal que w <, x, wy € E(G) e

wz & E(G) (Lema A.1,p. 79)
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Figura 2.5: A Condigao dos Quatro Pontos

Por outro lado, toda permutacao LexBFS de um cografo G é livre de guarda-

chuvas, conforme mostra a Figura 2.6.

PROPRIEDADE 2.5. Sejam o uma permutagdao LexBES do cografo G e x,y,z € V(G) tais que
X <5 ¥ <y 2. Nao pode ocorrer o caso em que xy & E(G), yz & E(G) e xy € E(G) (Lema A.2,
p. 79).

Figura 2.6: Um guarda-chuva

Ademais, é preciso levar em conta também os conceitos de células e fatias, que
fazem parte das estruturas construidas ao longo da execugao do algoritmo. No ins-
tante em que o vértice x foi escolhido como pivd, nao fosse a ordem 7 passada como
parametro para o algoritmo, qualquer outro vértice da mesma célula poderia ter sido
escolhido em seu lugar. Esses outros vértices s6 estao na mesma célula em que x se
encontra porque, até entao, sao gémeos de x no que diz respeito aos vértices ja enume-
rados (em outras palavras, sejam a e b dois elementos da mesma célula no instante que
o pivd x dessa célula é escolhido e ¢ um vértice qualquer ja enumerado, ac € E(G) se
e somente se bc € E(G)). A cada vértice tomado como pivo, portanto, corresponde um
conjunto de vértices empatados (afora o critério de desempate ditado por 7, por ébvio)
ao qual damos o nome de fatia. Podemos visualizar a sequéncia de fatias de nossa or-
denagao em (2.6) (p. 47). Observe-se que cada vértice da inicio a uma (e somente uma)
nova fatia e pode haver fatias umas dentro das outras. Dizemos que a fatia interna é

uma subfatia da externa.
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U:zdeu b@ (2.6)

Dados um vértice x e uma permutacao LexBFS o tais que x € o, representamos

a fatia que se inicia nesse vértice por S(x). Além disso, dentro de S(x) ha duas impor-
tantes sequéncias de vértices (possivelmente vazias). A primeira, denotada por S4(x),
€ uma subfatia formada pelos vértices de S(x) que sao adjacentes a x. A outra, denotada
por SN(x), é formada pelos demais vértices (ou seja, ndo-vizinhos) exceto o préprio x,
que nao estd em S%4(x) nem em SV (x). Quanto a sequéncia dos nao-vizinhos (SV(x)), é
ainda subdividida em células da seguinte forma: assim que o o Gltimo vértice de S(x)
tiver sido utilizado como piv0, os demais vértices de S(x) — prestes a serem toma-
dos como pivds — estardo espalhados em células de SN (x) denotadas por S;(x), S(x),

S3(x)... Essas células sao chamadas de x-células e possuem as seguintes propriedades:

(i) nenhum de seus elementos (vértices) é adjacente a x;

(ii) todos os seus elementos possuem a mesma vizinhanca em S4(x) (por 6bvio, ja que

sao enumerados apos essa célula).

Denotamos por x; o primeiro vértice da x-célula S;(x). A Tabela 2.3 (p. 48) exibe a fatia
S4(a) e as a-células (células de SN (a)) para cada pivd a do passo-a-passo realizado na
Tabela 2.1 (p. 44).

No caso de uma permutagao LexBFS™, utilizamos uma notac¢ao analoga. A fatia
que se inicia no vértice x é denotada por S(x). A subfatia relativa aos vizinhos de x
é indicada por S_A(x) e a subsequéncia de nao-vizinhos, por S_N(x). Por sua vez, as x-
células sao denotadas por {S(x),S,(x),S3(x),...}. A Tabela 2.4 (p. 49) exibe a fatia S_A(a)

e as a-células para cada pivo a do passo-a-passo realizado na Tabela 2.2 (p. 45).

DEerINIGAO 2.7. Seja S um conjunto de vértices consecutivos em uma permutagao
LexBFS o e x o primeiro vértice de S com respeito a 0. A vinhanga a esquerda de
S é definida por:

N.(S)={yeo:y<,xeVzeS,yeN(z)} (2.8)
DeriNigA0 2.9. Dada uma permutacido LexBFS ¢ e um vértice x, a vinhanga local da

x-célula S;(x), denotada por N¥(S;(x)), é o conjunto de vértices de S(x) que obedecem

as seguintes regras:
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ola) | a | S(a) S4(a) SN(a)

1 z ||zdxeuvbacyw|||dxeuvbac ﬂ
2 |d||dxeuvbac a euvbac
3 X a %) %)

4 e |[leuvbac %) uvbac
5 u ||juvbac bac

6 \4 7 %) %)

7 |'b ;ac B ﬂ

8 a : 1%} 1%}

9 c T 1%} 1%}

10 |y ? (%) &

11 |w T‘ %) %)

Tabela 2.3: Células de cada SV de uma passada de LexBFS

(i) ocorrem antes de x;;
(ii) sao vizinhos de a0 menos um vértice em S;(x).

E importante destacar o fato de que a vizinhanca local nao exige que a adjacéncia
exista em relacao a todos os vértices da célula. Isso ocorre porque uma célula nem
sempre € uma fatia: quando nao se trata de um cografo, ela pode ser uma uniao de
fatias, e nesse caso alguns vizinhos de células anteriores provocarao essa cisao da célula.
No caso da vinhanca a esquerda (Defini¢ao 2.7, p. 47), ai sim ha a necessidade de que
a vizinhanga ocorra com relacao a todos os vértices da sequéncia. Podemos, portanto,
observar que os cografos tém uma certa peculiaridade no que tange a relagdo entre

vizinhanga local e vizinhan¢a a esquerda:

OBservAGAO 2.10. No caso dos cografos, em razio do Lema A.3 (p. 79), temos que

N(Si(x)) = N(8i(x)) N $4(x).

Estimulada pela Observacao 2.10, a seguinte definicao merece destaque pelo

fato de que é uma propriedade de permutacoes LexBFS:
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(a) | a | S(a) SA(a) SN(a)
1 z ||lzywxdeubcav|||yw deubcav
2 y | |[yw E 1%}

3 |w E %) &
4 X a %] &
5 |d||deubcav eubcav|| g
6 e |leubcav ubcav %)
7 |u||lubcav bca
8 b||bca ﬂ B
9 c ﬂ 1%} 1%}

10 | a ﬂ 1%} 1%}

1| v |[v] 2 2

Tabela 2.4: Células de cada SN de uma passada de LexBFS~

DeriNigAo0 2.11 (Propriedade do Subconjunto da Vizinhanga). Dizemos que uma per-
mutacao LexBFS obedece a PSV (Propriedade do Subconjunto da Vizinhanga — Neigh-

bourhood Subset Property em inglés) quando
Vv Vi< j tais que S;(v) = @, N’(S;(v)) € N¥(S;(v))

O Teorema 2.12, a seu turno, sela a a equivaléncia entre cografos e grafos com
permutacoes LexBFS e LexBFS™ que obedecem a PSV, de forma que poderemos usa-la

no reconhecimento da classe.

TeoreMA 2.12. Sejam o=LexBFS(G,t) para uma permutagcio v qualquer de V(G) e

o =LexBFS™(G, o). G é um cografo se e somente se 0 e ¢~ obedecem a PSV.

DEMONSTRACAO. (=) Suponhamos que G seja um cografo (necessariamente G tam-
bém sera). Nesse caso, o Lema A.3 (p. 79) aliado a Observacao 2.10 (p. 48), im-

plica que 0 e 6~ obedecem a PSV.

(&) Vamos assumir que G nao é um cografo para, a partir dai, concluir que o ou -
nao obedecem a PSV. Em tal contexto, G possui um P, induzido. Denotamos por

w o primeiro vértice de o que pertence a um P, induzido. Seja p = abcd um Py
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induzido qualquer que contenha o vértice w (nesse caso, G possui o P, induzido p
— os extremos de p sao os vértices internos de p e vice-versa). Denotamos a fatia

minima que contém p por S(v) e passamos a analise dos trés possiveis casos:

(i) Se o vértice v for um dos extremos de p, pelo Lema A.10 (p. 81) concluimos

que ¢ nao atende a PSV.

(ii) Se o vértice v for um dos vértices internos de p (sem perda de generalidade,
seja v = a), entao, pela Observacao A.7 (p. 80), o vértice a (um extremo de
p) € o primeiro vértice de p em o. Denotamos por S(u) a fatia minima que
contém p em 0. Se u = w = a, entdo, pelo Lema A.10 (p. 81), concluimos
que o nao atende a PSV. Caso contrario, # nao pode pertencer a nenhum Py
induzido (ja que ele ocorre antes de p e, por consequéncia, antes de qualquer

P, induzido). Pelo Lema A.11 (p. 82), concluimos que ¢ nao atende a PSV.

(iii) Se o vértice v nao pertence a p, entao, pela Observacao A.7 (p. 80), o vértice v
ocorre antes de p em o. Sabemos, portanto, que v nao pertence a P, induzido
algum. Logo, aplicamos o Lema A.11 (p. 82) e entdo concluimos que ¢~ nao

atende a PSV. ¢

Podemos construir o Algoritmo TesTe-PSV (Algoritmo 2.3) para testar se uma
permutacao LexBFS (ou LexBFS™) o atende ou nao a PSV. Além disso, pode-se de-

monstrar que tal algoritmo é executado em tempo linear (Lema 2.13, p. 50).

TesTE-PSV (v):

Entrada: o vértice v de uma fatia S(v) de uma permutagdao LexBES o.
Saida: V se o atende a PSV ou F caso contrdrio.
1 para cada i tal que S;(v),S;,1(v) € SN (v);
2 seNY(Si(v))| <INY(Si;1(v))], devolva F;
3 jeleke1;
4 enquanto k < [N%(S;.;(v))I:
enquanto N°(S;(v))[j] % N*(Si;1 (v))[k]:

)]

6 je—j+1;

7 se j > |N?(S;(v))|, devolva F;
8 k—k+1;

9 devolva V.

Algoritmo 2.3: Teste da PSV para uma permutagao LexBFS
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Lema 2.13. Seja 0=LexBFS(G, ) para uma permutacio v qualquer de V(G) e dadas as
vizinhangas locais N¥(S;(v)) associadas a cada S;(v) de cada vértice v de o, a PSV pode ser

verificada em O(|V(G)| + |E(G))).

DemonstrAGAO. E facil constatar que o Algoritmo 2.3 (p. 50) verifica a PSV para a
permutacio o, pois, para cada vértice v, passa por cada par de conjuntos N(S;(v))
e NY(S;;1(v)) e realiza um teste de inclusdo. Nesse caso, o teste é feito apenas nas
vizinhangas locais de células adjacentes duas a duas, valendo-se da transitividade da
relacao de inclusao. Considerando que cada vizinhanca local é varrida no maximo 2
vezes, a complexidade de tempo ¢é linear no tamanho total de todas as vizinhangas
locais. Precisamos, portanto, saber que tamanho ¢é esse. Ja que ha no maximo n fatias,
ha no maximo n vizinhangas locais. O tamanho de cada vizinhanga local de uma v-
célula S;(v) é limitado pela quantidade de arestas a esquerda dos vértices em S;(v).
Assim, somando-se os tamanhos de todas as vizinhancas locais, temos como resultado

uma complexidade de tempo O(|V(G)| + |E(G)]). ¢

Finalmente, unindo-se o resultado do Lema 2.13 com a complexidade de tempo
da construcao da coarvore (Algoritmo B.1, p. 85), é possivel concluir que o Algo-

ritmo 2.1 (p. 42) reconhece cografos em tempo linear.

2.2 Alguns problemas em cografos

Os cografos sdo importantes porque muitos problemas NP-completos admi-
tem solucao polinomial ou linear em cografos (inclusive a coloragao de vértices), como
pode ser visto na Tabela 2.5 (p. 52). Seu préprio reconhecimento é feito em tempo
linear, conforme visto na Segao 2.1. Contudo, como pode ser verificado na tabela indi-
cada, ainda nao se sabe se ARESTA-COLORACAO restrito a cografos é um problema
NP-completo (suspeita-se que esteja em P — mais precisamente em 7ZME(n + m) —

em razao da Conjectura Overfull, conforme sera abordado no Capitulo 4).
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Problema Grafos Pi-redutiveis Cografos Multipartidos completos
2-Coloragao TIMEn+m) TIMEm+m) TIMEn+m) TIME(n+m)
3-Coloracao NP-completo TIMEm+m) TIMEm+m) TIME(n+m)
Coloracgao NP-completo TIME(n+m) TIMEm+m) TIME(n+m)
Clique NP-completo TIME(n+m) TIMEm+m) TIME(n+m)
Ciclo hamiltoniano NP-completo TIMEm+m) TIMEm+m) TIME(n+m)
Caminho hamiltoniano  NP-completo TZIME(m+m) TIME(m+m) TIME(n+m)
Corte maximal NP-completo  ? P TIME(n+m)
Coloracdo de arestas NP-completo  ? ? TIME(n+m)

Tabela 2.5: Classes de complexidade para problemas relacionados a grafos [9]

2.3 Cografos na pratica

A maioria dos grafos encontrados na pratica podem nao ser cografos, mas sao
muito proximos de o serem. Tal proximidade se justifica porque um cografo pode ser
obtido mediante a remocao ou acréscimo de poucas arestas [7]. Qualquer grafo pode
ser embarcado em um cografo de mesma ordem mediante o acréscimo de arestas (evi-
dente, ja que todo grafo completo é um cografo). Esse cografo resultante é chamado
de cografo de completude. O cografo obtido pelo acréscimo de uma quantia minima de
arestas ¢ chamado de cografo de completude minimo. A seu turno, dado um cografo de
completude G para um grafo qualquer H, caso H nao possua nenhum outro cografo de
completude que seja subgrafo de G, este é chamado de cografo de completude minimal.
Todo cografo de completude minimo é também minimal, mas a reciproca nao é sempre
verdadeira.

Nesse contexto, embora o problema de se encontrar um cografo de completude
minimo para um grafo G seja N'P-dificil, foi apresentado um algoritmo polinomial
em [16] para encontrar cografos de completude minimais. Dai a importancia do es-
tudo de algoritmos em cografos: caso se esteja diante de um problema que possa ser
resolvido com mais eficiéncia em cografos do que em grafos em geral e esse acrés-
cimo minimal de arestas ndo prejudique a modelagem do problema, ter-se-a entao

uma forma muito mais eficiente de resolvé-lo.
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3 O PROBLEMA DA COLORACAO DAS ARESTAS

A Coloragao de Arestas consiste na atribuicao de cores as arestas de um grafo,
de forma que arestas incidentes no mesmo vértice tenham cores distintas. Embora
nao poucas vezes se deseje obter a propria coloracao valida, em geral o interesse recai
apenas na quantidade minima de cores necessarias para se obter uma dessas coloragoes
(conhecida como indice cromatico e representada por x’(G)). Nesses casos, o problema
passa a ser enunciado conforme descrito na p. 29 (ARESTA-COLORACAO).

E possivel reduzir ARESTA-COLORACAO para COLORACAO, bastando que se
faca a conversao do grafo para seu grafo linha (cada aresta é convertida em um vér-
tice e cada incidéncia entre arestas é convertida em uma aresta). Contudo, ARESTA-
COLORACAO possui peculiaridades que tornam seu estudo mais interessante, prin-
cipalmente no que diz respeito ao fato de que ha apenas dois valores possiveis para

X’ (G), conforme demonstrado na Secao 3.1.

3.1 Teorema de Vizing

O Teorema de Vizing [22] estabelece que, dado um grafo G, o valor maximo de
X'(G) é A(G)+1. A demonstracao decorre da Recoloragdo de Vizing (Lema 3.1), a qual es-
tabelece que, dadas certas condigoes (existéncia de um extremo cuja vizinhanga possui
ao menos uma cor livre em cada vértice), sempre € possivel colorir uma aresta usando

a mesma quantidade de cores.

Lema 3.1 (Recoloragao de Vizing [22]). Seja uv uma aresta ainda ndo colorida de um
grafo G parcialmente colorido com no mdximo C cores. Se todo vértice de N(u)U{u} ou todo
vértice de N(v) U {v} for adjacente a no mdximo C — 1 arestas coloridas, entdo uv também

podera ser colorido com uma das C cores.

DemMonsTRAGAO. Dizemos que ¢ € uma cor livre do vértice w se nao ha nenhuma aresta
incidente em w colorida com a cor c¢. Designaremos por F(w) qualquer uma das cores
livres de w. Além disso, para simplificar a demonstracao e sem perda de generalidade,
chamaremos v de vy e assumiremos que u € o vértice cuja vinhanga possui a0 menos
uma cor livre em cada vértice (a existéncia de algum vizinho de v, sem cores livres nao

interfere no algoritmo). Na Figura 3.1 (p. 54), a linha tracejada unindo os vértices
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indica a aresta que pretendemos colorir. As linhas pontilhadas que saem de u e v
indicam a existéncia de pelo menos uma cor livre em cada vértice, respectivamente a

eda.

Figura 3.1: A aresta uv, e algumas das cores livres de u e v,

Observe-se que {u,vy} € N(u)U {u} — dai a existéncia de a e a;. Tomaremos os

seguintes passos para colorir uv:

1. Se u e vy tiverem uma cor livre comum entao podemos colorir v, com tal cor e

finalizamos.

2. Caso contrario, sejam ay = F(u) e a; = F(vy). Ha, portanto, uma aresta incidente
em u colorida com a cor a;, conforme indica a Figura 3.2. Vamos considerar que
vy designa a outra extremidade dessa aresta (v; # u). Além disso, consideramos
também que v e u possuem em comum uma cor livre. Nesse caso, recolorimos
uvy com tal cor e entdao u passara a ter a; como cor livre. Ora, podemos aplicar o

Passo 1 porque u e vy possuem agora um cor livre comum (a;). Finalizamos.

Figura 3.2: As cores livres da vizinhanga de u
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3. Caso vy e u nao possuam nenhuma cor livre comum, sejam a, = F(v;) e v, a outra
extremidade da aresta incidente em u colorida com a cor a,. De maneira analoga,
caso v, e u possuam uma cor livre comum, recolorimos uv, com tal cor e em
seguida usamos a nova cor livre de u (a,) para recolorir uv,. Esse procedimento
tem como resultado uma nova cor livre em u (a;), que sera entao utilizada para

colorir uvgy (Passo 1). Finalizamos.

4. De maneira geral, portanto, sempre que houver uma cor livre comum em v e u,
recolorimos uvy, com tal cor e utilizamos a; para recolorir uv,_;, até atingirmos

uv e finalizarmos. A este procedimento, chamamos de caimento.

5. Contudo, é possivel que em algum momento (para algum k), todas as cores livres
de v, sejam cores de arestas que ja consideramos anteriormente. Assim, nao po-
demos mais continuar esse procedimento. Ou seja, toda cor livre de vy é igual a
alguma cor do conjunto {ay,4y,...ax_1}. Chamamos de a; = a;, a primeira cor em
comum (com o menor indice j). Sabemos que em todos os vértices vy,v,,v3... Vg
ha uma aresta incidente colorida com a cor ay — caso contrario ja teriamos reali-
zado o caimento e finalizado. Consideremos entao o passeio de tamanho maximo
que se inicia em vy e cujas arestas foram coloridas alternadamente com as cores
ag e a;j (esse passeio nao € um ciclo porque a; € uma das cores livres de vy). Ha trés

possibilidades:

(i) O passeio nao termina em nenhum dos vértices do conjunto
{u,v1,v9,v3...v¢}. Nesse caso, trocamos todas as cores do passeio (a
aresta colorida com ag € recolorida com a; e vice-versa). E facil notar que
essa troca sempre sera possivel. Assim, teremos uma cor livre comum em u

e vx. Aplicamos o Passo 4 e finalizamos.

(ii) O passeio termina em u (ou seja, passa pelo vértice v; e pela aresta incidente
em u colorida com a cor 4;). Fazemos a mesma troca de cores do passeio
conforme foi indicado no item anterior. Com tal troca, o vértice u passara a

. como cor livre em

ter como cor livre a cor a; em vez de ag. Assim, teremos 4;

]

comum de u e v;_. Aplicamos o Passo 4 em uv;_; e finalizamos.

(iii) O passeio termina em algum v; de {vy,v,,v3... vx}. Realizamos mais uma vez

a troca de cores do passeio. Com isso, v; e u terao uma cor livre comum (a).
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Aplicamos o Passo 4 em uv; e finalizamos. ¢

O Lema 3.1 (p. 53) pode ser empregado em diversas ocasides. E, inclusive, peca
fundamental na demonstragao dos Teoremas 5.4 (p. 69) e 5.5 (p. 70), que constituem
os principais resultados deste trabalho. Serve também de base para um teorema muito
importante, o Teorema de Vizing (Teorema 3.2), que estabelece um limite superior para

o indice cromatico de qualquer grafo.

TeoreMA 3.2 (Teorema de Vizing [22]). Para colorir as arestas de um grafo G sdo suficien-

tes A(G)+ 1 cores.

DeMonsTRAGAO. Demonstraremos por indugao.

Base de indugdo: grafos sem arestas atendem trivialmente a premissa.

Hipétese de indugao: todo grafo G’ com |E(G’)| < m pode ser colorido com A(G’)+1
cores.

Passo de indugdo: vamos provar que todo grafo G com m arestas pode ser colorido
com A(G)+1 cores. Denotamos G —uv o grafo obtido mediante a remogao da aresta uv
de G. Logicamente esse grafo é contemplado pela hipdtese de inducao. Podemos entao
aplicar em G a mesma coloragao utilizada em G — uv, faltando colorir apenas a aresta

uv. Temos entao duas possibilidades:

(i) Se A(G) = A(G—uv)+1, entao podemos utilizar essa cor extra (que obtivemos com
o aumento do grau maximo ocorrido na passagem de G — uv para G) para colorir

a aresta uv. Finalizamos.

(ii) Se A(G) = A(G — uv), entao temos uma cor livre em cada um dos vértices de G.

Aplicamos a Recoloragao de Vizing em uv e finalizamos. ¢

3.2 O Problema da Classificagao

O Teorema de Vizing (Teorema 3.2) estabelece limites justos para o indice croma-
tico de um grafo, ja que A(G) < x’(G) < A(G) + 1. Assim, podemos classificar qualquer

grafo G da seguinte forma:
(i) se x’(G) = A(G), dizemos que G é Classe 1;

(ii) se x’(G) = A(G)+ 1, dizemos que G é Classe 2.
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Em razao da existéncia de apenas duas classes, ARESTA-COLORACAO pode ser

apresentado de uma forma diferente:

ProBLEMA DA CrassiFicaGAo (CLASSIFICACAO). O niimero de cores necessdrias para co-

lorir as arestas de um grafo é igual ao seu grau mdximo?

Muito embora haja apenas duas possiveis classes, CLASSIFICACAO é um pro-
blema muito dificil. Na verdade, quando restrito a grafos 3-regulares (grafos nos quais
todos os vértices tém grau 3), CLASSIFICACAQ ja é N'P-completo. Isso ocorre por dois

motivos:

(i) Ha uma redugao em tempo polinomial de 3-SAT para CLASSIFICACAO restrito

a grafos 3-regulares, o que faz com que esse problema seja N'P-dificil [13].

(ii) CLASSIFICACAO restrito a grafos 3-regulares estd em N'P. E facil constatar tal
pertinéncia mesmo sem a restri¢ao, pois uma A-coloragao de arestas é um certifi-

cado polinomial para uma instancia positiva do problema.

Apesar de haver duas classes, quase todos os grafos sao Classe 1, pois a medida
que se tomam grafos com numero maior de vértices, tal classe predomina. Isso ocorre
porque um grafo Classe 2 necessariamente deve ter no minimo trés vértices com grau
igual a A(G), os quais se tornam proporcionalmente escassos com o aumento do nu-
mero de vértices [19].

Nao obstante seja bastante dificil encontrar o indice cromatico de um grafo, esse
problema é de simples solugao em alguns casos. Ora, € facil verificar que, pelo fato de
corresponder a um emparelhamento, cada cor pode ser atribuida a no maximo |[n/2]
arestas, caso contrario a coloracao seria invalida (haveria necessariamente duas arestas
incidentes no mesmo vértice com a mesma cor, como ocorre na Figura 1.4b, mostrada
na p. 30). Portanto, se o numero de arestas for superior a A|n/2], nao sera possivel
obter uma coloragao valida com A(G) cores, e o grafo sera invariavelmente Classe 2.
Grafos com essa caracteristica sao chamados de grafos overfull (sobrecarregados) ou
simplesmente O. Algumas caracteristicas interessantes que se observam em um grafo

overfull sao [1]:
(i) possui no minimo trés A-vértices;

(ii) possui no maximo 6(G) vértices que nao sao A-vértices;
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(iii) n é sempre impar.

Classe 2

Figura 3.3: Relagao entre Classe 2, O, SO e NO

Por outro lado, caso um subgrafo induzido H do grafo G seja overfull e A(H) =
A(G), entao dizemos que G é subgrafo-overfull ou SO (também sera Classe 2). Além
disso, caso H seja induzido por um A-vértice e todos os seus vizinhos, dizemos que G
é vizinhanca-overfull (do inglés neighbourhood-overfull) ou NO. Para melhor ilustrar o
exposto, a Figura 3.3 mostra as inclusoes de Classe 2, SO, O e NO.

Muito embora todo subgrafo-overfull seja Classe 2, a reciproca nao é verdadeira.

E o caso do grafo de Petersen, esbocado na Figura 3.4. Esse grafo é Classe 2 mas nao é

Figura 3.4: O grafo de Petersen

overfull, pois possui numero par de vértices. Por outro lado, Chetwynd e Hilton enun-
ciaram uma conjectura, conhecida como Conjectura Overfull, a qual sugere que, para
todo grafo G com A(G) > n/3, G é subgrafo-overfull se e somente se G é Classe 2 [5]. O
grafo P*, que é obtido pela remocao de um vértice qualquer do grafo de Petersen e tam-
bém é Classe 2 (mostrado na Figura 3.3), sugere que esse limite inferior da Conjectura
Overfull é bastante justo, ja que possui n =9, m = 12, A = 3 e portanto nao é over-

full, mas também nao se enquadra na premissa da conjectura. E importante lembrar
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ainda que, quando A(G) > n/3, o grafo possui no maximo trés subgrafos induzidos que
sao A-overfull (ou seja, sao overfull e possuem grau maximo igual ao do supergrafo),
e ha um algoritmo que pode encontra-los em tempo polinomial [18]. Além disso, se
A(G) > n/2, ha no maximo um subgrafo induzido A-overfull, e existe um algoritmo
capaz de encontra-lo em tempo linear [18].

A Conjectura Overfull ja foi provada para diversas classes de grafos [18], dentre
elas a dos multipartidos completos, fato que merece destaque por configurarem uma
subclasse dos cografos. Para tanto, empregou-se um artificio chamado de técnica das
cores livres, e obteve-se para essa classe a equivaléncia entre O e Classe 2 [12]. Ou seja,
além de serem subgrafo-overfull, todos os grafos multipartidos completos Classe 2 sao

também overfull.

3.3 Coloragao de grafos quasi-threshold

Tal como é o caso dos cografos, os grafos quasi-threshold também podem ser

definidos de diversas formas. Sua definicao construtiva é a seguinte [14]:

(i) K; é um grafo quasi-threshold,
(ii) se Gy e G sao grafos quasi-threshold, G; U G, também é um grafo quasi-threshold;

(iii) se G é um grafo quasi-threshold, G = K; também é um grafo quasi-threshold.

Essa defini¢ao evidencia que os grafos quasi-threshold formam uma subclasse dos co-

grafos. Outras duas formas equivalentes de defini-los sao [14]:

1. Grafos que nao tém P, nem C4 induzidos.

2. Grafos que sao simultaneamente grafos cordais (grafos nos quais cada ciclo C,

com n > 3 tem uma corda) e cografos.

Uma caracteristica interessante e muito util dos grafos quasi-threshold é que,
quando conexos, eles sempre tém vértice universal [14]. De fato, se tomarmos a coar-
vore de um grafo quasi-threshold conexo, perceberemos que, sendo x o ultimo vértice
acrescido pela operagao de juncao e y qualquer outro vértice, Ica(x,y) = 1. Ou seja, x é
um A-vértice e vértice universal. Essa propriedade traz a baila o resultado apresentado
por Plantholt [20], segundo o qual, para grafos com vértice universal, vale Classe 2 = O.

Quasi-thresholds formam, portanto, uma familia de cografos que sabemos classificar.
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4 COLORACAO DE ARESTAS DE COGRAFOS

Uma das razdes pelas quais se acredita que CLASSIFICACAO restrito a cografos
admita solucao em tempo linear é o fato de que eles se enquadram na premissa da

Conjectura Overfull [8, 12], conforme evidencia o Teorema 4.1.
TeoremMa 4.1 ([8, 12]). Se G é um cografo conexo, entao A(G) > n/2.

DemMonsTRAGAO. Seja T a coarvore associada a G e r o numero de ramos de G. Portanto,
V(G) =a(l)U...Ua(r). Sem perda de generalidade, suponha-se que 1 < a(1) <... <

a(r). Vamos construir um grafo G’ com as seguintes caracteristicas:

(ii) E(G") =E(G)\{uw:u,w € a(i), paratodo i,1 <i < r}.
Primeiramente, observamos que G’ é subgrafo de G. Portanto,
A(G) = A(G). (4.2)

Além disso, notamos que, pela forma como construimos G’, todos os A-vértices
estao em «a(1). Logo,

AG)) = n—a(l). (4.3)

Em razao da ordem que estabelecemos para os vértices da parti¢ao, podemos

escrever
a(l)y<a(2)+a(3)+...+a(r)

a(l)+a(l)<a(l)+a(2)+...+a(r)

a(l)+n/2<n

n/2<n-a(l)
Aplicando (4.2) e (4.3) em (4.4), temos que

n—a(l)>n/2
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Por si s6, o Teorema 4.1 (p. 4.1) estabelece que apenas cografos conexos tém
A(G) > n/2, ficando de fora, pois, os cografos desconexos (cuja coarvore leva o rétulo 0
na raiz). Entretanto, para efeitos de CLASSIFICACAO, grafos podem ser considerados
conexos sem perda de generalidade [17], fato para o qual apresentamos uma demons-

tragao:

Prorosigao 4.6 ([17]). O indice cromdtico de um grafo G é o mdximo dentre os indices

cromadticos das componentes de G.

DemMonsTRAGAO. Por indu¢dao no numero de componentes de G. Se G tem uma s6
componente, G é conexo e a assercao se verifica trivialmente. Suponhamos, en-
tdo, que G tenha t > 1 componentes Cji,...,C; e que, para G’ = C; U --- U C;_q,
X' (G") = max{x’(Cy),..., x’(C;_1)} por hipoétese de indugado. Podemos colorir as ares-
tas de C; com as cores 1,..., x’(C;) e as arestas de G’ com 1,..., x'(G’), ja que nenhuma
aresta de C; é adjacente a alguma aresta de G’. Logo, x'(G) = max{x'(G’), x'(C;)} =
max{x’(Cy),---, x"(Cy)}- ¢

A proposito, ja foi demonstrado que, para cografos com coarvore de um ou
dois niveis, SO = O = Classe 2, ao passo que, para coarvores de trés niveis comple-
tos, SO = (OUNO)\(ONNO) [8]. Tem-se, portanto, indicios muito fortes de que a
coloracao de arestas de cografos é um problema que admite solugao nao apenas poli-
nomial, mas linear, ja que o Algoritmo 4.1 decide se um grafo G é subgrafo-overfull em

tempo linear [18].

TesTE-SO(G):

Entrada: Um grafo G com A(G) > n/2.

Saida: V se G é subgrafo-overfull ou F caso contrdrio.
1 S—{ueV(G):d*(u)<1};

2 G <« G[V(G)\S];

3 se A(G') <A(G), devolva F;

4 r<|V(G);

5 ordene V(G’) de forma que d*(vy) > d*(vy) > ... > d*(v,);
6 para cada j impar tal que |V(G)|-A(G) <] < |V(G')|:

7 sed*(vj) > d*(vi+1)+2o0uj=r

o

se G[{v1,vy,...,v;}] for A-overfull, devolva V;
9 devolvaF.

Algoritmo 4.1: Teste de subgrafo-overfull
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4.1 Coloragao de arestas de grafos-jungao

A Proposicao 4.6 (p. 62), aliada a Conjectura Overfull, permite que se concentre
o foco de estudo na jungao de cografos. De fato, cografos conexos constituem uma
subclasse dos grafos-juncao, que sao os grafos que podem ser construidos a partir da
juncao de dois grafos quaisquer (nao necessariamente cografos). A Observagao 4.7
apresenta resultados ja conhecidos em grafos-juncao (e portanto em cografos), alguns

dos quais serao explicados com maiores detalhes em seguida.

OBserVAGAO 4.7. Vamos assumir Gy e G, grafos com ordem respectivamente ny < nj e
G = Gy * Gy. Vamos também assumir A = A(G), Ay = A(Gy) e Ay = A(G,). Sao condigoes

suficientes para que G seja Classe 1:
(i) Ay >N, [10];
(ii)) Ay <Ayeny=mn,[10];
(iii) Ay = A, e ainda:
(a) Gy e G, serem Classe 1 [10];

(b) Gy ser subgrafo de G, [10];

(c) Gy e G, serem unides disjuntas de grafos completos (ou seja, G é um cografo cuja

codrvore possui profundidade 3 em cada folha e raiz com exatos dois filhos) [10];

(d) G ser regular [10];
(11/) A2 <Mnp,—mny [17],
(v) Gy e G, serem regulares e ny + n, ser par [21].

Adiante sao apresentadas as demonstracoes de alguns resultados da Observa-

cao 4.7, que utilizam as definigoes seguintes.

DeriNigA0 4.8. Sendo G o grafo obtido pela jungao dos grafos G; e G,, consideramos

que:

(i) Bg € o grafo bipartido obtido a partir da remogao de G de todas as arestas que
possuem ambos os extremos em G; ou G,. Ou seja, é o grafo Bg(V(G),E(G) \

(E(G1) UE(Gy)))-
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(i) Dado um emparelhamento M de Bg, Gy, é o grafo que se obtém quando sao
removidas de G as arestas de Bg \ M. Ou seja, é o grafo Gy (V(G),E(G1) U E(G;,)U
M).

Lema 4.9 ([10]). Seja G o grafo obtido pela jungdo dos grafos Gy e G,. Se |V(Gy)| <
IV(G,)|, A(Gy) = A(G,) e houver um emparelhamento mdximo M em Bg tal que Gy seja

Classe 1, entdo G serd Classe 1.

DemonsTrACAO. Se |[V(Gy)| < |V(Gy)| e A(Gy) = A(G,), entao A(G) = A(Gy) + |V (G,)l.
Assim, algum A-vértice de G pertence a G;. Por sua vez, A(Bg) = |V(G,)|. Seja B’ o
grafo bipartido que se obtém quando se remove de B todas as arestas que estao em
M. Sabemos que x’(G) < x’(Gy) + x’(B’), pois podemos colorir as arestas de Gy, com
as cores de 1 a x’(Gyy) e as arestas de B’ com as cores de x’(Gy)+1 a x’ (Gy) + x'(B'),
obtendo assim uma coloragao valida de G. Ora, B’ é bipartido e, pelo Teorema de
Konig [15], x’(B’) = A(B’). Uma vez que B’ foi obtido a partir de B com a remogao de
um emparelhamento, A(B") = A(Bg) — 1. Assim, x’(B’) = A(Bg) — 1. Por sua vez, como
Guy € Classe 1, x’(Gp) = A(Gpyp). Temos entao que x'(G) < x’(Gyp) + x'(B') = A(Gy) +
A(Bg)—1. Sabemos que A(Gy) = A(Gy)+ 1, pois, com a adi¢ao do emparelhamento M,
os A-vértices originarios de G; tiveram seu grau acrescido de um. Portanto, x’(G) <

A(Gu)+A(Be)-1 = A(Gy)+1+A(Bg)-1 = A(Gy)+|V (G,)| = A(G), ou seja, G é Classe 1. ¢

Teorema 4.10 ([10]). Seja G o grafo obtido pela jungao dos grafos Gy e G,. Se |V(Gy)| <
[V(G,)| e A(Gy) > A(G,), entao G é Classe 1.

DemMonsTRAGAO. Em razdao do Lema 4.9, basta provar que existe ao menos um empa-
relhamento maximo M em B tal que Gy, seja Classe 1. Seja A = A(G;). Vamos provar
que é possivel colorir Gy; com A + 1 cores. Na pior das hipoteses, G; e G, sao Classe 2.
Colorimos as arestas de G; com as cores 1 a A+ 1 e as arestas de G, com as cores 1 a
A. Faltam ser coloridas apenas as arestas de M. Tomamos tais arestas uma a uma e
chamamos de u o extremo em G; e de v 0 extremo em G,. Passamos a analisar a vi-
zinhanga de v: u tem cor livre em virtude da propria aresta do emparelhamento ainda
nao colorida. Quanto aos vizinhos de v em G,, todos tém ao menos uma cor livre por-
que sao extremos de no maximo A arestas. Logo, pelo Lema 3.1 (p. 53), cada aresta uv

pode ser colorida com uma das A + 1 cores, e o grafo Gy, é Classe 1. ¢
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TeoreMa 4.11 ([10]). Seja G o grafo obtido pela jungao dos grafos Gy e G,. Se |[V(Gy)| <

|V(G,)| e tanto Gy quanto G, forem Classe 1, entao G é Classe 1.

DemonsTRAGAO. Em razao do Lema 4.9 (p. 64), basta provar que existe ao menos um
emparelhamento maximo M em Bg tal que Gy, seja Classe 1. Sabemos que podemos
colorir G; e G, com A; = A, cores. Assim, de um conjunto de A + 1 cores, sempre

teremos uma cor livre, que podemos utilizar para colorir M. ¢

Teorema 4.12 ([10]). Seja G o grafo obtido pela jungao dos grafos Gy e G,. Se |V (Gy)| <
|V (G,)| e Gy for subgrafo de G,, entdo G é Classe 1.

DemonsTRAGAO. Em razao do Lema 4.9 (p. 64), basta provar que existe a0 menos um
emparelhamento méaximo M em B tal que Gy, seja Classe 1. Sejam Vy = {uy,uy,..., uy, }
e V, ={vy,vy,...,v,,}. Pinte as arestas de G, com A, + 1 cores. Ja que G; € subgrafo de
Gy, para cada aresta u;u; de Gy existe uma aresta v;v; em G,. Utilizamos a cor de cada
v;vj para colorir a aresta u;u;. Sabemos que cada vértice v; tem uma cor livre dentre as

A, +1 cores. Nesse caso, cada u; também tera a mesma cor livre, que pode ser utilizada

para colorir a aresta u;v; de M. ¢

TeoreMaA 4.13 ([10]). Seja G o grafo obtido pela jungao dos grafos Gy e G,. Se |V(Gy)| <

|V(G,)| e tanto Gy quanto G, forem unioes disjuntas de grafos completos, entdo G é Classe 1.

DemonsTrRAGAO. Em razao do Lema 4.9 (p. 64), basta provar que existe ao menos um
emparelhamento maximo M em Bg tal que Gy, seja Classe 1. Primeiramente vamos
ordenar os vértices de G; de forma a obter uma sequéncia uy,u,...,u,, conforme as

seguintes regras:
(i) Vértices pertencentes a mesma clique sao dispostos consecutivamente;

(ii) Se a ordem s do grafo completo maximal ao qual pertence u; é menor que a ordem

t do grafo completo maximal ao qual pertence u;, entdo i <.

De modo anéalogo ordenamos os vértices de G, obtendo assim a sequéncia vy, vy,...,Vy,.
Seja f: E(G) — {fo, f1,---, fa,} uma coloracao de G, feita do seguinte modo: cada aresta
u;ju;j recebe a cor fj, sendo h = (i +j)mod (A; +1).

Para mostrar que tal coloracao é valida, basta provar que cada par de arestas

adjacentes possui cores distintas. Por contradi¢do, vamos assumir que as arestas u;u;
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e ujug (com i # k) possuem a mesma cor f;. Sabemos que h = (i + j)mod (A; +1) e
h=(j+k)mod (A +1). Isso significa que, para algum inteiro t; > 0, h =i+j—t;(A; +1)
e, para algum inteiro t, > 0, h = j+ k—t,(A; + 1). Ademais, ja que i =k, t; = t,. Mas
nesse caso temos que (A; +1)(t; —t;)—(k—1) =0, e assim |k —i| = |t, —t;|(A; + 1), e assim
|k —i] > Ay + 1. Por outro lado, a ordenacao dos vértices de G; impde que |k —i| < Ay,
pois u; e u; pertencem ao mesmo grafo completo maximal cuja ordem € no maximo
A; + 1. Contradicao.

Ora, € facil perceber que cada vértice u; (1 <i < ny)tem f2i)mod(a,+1) COMO cor
livre. De modo analogo, cada vértice v; (1 <i < n1,) também tem f(5iymod(a,+1) COMO cor

livre. Assim, podemos colorir cada aresta u;v; de M com tal cor. ¢

A demonstracao do Teorema 4.16 necessita do classico lema de Fournier refe-

rente a classificacao de grafos com nucleo aciclico (Lema 4.14) e do Lema 4.15.
Lema 4.14 ([11]). Se G for um grafo tal que A[G] é aciclico, entdo G é Classe 1.

Lema 4.15 ([17]). Seja G o grafo obtido pela uniao dos grafos G1(V,E;) e G,(V,E,) (ou
seja, com o mesmo conjunto de vértices). Se A(G) = A(Gy) + A(G,) e nenhuma aresta de Eq

tiver ambos os extremos em N|[A[G,]], entao G é Classe 1.

TeoremMa 4.16 ([17]). Seja G o grafo obtido pela jungio dos grafos Gy e G,. Se A, <
[V (G,)|=|V(Gy)|, entao G é Classe 1.

DemMoNsTRAGAO. Seja G' = G, U Bg. O grau de qualquer vértice v € V(G;) em G’ é
|V(G,)|. Portanto, uma vez que |V(G,)| > A, +|V(Gy)|, os A-vértices de G’ sao vérti-
ces de G;. Eles induzem um nucleo sem arestas, portanto aciclico, e pelo Lema 4.14
concluimos que G’ é Classe 1. Por outro lado, G = G'U Gy e A(G) = |V(Gy)|+ A(Gy) =
A(G’) + A(Gy). Além disso, G" é Classe 1 e todas as suas arestas possuem ao menos um
extremo que nao estd N[A[G;]], o qual é vértice de G,. Assim, pelo Lema 4.15, G é

Classe 1. ¢
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5 RESULTADOS OBTIDOS

O objetivo proposto, qual seja, encontrar algum resultado 1til acerca da Coloragao
de Arestas de Cografos, foi alcancado com a demonstracao de dois teoremas relativos a
classificagao de grafos-juncao, superclasse dos cografos conexos (Teorema 5.4, p. 69).
Para se chegar a tal resultado, além da leitura e compreensao dos artigos mencionados
nos capitulos anteriores, foi desenvolvido um programa de analise de indice cromatico
de cografos, chamado CoGrarH (descrito na Segdo 5.1). Apos diversas consultas a base
de dados gerada pelo programa (que construiu todos os 202.939 cografos com n < 13),

constatou-se o seguinte:

OBserRVAGAO 5.1.  Sejam G o grafo obtido pela jungao dos cografos Gy e Gy, ny =|V(Gy)|
e ny, =|V(G,)|. Se ny +ny, < 13, ny < ny, A(Gy) = A(G,) e A[Gq] for aciclico, entao G serd
Classe 1.

Tal constatacao despertou interesse para uma analise mais atenta desse caso.
Contudo, nao foi possivel comprova-la para todos os casos (tampouco demonstrar que
€ incorreta). Ainda assim, obtiveram-se dois resultados relacionados, demonstrados

nos Teoremas 5.4 (p. 69) e 5.5 (p. 70).

5.1 O programa COGRAPH

O programa CoGrapH ’ (listado no Apéndice C) foi desenvolvido na linguagem
python e roda na plataforma GNU/Linux. Durante a execugao, na primeira etapa, cons-
tr6i uma base de dados (utilizando o SGBD sglite) contendo diversas caracteristicas de
todos os cografos com ordem no maximo MAX_ORDER (constante definida na linha 22
do arquivo cograph.py como sendo 13). Todos os mdédulos do programa sao invocados
por meio de um Makefile. A construcao da base de dados é realizada com o seguinte
comando:

$ make build

Com a base de dados construida, pode-se executar o mdédulo de consulta por

meio da interface sqlite, que € acionada da seguinte maneira:

7 Cédigo-fonte disponivel no endereco https://github.com/cunhalima/cograph sob a licenca GNU
GPLv3
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$ make run

Finalmente, ha também um mddulo que executa algumas consultas no banco de
dados para fim de testes. O comando a ser utilizado é o seguinte:

$ make test

A base de dados consiste de duas tabelas: OP e GR. A tabela GR possui uma
entrada para cada cografo construido. Cada grafo é identificado de forma tunica por
meio de um ID (ntmero sequencial) ou pela sua coarvore. As coarvores sao codifica-
das por uma cadeia de caracteres com trés possiveis simbolos: o ponto final “.”, que
representa um vértice, ou os digitos “0” e “1”, que representam, respectivamente, as
operagoes de uniao disjunta e juncao. Apenas as coarvores canoOnicas sao validas —
portanto, ha sequéncias de simbolos que nao sao permitidas, pois codificam coarvores
nao-canonicas. As demais colunas registram caracteristicas de cada cografo. As in-
formagoes que elas armazenam podem ser deduzidas intuitivamente a partir de seus
nomes (linhas 599 a 626 do arquivo cograph.py).

A outra tabela, OP, limita-se a armazenar as operacoes que produzem cada co-
grafo. A coluna OP indica qual é a operagao (0 é uniao disjunta e 1 é jungao), ao passo
que as colunas D, A e B indicam, respectivamente, os grafos da operacao G = G; * G,
(considerando sempre |V(G;)| < |[V(G,)|). E digno de nota que a coluna D nao pode
servir como chave primaria da tabela, pois um mesmo cografo pode ser resultante de

diferentes operacoes. Desse fato decorre a seguinte observagao:

OBSERVAGAO 5.2. Dados dois cografos Gy e G, e sua jungio G = Gy * G,, é possivel que
nao se saiba de antemdo se G serd Classe 1 ou Classe 2, simplesmente pelo fato de que as
propriedades de Gy e G, nao sao abarcadas por nenhum caso ja demonstrado. No entanto, é
possivel que G possa também ser obtido pela jungdo de outros dois cografos G| e G, que se

enquadrem em algum caso jd conhecido.
O programa é orientado a objetos e possui apenas duas classes:

(i) CotreeNode é utilizada para modelar uma coarvore candnica. As restri¢des sao

impostas pelo método sort, que ordena as subarvores de modo tnico.

(ii) CoNode é utilizada para modelar um cografo (que traz em seu bojo a codificagao
da respectiva coarvore canonica). Todas as propriedades do grafo sao calculadas

no momento de sua criacao (método build).
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A fungao makeOrder é responsavel pela geracao de todos os cografos de determinada
ordem. No decorrer da criagao, seus dados sao gravados no banco de dados pelas

funcoes writeCGData e updateGraphs.

5.2 Uma conjectura e dois teoremas

A observagao feita com a utilizagdo do programa CoGrAPH permitiu que se en-

contrassem alguns padroes, tracando-se assim a seguinte conjectura:

ConjecTURA 5.3. Seja G o grafo obtido pela juncao dos cografos Gy e G,. Se
[V(Gy)| < |V(Gy)|, A(Gy) = A(Gy) e A[Gq] for aciclico, entdo G serd Classe 1.

Em contrapartida, ao limitar a casos em que G; tem nucleo sem arestas, chega-

mos ao Teorema 5.4:

TeoreMA 5.4.  Seja G o grafo obtido pela jungao dos grafos Gy e G,. Se |[V(Gy)| < |V (Gy)l,

A(Gy) = A(G,) e o niicleo de Gy nao possuir arestas, entao G serd Classe 1.

DemMonsTRAGAO. Em razao do fato de que grafos Classe 2 devem possuir ciclos no na-
cleo (Lema 4.14, p. 66), Gy é Classe 1. Sejam A = A(G;) = A(G,), B o grafo bipartido
G- (E(G1)UE(G;)) e M C E(B) um emparelhamento que cobre todos os vértices de Gj.
A Figura 5.1 mostra um exemplo de um grafo G, construido com base nessa descri¢ao

e na Defini¢ao 4.8 (p. 63).

Figura 5.1: Exemplo do grafo Gy,
Vamos demonstrar que as arestas em (V(G), E(G;)U E(G,) UM) podem ser colo-
ridas com A + 1 cores, ou seja, com as cores de € ={1,...,A+1}.

Passo 1 Pinte as arestas de G; com as cores 1,...,A e as arestas de G, com as cores

1,...,A+1.
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Passo 2 Considere, uma de cada vez, cada aresta uv de M nao incidente a um A-vértice
de G1, com u € V(Gy). Pelo fato de que cada vizinho de u (inclusive v) tem uma

cor livreem €, uv satisfaz as condi¢des do Lema 3.1 (p. 53) e pode ser colorida.

Passo 3 Por final, considere cada aresta uv de M com u € V(A[G;]). Cada w vizinho
de u em G; tem uma cor livre em €, mesmo que a aresta M incidente a w ja
tenha sido colorida. Uma vez que v também possui uma cor livre em €, uv

satisfaz as condi¢oes do Lema 3.1 (p. 53) e pode ser colorida.

Finalmente, pelo Lema 4.9 (p. 64), G é Classe 1. ¢

Além disso, chegamos um resultado similar, mas aplicavel apenas em cografos,

apresentado no Teorema 5.5.

TeoreMA 5.5. Seja G o cografo obtido pela jungao dos cografos Gy e G,. Se |V(Gy)| <
IV(Gy)| = |A[G2]l, A(Gy) = A(Gy) e A[Gq] for aciclico, entdo Bg é Classe 1.

DemMonsTRAGAO. Denominamos estrela o cografo obtido pela juncao do K; com um co-
grafo sem arestas. Centro da estrela é o vértice advindo do K; (Gnico vértice com grau
maior do que um quando a estrela tiver mais do que dois vértices) e os demais vérti-
ces sao folhas. No caso de estrelas com dois vértices, um sera folha e o outro serad o
centro, de forma arbitraria. Quanto as estrelas com apenas um vértice, este sera con-
siderado folha. Novamente, pelo Lema 4.14 (p. 66), G; é Classe 1. Pelo fato de G; ser
cografo, todas as componentes de A[G;] devem ser estrelas. Sejam A = A(G1) = A(G,),
B o grafo bipartido G—(E(G;)UE(G,)) e M C E(B) um emparelhamento que cobre todos
os vértices de G; mas nenhum A-vértice de G,. Vamos demonstrar que as arestas em
(V(G),E(G1)UE(G,)UM) podem ser coloridas com A+1 cores, ou seja, com as cores de

€ =1{1,...,A+1}.

Passo 1 Pinte as arestas de G; com as cores 1,...,A e as arestas de G, com as cores

1,...,A+1.

Passo 2 Considere, uma de cada vez, cada aresta uv de M nao incidente a um A-vértice
de G;, com u € V(Gy). Pelo fato de que cada vizinho de u (inclusive v) tem uma

cor livreem €, uv satisfaz as condi¢des do Lema 3.1 (p. 53) e pode ser colorida.
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Em seguida, considere cada aresta uv de M com u sendo folha de alguma
estrela de G;. Cada w vizinho de u em G; tem uma cor livre em %, mesmo
que a aresta M incidente a w ja tenha sido colorida. Uma vez que v também
possui uma cor livre em €, uv satisfaz as condi¢oes do Lema 3.1 (p. 53) e pode

ser colorida.

Finalmente, considere cada aresta xv de M que ainda nao foi colorida, ou seja,
quando x for centro de alguma estrela S de G;. Se x e v tiverem a mesma
cor livre em %, podemos colorir xv com essa cor e finalizamos. Senao, sejam
a € € uma cor livre de v, f € € a Unica cor livre de x e xu a aresta de G,
colorida com a. Pinte xv com a e remova a cor de xu. Perceba que f é ainda

cor livre de x e agora «a é cor livre de u. Temos dois casos:

1 Se u € A[G;], sabemos que todo w vizinho de u tem uma cor livre em &,

mesmo que w € V(G,). Logo, xu satisfaz a condi¢ao do Lema 3.1 (p. 53).

2 Se u ¢ A[G;], remova a cor de todas as arestas incidentes em u cujo extremo
oposto seja um A-vértice. Assim, cada vizinho de u tem uma cor livre em €
e podemos colorir xu em razao do Lema 3.1 (p. 53). Considere agora, uma

por vez, cada aresta wu que foi descolorida. Temos trés casos:

(i) Se w é adjacente a x entdao o Gnico vizinho de w que nao possui uma
cor livre é x. Apos descolorir xw, podemos aplicar o Lema 3.1 (p. 53)
para colorir wu. Voltamos ao Caso 1, com w no lugar de u, e portanto

podemos colorir também xw.

(ii) Se w for uma folha de uma estrela S’ # S de A[G;], seja y o centro de
S’ e remova a cor de yw. Assim, todo vizinho de w tera uma cor livre
e podemos aplicar o Lema 3.1 (p. 53) em wu, retornando ao Caso 1
com p no lugar de x e w no lugar de u, o que possibilita que yw seja

colorida.

(iii) Se w for o centro de uma estrela S’, remova a cor de todas as arestas
de S’, obtendo assim uma cor livre em todos os vizinhos de w. Entao
aplique o Lema 3.1 (p. 53) e pinte wu. Agora considere, uma por uma,
cada aresta wr que foi descolorida. Ja que r é folha de S’, voltamos ao

Caso 1 com w no lugar de x e r no lugar de u, e assim podemos pintar
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wr.

Finalmente, pelo Lema 4.9 (p. 64), G é Classe 1.
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6 CONCLUSAO

A Coloracao de Arestas é um problema intrigante: ha apenas duas classes no
que tange ao indice cromatico de um grafo, e ainda assim CLASSIFICACAQ é um pro-
blema N'P-completo. Por outro lado, quando restritos a cografos, problemas conside-
rados intrataveis costumam admitir solu¢oes muito mais eficientes. Com essa motiva-
cdo, apresentamos diversas evidéncias de que CLASSIFICACAO restrito a cografos é
um problema que esta em P ou até mesmo em 7ZME(n + m): a Conjectura Overfull [5],
o caso dos multipartidos completos [12], dos quasi-threshold [14, 20], além dos casos
que ja haviam sido demonstrados para os grafos-jungao [17, 10]. Serviu também como
motivagao o fato de existir um algoritmo de tempo linear para reconhecimento da fa-
milia dos cografos que constréi a coarvore para as instancias positivas [2], o que pode
facilitar a analise de sua estrutura para a pretendida coloracgao.

Com o objetivo de encontrar novos resultados relacionados a CLASSIFICACAO
em cografos, optamos por desenvolver um programa que apontasse indicios e tam-
bém servisse para encontrar contraexemplos. Nessa esteira, o desenvolvimento do pro-
grama CoGrapH foi muito importante, pois foi a partir da consulta a sua base de dados
que se observou um padrao de obtencao de cografos Classe 1 (enunciado na forma de
conjectura) sempre que ocorria uma jungao de cografos de mesmo A e aquele de me-
nor ordem tivesse nucleo aciclico. Diante dos resultados ja conhecidos relativos aos
grafos-jungao, optamos por adaptar a Recoloragao de Vizing aos cografos, e obtivemos

sucesso em dois casos:

1. Trocando o nucleo aciclico da conjectura por nicleo sem arestas (e assim esten-

demos o resultado para grafos-jungao).

2. Estabelecendo uma quantidade minima de vértices com grau menor do que A no
cografo de maior ordem, para obter um emparelhamento que atendesse a pre-

missa da Recoloragao de Vizing.

O trabalho aqui desenvolvido sinaliza diretrizes para trabalhos futuros, afinal,
muitos sao os vieses de estudo de que se pode langar mao para a abordagem do pro-
blema, como ja detalhado ao longo deste texto. Seguem abaixo algumas das possibili-

dades que se vislumbram:
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(i) Explorar o fato descrito na Observacao 5.2 (p. 68) para tentar obter um leque

maior de casos conhecidos.
(ii) Demonstrar a Conjectura 5.3 (p. 69) ou encontrar um contraexemplo.

(iii) Estender o programa CoGraPH para que utilize o Algoritmo 4.1 (p. 62) a fim de
encontrar subgrafos A-overfull em tempo linear, e assim nao depender da geragao
de subgrafos proprios. Sera possivel, portanto, gerar cografos aleatorios de ordens

mais elevadas, e com isso avaliar com mais seguranga possiveis conjecturas.

Enfim, nao bastasse o fato de servir como referéncia para trabalhos futuros e
também como orientagao para possiveis abordagens do problema da classificagdo de co-
grafos quanto ao indice cromdtico, o presente trabalho encerra em si resultados inéditos

que certamente contribuem para o enriquecimento do conhecimento da area.
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APENDICE A - Lemata

Todos as demonstracoes apresentadas neste apéndice sao oriundas de um artigo

de Bretscher [2].

Lema A.1 (A Condicao dos Quatro Pontos). Uma permutagio o é uma ordenagdo
LexBFS de G se e somente se Vx,y,z € 0 tais que x <, V <, 2, se xy € E(G) e xz € E(G),

entdo dw € o tal que w <; x, wy € E(G) e wz € E(G).

DEMONSTRAGAO. No momento em que x foi tomado como pivo, y e z estavam em cé-
lulas diferentes, caso contrario teriamos z <, y. Por contradi¢ao, vamos assumir que,
para todo vértice u tal que u <, x, em nenhum caso temos que uy € E(G) e uz ¢ E(G).
Isso quer dizer que a quebra da célula em que y e z estavam foi ocasionada por um

vértice u tal que uy ¢ E(G) e uz € E(G). Portanto, z <, y. Contradigao. ¢

Lema A.2. Toda ordenagio LexBFS de um cografo G é livre de guarda-chuvas (ou seja,
ndo pode ocorrer o caso em que Ax,y,z € 0 tais que x <, Y <, 2z, xy € E(G), yz € E(G) e

xy € E(G)).

DemoNsTRAGAO. Faremos a demonstragao por contradigao e, para tanto, assumiremos
que essa sequéncia de vértices (xyz) seja a primeira que forma um guarda-chuva em o.
Pelo Lema A.1, dw € o tal que w <, x, wy € E(G) e wz € E(G). Vamos analisar se w e x

sao vizinhos ou nao:
(i) se wx € E(G), entao ywxz formam um P, e G nao é um cografo. Contradigao.

(ii) se wx ¢ E(G), entdo a sequéncia wxy também forma um guarda-chuva; assim,
XYz nao é a primeira sequéncia de vértices que forma um guarda-chuva em o.

Contradigao. ¢

Lema A.3. Sejam G um cografo e o=LexBFS(G, ) para uma permutacio t qualquer de

V(G). Para todo v € V e todo i < j vale que:
Vx € 5;(v), Yy € §;(v),xy € E(G) (A.4)

N.(§j(v)) € N(Si(v)) (A.5)



80

DemMoNsTRAGAO. Para provar (A.4) (p. 79) por contradi¢ao, vamos assumir que xy €
E(G). Se x e v estdo em fatias diferentes, entdo ha algum u € S4(v) tal que ux € E(G) e
uy ¢ E(G). Além disso, como vu € E(G), vx € E(G), vy € E(G) e xy € E(G), vuxy formara
um P,. Contradi¢ao. No caso de (A.5) (p. 79), também por contradi¢ao, vamos assumir
que u € N(Sj(v)) e u € N(S;(v)). Sabemos, em razao de (A.4) (p. 79), que xy & E(G).
Nesse caso, contudo, {u,x,y} é um guarda-chuva e ¢ nao atende ao Lema A.2 (p. 79).

Contradicao. ¢

Lema A.6. Sejam o=LexBFS(G,t) para uma permutacio t qualquer de V(G),
o =LexBFS™(G,0) e M um moédulo de G. O primeiro vértice de M com relagio a o é x
se e somente se x for o primeiro vértice de M com relagdo a 5. Além disso, S(x) e S(x) sdo

as menores fatias de o e G, respectivamente, que contém M.

DEMONSTRAGAO. (=) Seja x o primeiro vértice de M com relagao a 0. Além disso,
seja S(u) a fatia minima de G~ que contém M. Por contradi¢do, vamos supor que
u # x. Sabemos que, pelo fato de M ser um modulo, os pivos externos a ele nao
conseguem dividi-lo em células. Portanto, dentro de S(u) \ {1} haverd uma outra

fatia contendo M. Assim, S(u) nao pode ser a fatia minima de ¢~ que contém M.

Contradicao.

(<) Seja x o primeiro vértice de M com relagao a ¢ . No instante em que x se torna
pivo em G, M est4 incluso na fatia S(x) (caso contrario, M nao seria um médulo).
Nesse caso, x é o primeiro vértice de S(x) visitado em &~ porque ele também foi
o primeiro vértice de S(x) visitado em o (que é utilizada como permutacio de
desempate no algoritmo LexBFS™). Logo, x também é o primeiro vértice de M

visitado em o. ¢

OBserVAGAO A.7. Sejam o=LExBFS(G,t) para uma permutagio t qualquer de V(G);

6 =LexBFS™(G, 0); S(v) uma fatia que contém w em . Se v # w entdo v <, w em o.

DemonsTrRAGAO. Por contradigao, vamos supor que w <, v. Sabemos que, no instante
em que v € selecionado como pivo em ¢, v e w pertencem a mesma célula (pois ambos
pertencem a S(v)), mas v é tomado no lugar de w em razio do critério de desempate
fornecido pela permutagao o, passada como parametro ao algoritmo LExBFS™. Ou seja,

v <, w. Contradicao. ¢



81

Lema A.8. Sejam o=LexBFS(G,t) para uma permutacio t qualquer de V(G) e S(v) a
fatia minima de o que contém o Py induzido p. Se v ndo for vértice de nenhum Py de G,

entdo V(p) N SA(v) é o conjunto formado pelos dois vértices internos de p.
DemoNsTRAGAO. Analisaremos trés possibilidades:

(i) Os vértices de p estdo todos em S%(v), que é também uma fatia de 0. Nesse caso

S(v) nao é minima. Contradicao.

(ii) Os vértices de p estdo todos em SN (v). Uma vez que S(v) é minima, algum vér-
tice u de S%(v) deve ser vizinho de um subconjunto préprio dos vértices de p,
dividindo-o em ao menos duas fatias. Ha portanto uma aresta xy em p tal que

ux € E(G) e uy ¢ E(G). Nesse caso, contudo, vuxy forma um P,. Contradigao.

(iii) Resta o caso em que v é adjacente a um subconjunto proprio dos vértices de p. E
para que v nao faga parte de um P, a inica alternativa é que v seja adjacente aos

dois vértices internos de p e nao seja adjacente aos extremos de p. ¢

CoroLArIO A.9. Sejam o=LexBFS(G,t) para uma permutagcio t qualquer de V(G),
o =LexBFS™(G,0), w o primeiro vértice de o que pertence a um Py e p um Py que cobre

o vértice w. Se w for um extremo de p, entdo serd um vértice interno de p em .

DEMONSTRAGAO. Seja S(v) a fatia minima que contém V(p) em . Analisaremos duas

possibilidades:

(i) Se v pertence a p, entao v = w e, em razao da complementacao feita em p, w

passou a ser um vértice interno de p. Finalizamos.

(ii) Se v nao pertence a p, entao, pela Observagao A.7 (p. 80), v ocorre antes de p
em o. Logo, v nao pertence a nenhum Py, e pelo Lema A.8 temos que os vértices

internos de p surgem antes dos extremos em ¢ . Finalizamos. ¢

Lema A.10. Sejam o=LexBFS(G, 1) para uma permutagdo t qualquer de V(G) e p = abcd
um Py induzido de G (com extremos a e d). Se S(a) contém V (p), entdo existem dois inteiros

distintos i e j tais que S;(a) e S;(a) nao atendem a PSV.

DemonsTrRAGAO. Uma vez que a é adjacente a b mas nao é adjacente a cnem a d, b esta

em S4(a) e c e d estio ambos em SN (a). Além disso, sabemos que ¢ e d nao estio na
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mesma célula, pois b € adjacente a ¢ mas nao ¢ adjacente a d. Sejam entao S;(a) e S;(a),
i <j,as céelulas em que estdo c e d. Suponhamos que c € S;(a) e d € Sj(a). A existéncia de
uma aresta entre c e d faz com que Ng(Sj(a)) ¢ N¢(S;(a)). O mesmo ocorre se d € S;(a)

ece S]-(a). Portanto, o nao atende a PSV. ¢

Lema A.11. Sejam c=LexBFS(G, t) para uma permutagao T qualquer de V(G) e p = abcd
um Py induzido de G (com extremos a e d). Se S(v) é a menor fatia que contém V (p), de tal
forma que v ndo pertence a nenhum Py, entdo existem dois inteiros distintos i e j tais que

Si(v) e S;(v) nao atendem a PSV.

DeMoNsTRAGAO. Pelo Lema A.8 (p. 81), b,c € S4(v) e a,d € SN (v). Além disso, sabemos
que a e d nao estao na mesma célula, pois b é adjacente a 4 mas nao é adjacente a
d. Sejam entao S;(v) e S;(v), i < j, as células em que estao a e d. Suponhamos que
a € Si(v) ed € Sj(v). Uma vez que ¢ e d sao vizinhos mas ¢ e 4 nao sao, temos que
Ng(Sj(v)) ¢ N{(S;(v)). De maneira analoga, suponhamos que d € S;(v) e a € S;(v). Uma
vez que b e a sao vizinhos mas b e d nao sao, temos que Ng(Sj(v)) ¢ N¢(S;(v)). Em

ambos 0s casos, o nao atende a PSV. ¢
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APENDICE B - Construcao da coarvore

Todos as demonstragdes apresentadas aqui sao oriundas de um artigo de Brets-
cher [2].
Para a construgao da coarvore, assumimos que todos os grafos deste apéndice

sao cografos. Tal construgao é possivel em razao dos lemas apresentados abaixo.

Lema B.1. Sejam o=LexBFS(G, t) para uma permutacao v qualquer de V(G) e x o pri-

meiro vértice de o. Cada S;(x), para i > 0, corresponde aos vértices da subdrvore Ty,.

DemMonsTRAGAO. Designamos o conjunto de vértices da arvore T por V(T).

(=) Vamos provar por indugao que todo vértice de S;(x) € V(Tj;), para i > 0. Primeira-
mente, fagamos a demonstragao da base de indugao, qual seja, S;(x) C V(T ):
Tomemos um vértice y € Sy(x). Por contradigao, vamos assumir que y & V(T ).
Nesse caso, deve haver um vértice z € V(T7}) (para algum k > 0), tal que wz € E(G) para
algum w € V(Tjj;) mas yz ¢ E(G). Isso significa que w e y ndo estdo na mesma fatia, pois
possuem vizinhanca a esquerda diferente. Além do mais, y esta numa fatia a direita da
fatia de w, ja que a vizinhanca local de y esta contida na vizinhanga local de w. Logo,
v € S1(x). Contradigao.
Para a indugao pretendida, aplicaremos o mesmo raciocinio:
Base de indugdo: Sy(x) C V(Tg;).
Hipdtese de indugao: Para todo i’ <1, S(x) € V(Tj;,).
Passo de indugdo: Queremos demonstrar que, em razao da hipétese de indugao,
Si(x) € V(T;;)- Tomemos, portanto, um vértice y € S;(x). Por contradi¢ao, vamos as-
sumir que y ¢ V(T;). Pela hipotese de indugao, v € V(Té‘j) para algum j > i. Nesse
caso, deve haver um vértice z € V(T}}) tal que wz € E(G) para algum w € V(Tj;) mas
yz & E(G). Isso significa que w e y nao estao na mesma fatia, pois possuem vizinhanca
a esquerda diferente. Além do mais, y esta numa fatia a direita da fatia de w, ja que a
vizinhanga local de y esta contida na vizinhanga local de w. Entretanto, sabemos pela
hipdtese de indugao que w nao esta em nenhuma das fatias a esquerda de S;(x) (nao

pode estar em nenhuma S;/(x)). Logo, y ¢ S;(x). Contradicao.

(&) Vamos provar por indugao que V(T;) € S;(x), para i > 0. Primeiramente, fagamos

a demonstragao da base de indugdo, qual seja, V(Tj;) € Sy (x):
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Tomemos um vértice y € V(Tg;). Por contradigao, vamos assumir que y € S;(x).
Nesse caso, deve haver um vértice z € S%(x) tal que wz € E(G) para algum w € S;(x)
mas yz € E(G). Isso significa que w e y nao estao na mesma subarvore com raiz em Py,
pois lca(w, z) # Ica(y, z). Logo, vy € V(Tj;;). Contradigao.

Para a indugao pretendida, aplicaremos o mesmo raciocinio:

Base de indugdo: V(Tj;) € Sq(x).

Hipétese de indugdo: Para todo i’ < i, V(T3,) € S/(x).

Passo de indugdo: Queremos demonstrar que, em razao da hipdtese de indugao,
(Tg;) € Si(x). Tomemos um vértice y € V(Tj;). Por contradicao, vamos assumir que y €
Si(x). Pela hipotese de inducao, y € S;(x) para algum j > i. Nesse caso, deve haver um
vértice z € S4(x) tal que wz € E(G) para algum w € S;(x) mas yz ¢ E(G). Isso significa
que w e y ndo estao na mesma subarvore com raiz em Py, pois lca(w, z) # lca(y, z). Além
do mais, a raiz da subarvore de y esta mais distante de x do que a raiz da subarvore
de y. Entretanto, sabemos pela hipétese de inducao que w nao estda em nenhuma das

subarvores Tg;,. Logo, y € V(Tj;). Contradicao. ¢

CororArio B.2. Sejam 6~ =LexBFS™(G, ©) para uma permutagao © qualquer de V(G) e x

o primeiro vértice de 6. Cada S;(x), para i > 0, corresponde aos vértices da subarvore Ty;.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Lema B.1 (p. 83) em o e G, ja que a coarvore de G

corresponde a coarvore de G com os nds 0 e 1 trocados. ¢

CoroLArio B.3. Sejam o=LexBFS(G,t) para uma permutacio t qualquer de V(G) e
o =LexBFS™(G, ) para uma permutagao 1 qualquer de V(G). Se x for o primeiro vér-
tice de 0 e 0, entdo o caminho Pyg da codrvore de G pode ser construido com as fatias em

SN (x) e SN(x).

DemonsTRAGAO. A demonstracao decorre do Lema B.1 (p. 83) e do Corolario B.2, res-
tando apenas saber qual dentre as subarvores Ty, e Tj; tem como raiz o n6 pai de x.
Isso é facil de constatar porque, sendo y € Tj; e z € T}, o lca(v,z) é 0 se a raiz de T
for o pai de x e 1 caso contrario. Basta, portanto, que se saiba a adjacéncia entre y e z,

ja que yz€ E(G) & lca(y,z) = 1. ¢

Em que pese a possibilidade de aplicar recursivamente a construcao dos cami-

nhos P.g, conforme sugerido no Corolario B.3 (p. 84), até que se construa a coarvore,
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tal modo de construgao nao seria linear porque demandaria duas buscas (0 e 6~ ) para
cada um desses caminhos. Queremos aproveitar as buscas que ja foram feitas na etapa

de reconhecimento, e para tanto precisaremos do seguinte resultado.

Lema B.4. Se os vértices de T, forem vértices de S;(x) = S(y) para algum vértice x da
LexBFS o e para algum i > 0, entdo, para todo j > 0, Sj(x) corresponde aos vértices da

subdrvore Toyj.

DemoONSTRAGAO. Basta demonstrar o carater recursivo do Lema B.1 (p. 83). Facil de
verificar, pois, pela propria definicao, fatias de uma permutacdo LexBFS também sao
permutacoes LexBFS. Além disso, S;(x) = S(y) induz um moddulo, que também é um

cografo. ¢

A construgao da coarvore é realizada pelo Algoritmo B.1, a qual utiliza a fun-
¢ao N6 para criar uma estrutura de dados que representa um no6 interno da arvore.
Essa fun¢ao recebe como parametros a operagao (0 para uniao e 1 para jungao) e uma

subarvore. A coarvore final é representada pelo no raiz.

CONSTRUA-COARVORE(V):

Entrada: Um vértice v de um cografo G.

Saida: A codrvore de G[v U SN(v) US_N(v)].

1 seSi(v)=TeSi(v)=2:

2 devolva v;

3 seSi(v)=a:

4 devolva N6(1,v,CoNSTRUA-COARVORE(V[1]);

5 seS;(v)=a:

6 devolva N6(0, v,CoNSTRUA-COARVORE(V([1]);
7 sev[1]v[1] € E(G): w < 0; sendo: w « 1;

8 T «v;

9 k«1;

10 1« 1;

11 enquanto (w=0e S;(v)= D) ou (w=1e S;(v) = 2):
12 sew=0:u« v[i]; sendo: u < v[i];

13 T « N6(w, T,CONSTRUA-COARVORE(#4));

14 w—1-w;

15 k—k+1;

16 i« [k/2];

17 devolva T.

Algoritmo B.1: Construgao da coarvore

A execucao do Algoritmo B.1 no cografo da Figura 2.1a (p. 39) resulta no ani-
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nhamento de chamadas a funcao N6 exibido em (B.5):

1(0(1(0(z,y), x), w), 0(d, 0(e, 0(1(u, v), 0(1(D, a), ¢))))) (B.5)

Em razao do Lema B.4 (p. 85), concluimos que o Algoritmo B.1 (p. 85), ao rece-
ber como parametro o primeiro vértice de uma permutacao LexBFS de um cografo G,

constroi a respectiva coarvore em tempo linear.
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APENDICE C - Listagem do cédigo-fonte do programa CoGrapH

C.1 Arquivo cograph.py

cograph - Cograph Generation and Chromatic Analysis
Copyright (C) 2014 Alex Reimann Cunha Lima

This program is free software: you can redistribute it and/or modify
it under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful,
but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License
along with this program. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

HOH K R H K H HH KW OHHH B HH

import sqlite3

# Constants

DB_FILE = "cograph.db"
MAX_ORDER = 13

VF_DELTA =1

INF_GIRTH =5

OP_VERT ="."

OP_UNION = "Q"

OP_JOIN = "1"

OPERATIONS = (OP_UNION, OP_JOIN, OP_VERT)

# Globals
g_nullGraph = None
g_cgset = {}
g-cglst = []
g_enc_set = {}
g_enc_lst [1]
g_enc_nod [1]

# Cotree encoding

class CotreeNode:
def __init__(self, op, a, b):

self.op = op
self.a = a
self.b = b

self.string = self.op

def __str__(self):
return self.string

def sort(self):
if self.a != None and self.b != None:

87
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52 if self.a.op == self.op or self.a.op != self.op:
53 1st = []

54 n = self.a

55 while n.op == self.op:

56 1lst.append(n.a)

57 n =n.b

58 lst.append(n)

59 n = self.b

60 while n.op == self.op:

61 lst.append(n.a)

62 n=n.b

63 lst.append(n)

64 lst = sorted(lst, key = lambda x: x.string)
65 bstr = ""

66 for i in range(l, len(lst)):

67 bstr += 1st[i].string

68 for i in range(len(lst) - 2):

69 bstr += self.op

70 self.a = 1st[0]

71 self.b = g_enc_nod[g_enc_set[bstr]]
72 elif self.b.op != self.op:

73 if self.a.string > self.b.string:
74 self.a, self.b = self.b, self.a
75 self.string = self.a.string + self.b.string + self.op
76 if self.string in g_enc_set:

77 return g_enc_nod[g_enc_set[self.string]]
78 addEncoding(self.string, self)

79 return self

80

81 def makeCotreeNode(op, a, b):

82 if op == "" or op == OP_VERT:

83 s = op

84 else:

85 s = a.string + b.string + op

86 if s in g_enc_set:

87 return g_enc_nod[g_enc_set[s]]

88 s = b.string + a.string + op

89 if s in g_enc_set:

90 return g_enc_nod[g_enc_set[s]]

91 node = CotreeNode(op, a, b)

92 return node.sort()

93

94 def validateCotree(s):

95 vnode = g_enc_nod[g_enc_set[OP_VERT]]

96 stack = []

97 for op in s:

98 if op == OP_VERT:

99 stack.append(vnode)

100 else:

101 if len(stack) < 2:

102 return None

103 b = stack.pop()

104 a = stack.pop()

105 stack.append(makeCotreeNode(op, a, b))
106 if len(stack) !'= 1:

107 return None

108 n = stack.pop()

109 if n == None:



110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167

def

def

def

def

def

return None
return n.string

addEncoding(s, node):
n = len(g_enc_1st)
g_enc_set[s] =n
g_enc_lst.append(s)
g_enc_nod.append(node)
return n

genGraphs(cur = None):
for i in range(MAX_ORDER + 1):
makeOrder(i, cur)

initEncoding():
global orderBase
global currentOrder
orderBase = []
currentOrder = -1

makeOrder(order, cur):

global currentOrder

global orderBase

if (order == currentOrder + 1):
currentOrder += 1
orderBase.append(len(g_enc_1st))

elif order > currentOrder + 1:

return

orderMax = (order // 2) + 1

if order ==
n = makeCotreeNode("", None, None)
writeCGData(n, None, None, cur)
return

elif order == 1:

n = makeCotreeNode(OP_VERT, None, None)
writeCGData(n, None, None, cur)

return
for i in range(l, orderMax):
orderA = i

orderB = order - orderA

startA = orderBase[orderA]

endA = orderBase[orderA + 1]

startB = orderBase[orderB]

endB = orderBase[orderB + 1]

for j in range(startA, endA):

for k in range(startB, endB):

nodeA = g_enc_nod[j]
nodeB = g_enc_nod[k]
n = makeCotreeNode(OP_UNION, nodeA,
writeCGData(n, nodeA, nodeB, cur)
n = makeCotreeNode(OP_JOIN, nodeA,
writeCGData(n, nodeA, nodeB, cur)

encodeOperation(op, a, b):
assert op in OPERATIONS

an = g_enc_nod[g_enc_set[a]]
bn = g_enc_nod[g_enc_set[b]]

nodeB)

nodeB)
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168 n = makeCotreeNode(op, an, bn)
169 return n.string

170

171 def delCotreeVertex(enc, k):
172 stack = []

173 out = ""

174 for i in range(len(enc)):
175 c = enc[i]

176 if ¢ == OP_VERT:

177 if k == 0:

178 stack.append(0)
179 else:

180 stack.append(1)
181 out += ¢

182 k -=1

183 else:

184 if len(stack) < 2:
185 return None

186 b = stack.pop()

187 a = stack.pop()

188 stack.append(a | b)
189 if (a & b) == 1:
190 out += ¢

191 if len(stack) !'= 1:

192 return None

193 return validateCotree(out)
194

195 def induceCotree(enc, indset):
196 if enc == "":

197 return ""

198 stack = []

199 out = ""

200 p=20

201 for i in range(len(enc)):
202 c = enc[i]

203 if ¢ == OP_VERT:

204 if not indset[p]:
205 stack.append(0)
206 else:

207 stack.append(1)
208 out += ¢

209 p+=1

210 else:

211 if len(stack) < 2:
212 return None
213 b = stack.pop()

214 a = stack.pop()

215 stack.append(a | b)
216 if (a & b) == 1:
217 out += C

218

219 if len(stack) !'= 1:

220 return None

221 return validateCotree(out)
222

223 # Cograph building

P e e

225 def loadGraph(encodedCotree, cl=0):



226 if encodedCotree == "":

227 return makeCoNode(None, None, None)

228 stack = []

229 forceClass = 0

230 for i in range(len(encodedCotree)):

231 c = encodedCotree[i]

232 assert c in OPERATIONS

233 if i == len(encodedCotree) - 1:

234 forceClass = cl

235 if ¢ == OP_VERT:

236 a = None

237 b = None

238 else:

239 if len(stack) < 2:

240 return None

241 a = stack.pop()

242 b = stack.pop()

243 stack.append(makeCoNode(c, a, b, forceClass))
244 if len(stack) !'= 1:

245 return None

246 return stack.pop()

247

248 def makeCoNode(op, a, b, cl=0):

249 if op != None:

250 assert op in OPERATIONS

251 if op == OP_VERT:

252 assert a == None and b == None

253 else:

254 assert a !'= None and b != None

255 if a == None or b == None:

256 cmd = op

257 else:

258 apos = len(a.cmd)

259 bpos = len(b.cmd)

260 while a.cmd[apos - 1l:apos] == op: apos -=1
261 while b.cmd[bpos - 1:bpos] == op: bpos -=1
262 acmd = a.cmd[:apos]

263 bcmd = b.cmd[ :bpos]

264 if acmd > bcmd:

265 acmd, bcmd = bcmd, acmd

266 cmd = acmd + bcmd + a.cmd[apos:] + b.cmd[bpos:] + op
267 else:

268 a = None

269 b = None

270 cnd = "

271 if cmd in g_cgset:

272 0 = g_cgset[cmd]

273 else:

274 o = CoNode(op, a, b, cmd, len(g_cglst), cl)
275 g_cgset[cmd] = o

276 o.build()

277 g_cglst.append(o)

278 return o

279

280 class CoNode:

281 def __init__(self, op, a, b, cmd, index, cl=0):
282 self.id = index

283 # cotree data



92

284 self.op = op

285 self.a = a

286 self.b = b

287 self.cmd = cmd

288 self.height = 0 # cotree height

289 self.numchildren = 0 # number root’s children

290 # cograph data

291 self.V = []

292 self.VF = [] # vertices flags

293 self.VDN = [] # number of delta neighbours
294 self.numV = 0

295 self.numE = 0

296 # cograph properties

297 self.cpClass =1 # null graphs are class one
298 self.maxDegree = 0

299 self.maxEDegree = 0

300 self.minDegree = 0

301 self.connected = True # null graphs are connected
302 self.overfull = False # null graphs are not overfull
303 self.S0 = False

304 self.NO = False

305 self.deltaSubgraphs = {}

306 self.complete = True # null graphs are complete
307 self.cycle = False # null graphs have no cycles
308 self.clique = 0 # clique number

309 self.combinations = 0 # num of diff combos for building this graph
310 self.complement = self

311 self.fullHeight = True

312 self.girth = INF_GIRTH

313 self.ovsub = None # the overfull subgraph (if exists)
314 self.chromNum = 0

315 self.chromInd = 0

316 self.strangers = False # every pair of vertices are neighbours
317 self.c4 = False

318 self.star = False

319

320 def addEdge(self, x1, x2):

321 self.V[x1l].append(x2)

322 self.V[x2].append(x1)

323 self.numE += 1

324

325 def calcDeltaSubgraphs(self):

326 if self.numV <= 1:

327 return

328 if self.overfull:

329 return

330 if self.op == OP_UNION:

331 return

332 for i in range(self.numV):

333 enc = delCotreeVertex(self.cmd, 1)

334 assert(enc in g_cgset)

335 g = g_cgset[enc]

336 if g.maxDegree == self.maxDegree:

337 self.deltaSubgraphs[g.id] = ¢

338

339 def calcSO(self):

340 self.S0 = False

341 self.ovsub = None



342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399

if self.overfull:
self.S0 = True
self.ovsub = self

if self.numV == self.maxDegree + 1:
self.NO = True
return

if self.op == OP_UNION:

self.S0 = self.a.S0 or self.b.S0O
if self.a.NO:

self.NO = True

self.ovsub = self.a.ovsub
elif self.b.NO:

self.NO = True

self.ovsub = self.b.ovsub
elif self.SO:

if self.a.SO0:
self.ovsub = self.a.ovsub
else:
self.ovsub = self.b.ovsub
return

elif self.op == OP_JOIN:
for gid, g in self.deltaSubgraphs.items():
if g.S0:
self.S0 = True
self.ovsub = g.ovsub
self.NO = self.ovsub.NO
break

def calcOverfull(self):
if self.numE > self.maxDegree * (self.numV // 2):
self.overfull = True
else:
self.overfull = False

def calcClass(self):
if self.SO:
self.cpClass = 2
else:
self.cpClass =1
self.chromInd = self.maxDegree + self.cpClass - 1

def calcCore(self):
if self.complete:
self.core = self
elif self.op == OP_VERT:
self.core = self
elif self.op == OP_UNION:
if self.a.maxDegree > self.b.maxDegree:
self.core = self.a.core
elif self.b.maxDegree > self.a.maxDegree:
self.core = self.b.core
else:

en = encodeOperation(OP_UNION, self.a.core.cmd, self.b.core.cmd)

self.core = g_cgset[en]
elif self.op == OP_JOIN:
adegree = self.a.maxDegree + self.b.numV
bdegree = self.b.maxDegree + self.a.numV
if adegree > bdegree:
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400 self.core = self.a.core

401 elif bdegree > adegree:

402 self.core = self.b.core

403 else:

404 en = encodeOperation(OP_JOIN, self.a.core.cmd, self.b.core.cmd)
405 self.core = g_cgset[en]

406

407 def calcFlags(self):

408 while len(self.VF) < self.numV:

409 self.VF.append(0)

410 self.VDN.append(0)

411

412 for u in range(self.numV):

413 if len(self.V[u]) == self.maxDegree:
414 self.VF[u]l |= VF_DELTA

415

416 for u in range(self.numV):

417 if self.VF[u] & VF_DELTA:

418 self.VDN[u] += 1

419 for w in self.V[u]:

420 if self.VF[w] & VF_DELTA:

421 self.VDN[u] +=1

422

423 def induce(self, inset):

424 enc = induceCotree(self.cmd, inset)
425 return g_cgset[enc]

426

427 def calcSemiCore(self):

428 if self.complete:

429 self.semiCore = self

430 return

431 induceSet = []

432 for u in range(self.numV):

433 if self.VDN[u] > 0O:

434 induceSet.append(True)

435 else:

436 induceSet.append(False)

437 self.semiCore = self.induce(induceSet)
438

439 def calcChildren(self):

440 self.numchildren = 2

441 if self.a.op == self.op:

442 self.numchildren += self.a.numchildren - 1
443 if self.b.op == self.op:

444 self.numchildren += self.b.numchildren - 1
445

446 def calcHeight(self):

447 ha = self.a.height

448 hb = self.b.height

449 if self.a.op != self.op:

450 ha += 1

451 if self.b.op !'= self.op:

452 hb += 1

453 self.height = max(ha, hb)

454 if (ha == hb) and (self.a.fullHeight and self.b.fullHeight):
455 self.fullHeight = True

456 else:

457 self.fullHeight = False



458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499
500
501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
511
512
513
514
515

def

def

def
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unionRaw(self):
self.numV = self.a.numV + self.b.numV
self.numE = self.a.numE + self.b.numE
while len(self.V) < self.numV:
self.V.append([])
for x1 in range(self.a.numV):
edges = self.a.V[x1]
for x2 in edges:
self.V[x1l].append(x2)
splitpos = self.a.numV
for x1 in range(self.b.numV):
edges = self.b.V[x1]
for x2 in edges:
self.V[splitpos + x1].append(splitpos + x2)
self.cycle = self.a.cycle or self.b.cycle
self.girth = min(self.a.girth, self.b.girth)
self.c4 = self.a.c4 or self.b.c4d

union(self):
self.unionRaw()
self.connected
self.maxDegree = max(self.a.maxDegree, self.b.maxDegree)
self.minDegree = min(self.a.minDegree, self.b.minDegree)
self.maxEDegree = max(self.a.maxEDegree, self.b.maxEDegree)
self.chromNum = max(self.a.chromNum, self.b.chromNum)
self.strangers = True

self.star = self.a.star or self.b.star

False

join(self):
self.unionRaw()
for x1 in range(self.a.numV):
for y in range(self.b.numV):
x2 =y + self.a.numV
self.addEdge(x1, x2)
self.connected = True
adeg = self.a.maxDegree + self.b.numV
bdeg = self.b.maxDegree + self.a.numV
self.maxDegree = max(adeg, bdeg)
adeg = self.a.minDegree + self.b.numV
bdeg = self.b.minDegree + self.a.numV
self.minDegree = min(adeg, bdeg)
# cycle, girth, c4 already pre-calculated by unionRaw
if self.a.numE > 0 or self.b.numE > 0:
self.cycle = True
self.girth = 3
elif self.a.numV > 1 and self.b.numV > 1:
self.cycle = True
self.girth = min(self.girth, 4)
Mmax = self.a.maxDegree + self.b.maxDegree
Amax = self.a.maxEDegree
Bmax = self.b.maxEDegree
if self.a.numE > 0:
Amax += self.b.numV + self.b.numV
if self.b.numE > 0:
Bmax += self.a.numV + self.a.numV
self.maxEDegree = max(Mmax, Amax, Bmax)
self.chromNum = self.a.chromNum + self.b.chromNum
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517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
538
539
540
541
542
543
544
545
546
547
548
549
550
551
552
553
554
555
556
557
558
559
560
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
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def

def

def

def

self.strangers = self.a.strangers or self.b.strangers
if self.a.strangers and self.b.strangers:
self.c4 = True
if self.numV >= 3 and not self.cycle:
self.star = True
else:

self.star False

singleton(self):
self.numV = 1
self.numE = 0
self.V.append([1])
self.maxDegree = 0
self.minDegree = 0
self.connected = True
self.overfull = False
self.S0 = False
self.cpClass =1
self.cycle = False
self.a = g_nullGraph
self.b = g_nullGraph
self.height = 0
self.numchildren = 0
self.clique =1
self.chromNum = 1
self.chromInd 0

calcComplete(self):

if self.numE == (self.numV * (self.numV - 1)) // 2:
self.complete = True

else:
self.complete = False

calcClique(self):
if self.op == OP_UNION:

self.clique = max(self.a.clique, self.b.clique)
elif self.op == OP_JOIN:

self.clique = self.a.clique + self.b.clique

build(self):

if self.op == None: # null graph
self.a = self
self.b = self

else:

assert self.op in OPERATIONS
if self.op == OP_VERT:
self.singleton()
else:
if self.op == OP_UNION:
self.union()
elif self.op == OP_JOIN:
self.join()
self.calcChildren()
self.calcHeight()
self.calcOverfull()
self.calcDeltaSubgraphs()
self.calcSO()
self.calcClass()



WHERE id=%d" %

574 self.calcComplete()

575 self.calcCore()

576 self.calcFlags()

577 self.calcSemiCore()

578 self.calcClique()

579

580 def updateGraphs(cur):

581 tr = str.maketrans("01", "10")

582 for g in g_cglst:

583 ccmd = validateCotree(g.cmd.translate(tr))
584 cid = -1

585 if ccmd != None:

586 cg = g_cgset[ccmd]

587 g.complement = cg

588 cid = g.complement.id

589 cur.execute("UPDATE gr SET combinations=%d, complement=%d
590 (g.combinations, cid, g.id))

591

592 def writeGraphData():

593 con = sqlite3.connect(DB_FILE)

594 with con:

595 cur = con.cursor()

596 cur.execute("DROP TABLE IF EXISTS gr")
597 cur.execute("DROP TABLE IF EXISTS op")
598 cur.execute("CREATE TABLE gr("

599 "id INT PRIMARY KEY, "

600 "cotree TEXT, "

601 "n INT, "

602 "m INT, "

603 "star INT, "

604 "c4 INT, "

605 "complete INT, "

606 "clique INT, "

607 "combinations INT, "

608 "complement INT, "

609 "connected INT, "

610 "cycle INT, "

611 "girth INT, "

612 "maxdeg INT, "

613 "mindeg INT, "

614 "maxedeg INT, "

615 "ov INT, "

616 "so INT, "

617 "no INT, "

618 "ovsub INT, "

619 "class INT, "

620 "core INT, "

621 "semicore INT, "

622 "height INT, "

623 "fullheight INT, "

624 "numchildren INT, "

625 "chromnum INT, "

626 "chromind INT) WITHOUT ROWID")
627 cur.execute("CREATE TABLE op(op INT, g INT, a INT, b INT)")
628 genGraphs(cur)

629 updateGraphs(cur)

630

631 def writeCGData(n, a,

b, cur):

97



632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649
650
651
652
653
654
655
656
657
658
659
660
661
662
663
664
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666
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if cur == None:

return

creating = False
if n.string in g_cgset:

n = g_cgset[n.string]

else:

n = loadGraph(n.string)
creating = True

if a !'= None and b !'= None:

a = g_cgset[a.string]

b = g_cgset[b.string]

if not (a.numV <= b.numV):
a, b=>b, a

if n.op != None:

op = OPERATIONS.index(n.op)

else:

op = len(OPERATIONS)

if a !'= None and b != None:

cur.execute("INSERT INTO op VALUES(%d, %d, %d, %d)" %
(op, n.id, a.id, b.id))

n.combinations += 1

if not creating: return
ovsub = 0

if n.ovsub != None:

cur

ovsub = n.ovsub.id

.execute("INSERT INTO gr VALUES(" \

"sd, '%s’, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, "
"sd, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d, %d)" %

(n.id, n.cmd, n.numV, n.numE, n.star, n.c4, n.complete,

n.clique, n.combinations, n.complement.id, n.connected, n.cycle,
n.girth, n.maxDegree, n.minDegree, n.maxEDegree, n.overfull, n.SO,
n.NO, ovsub, n.cpClass, n.core.id, n.semiCore.id, n.height,
n.fullHeight, n.numchildren, n.chromNum, n.chromInd))

initEncoding()
667 writeGraphData()
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C.2  Arquivo test.py

HOH K K OH OH OH B OH K HHHEHRBH

cograph - Cograph Generation and Chromatic Analysis
Copyright (C) 2014 Alex Reimann Cunha Lima

This program is free software: you can redistribute it and/or modify
it under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful,
but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License

along with this program. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

import sqlite3

con

= sqlite3.connect("cograph.db")

baseQuery = "SELECT COUNT(x*) " \

"FROM op INNER JOIN gr AS r ON op.g r.id " \
"INNER JOIN gr AS a ON op.a = a.id " \

"INNER JOIN gr AS b ON op.b = b.id " \

"INNER JOIN gr AS core ON r.core = core.id " \
"INNER JOIN gr AS acore ON a.core = acore.id " \
"INNER JOIN gr AS bcore ON b.core = bcore.id " \
"WHERE op.op =1 "

def BasicTest(name, prop):

print( n n )
print(" ", name, "test:")
print( n n )

cur = con.cursor()
query = baseQuery + prop
cur.execute(query)
total = cur.fetchall()[0][0]
if total == 0:
print("Unable to test", name, "due to lack of valid instances\n")
return
cur.execute(query + "AND r.class
classl = cur.fetchall()[0][0]
cur.execute(query + "AND r.class
class2 = cur.fetchall()[0][0]
print("Class 1: %7d cases out of
print("Class 2: %7d cases out of
if total == classl:
print(name, "passed the test\n")
else:
print(name, "DID NOT pass the test\n")

1)

2")

of
o°

(classl, total))
(class2, total))

d
d

of
o°

# Test Conjecture A
def Test_1():

BasicTest("Conjecture A", "AND a.maxdeg = b.maxdeg AND acore.cycle =

0 ")
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# Test Theorem 5.2
def Test_2():
BasicTest("Theorem 5.2", "AND a.maxdeg = b.maxdeg AND acore.m = 0 ")

# Test Theorem 4.7
def Test_3():
BasicTest("Theorem 4.7[Simone & Mello]", "AND a.maxdeg = b.maxdeg " \
"AND a.class = 1 AND b.class =1 ")

# Test Theorem 4.12
def Test_4():
BasicTest("Theorem 4.12[Machado & Figueiredo]",
"AND b.maxdeg < (b.n - a.n) ")

def smallQuery(title, query):
cur = con.cursor()
cur.execute(query)
res = cur.fetchall()
print(title, res[0][0])

# Show basic SO cographs
def Test_5():

print(" ")
print(" Smallest SO cographs:")
print(" ")
queryHead = "SELECT cotree " \
"FROM gr WHERE "
queries = [ "ov=1 AND no=1 ",
"ov=1 AND no=0 ",
"ov=0 AND no=1 ",
"so=1 AND ov=0 AND no=0 " ]
titles = [ "SO, 0, NO",
"so, 0",
"S0, NO",
"S0" ]
for i in range(len(queries)):
smallQuery("A cograph %-9s: cotree =" % titles[i],
queryHead + queries[i] + "LIMIT 1")
Test_1()
Test_2()
Test_3()
Test_4()
()
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C.3 Arquivo Makefile

HOHOHE H HH KR B HHE R RHHEHRH

cograph - Cograph Generation and Chromatic Analysis
Copyright (C) 2014 Alex Reimann Cunha Lima

This program is free software: you can redistribute it and/or modify
it under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful,
but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License

along with this program. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

PYTHON=/usr/bin/env python3
SQLITE=sqlite3
PROGRAM=cograph.py
TEST=test.py
DBASE=cograph.db

.PHONY: all clean run build test

all: build

clean:

@rm -f $(DBASE)

build: $(DBASE)

run:

$ (DBASE)
@$(SQLITE) $~

$(DBASE) : $(PROGRAM)

@$(PYTHON) $~

test: $(DBASE)

@$ (PYTHON) $(TEST)
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