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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo fazer um estudo sobre as sequéncias e séries
de nimeros reais. Neste estudo foram abordadas as principais definicdes, teoremas e resul-
tados acerca destes temas, além de serem apresentados alguns exemplos e aplicacdes para as
sequéncias e séries numéricas. Outro foco deste trabalho foi uma breve abordagem das séries
de poténcias e séries de Fourier, explanando seus comportamentos e convergéncia. Por fim, fo-
ram apresentados algumas aplicagcdes destes temas, a fim de justificar seu estudo e importancia,
tanta na Matemadtica como em outras areas.

Palavras-chave: Sequéncias Numéricas. Séries Numéricas. Séries de Poténcias. Séries de
Fourier. Sequéncias Numéricas, Séries Numéricas, Séries de Poténcias, Séries de Fourier.



ABSTRACT

The present paper had as objective to make a study on the sequences and series of real
numbers. In this study the main definitions, theorems and results on these themes were dis-
cussed, as well as some examples of their applications for sequences and numerical series.
Another focus of this paper was a brief approach to the power series and Fourier series, explain-
ing their behavior and convergence. Finally, some applications of these themes were presented,
in order to justify their study and importance, as in Mathematics as in other areas.

Keywords: Numerical Sequences, Numerical Series, Power Series, Fourier Series.
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1 INTRODUCAO

Muitos foram os povos que utilizaram as sequéncias e séries numéricas. Um dos primei-
ros foi o povo egipcio, onde hoje tem-se conhecimento de um papiro egipcio de 1650 a.C. que
seria a transcri¢do feita por um escriba de um trabalho ainda mais antigo. Este ja apresentava
um problema que hoje conhecemos como a soma de uma progressao geométrica, ou seja, uma
série geométrica. Na Mesopotamia surgiram tabuas babilOnicas, onde também haviam descritas
progressdes geométricas. Em uma delas a progressdo 1 + 2 + 22 + ... + 2%, é somada de uma
forma que se encontre a série de quadrados 12 + 2% + 3% + ... + 102

O préprio Euclides, em seu 9° volume, dos 13 famosos “Os Elementos”, ja apresentava
uma férmula para soma dos nimeros de uma progressao geométrica. Em 1202, Leonardo de
Pisa, escreveu Liber Abacci. Nesta obra um dos problemas encontrado e mais conhecido € o dos
pares de coelhos: “Um homem tem um par de coelhos em um ambiente inteiramente fechado.
Desejamos saber quantos pares de coelhos podem ser gerados deste par em um ano, se de um
modo natural a cada més ocorre a produ¢do de um par e um par comeca a produzir coelhos
quando completa dois meses de vida”. Deste problema surgiu a sequéncia numérica, conhecida
como a sequéncia de Fibonacci, que indica o nimero de pares ao final de cada més: 1, 1, 2, 3,
5,8,13,21,34, ...

Ao longo da histdria esses temas foram se desenvolvendo cada vez mais, especialmente
quando o debate sobre o continuo e o infinito entraram em cena na Matemdtica. E a medida
que o desenvolvimento do célculo foi tomando forma, o progresso no entendimento de séries
infinitas teve um papel no desenvolvimento do calculo diferencial e integral. Outros nomes
importantes que contribuiram nesse campo foram Newton, Leibniz, Taylor, Euler, Lagrange.

O estudo e conhecimento de sequéncias e séries € importante, tendo em vista também
suas diversas aplicagdes na Matematica, por exemplo, Euler desenvolveu novos métodos para
resolver equacdes diferenciais usando séries de poténcias, Carl Runge criou um método de
resolucdo baseado em sequéncias para solucionar numericamente equacdes diferenciais junto
com Martin W. Kutta .

A proposta metodoldgica do trabalho foi baseada em uma revisdo bibliografica acerca
das defini¢Oes, caracteristicas, teoremas e resultados referentes a sequéncias, séries numéricas.
A partir da bibliografia, foram apresentadas as principais defini¢des, teoremas e suas demons-

tracdes, como também alguns exemplos de aplicacdo dos resultados. Além de abordar as Séries



de Poténcias e Séries de Fourier buscou-se apresentar brevemente algumas aplicagdes destes
contedidos, com o intuito de justificar seus estudos e importancia.

As referéncias base para este estudo foram as obras de LIMA (2016) (Curso de Anadlise:
Volume 1, 2016), MATOS (2017) (Séries e Equagdes Diferenciais, 2001), GUIDORIZZI (2012)
(Um Curso de Célculo: Volume 4, 2012) e AVILA (1999) (Introdugdo a Andlise Matematica,
1999).

O principal objetivo deste trabalho se baseia em um estudo de revisdo acerca das pro-
priedades de sequéncias e séries, de alguns resultados importantes bem como compreender sua
convergéncia e seus critérios de andlise. A partir deste, os objetivos especificos deste trabalho

foram:

Compreender as definicdes de sequéncias e séries;;

Estudar as suas classificagdes e propriedades;

Enunciar e demonstrar alguns teoremas essenciais de sequéncias e séries;

Estudar as Séries de Poténcias;

Estudar séries de Fourier;

Apresentar aplicagdes destes conceitos na drea da Matematica;

O interesse inicial pelo tema surgiu nas aulas de Andlise Real em que participei no
Curso de Verdo da Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) no inicio de 2017. As aulas
de sequéncias e séries me chamaram muita aten¢@o e passei a me interessar cada vez mais pelo
assunto. Como durante a graduac@o nao foi um contetido muito aprofundado, escolhi esse tema
com o intuito de conhecer mais sobre sequéncias e séries. O conhecimento destes contetidos
também € importante devido as suas aplicacdes na Matematica, como por exemplo: resolugdo
de Equacdes Diferenciais Ordindrias e Parciais por expansdo de séries.

Com isso, o trabalho foi disposto em sete capitulos: o primeiro capitulo se refere a
introducao do trabalho, onde sdo apresentados o tema, uma breve contextualizagdo, os obje-
tivos do trabalho, a metodologia utilizada e uma breve justificativa; o segundo capitulo trata
das sequéncias de ndmeros reais, apresentando as defini¢des essenciais, os principais resultados
acerca do limite e convergéncia das sequéncias, algumas propriedades e informagdes referentes

as sequéncias de Cauchys; ja o terceiro capitulo aborda as série numéricas, também abordando as



defini¢cdes pertinentes de série e sua convergéncia, bem como métodos para andlise da conver-
géncia de séries; o quarto e o quinto capitulo abordam as séries de poténcias e séries de Fourier,
respectivamente, bem como consideragdes importantes referentes a cada uma destas classes de
séries; o penudltimo capitulo apresenta algumas aplicacdes dos temas abordados do segundo ao
quinto capitulo e, por fim, no dltimo capitulo sdo apresentadas as consideracdes finais deste

trabalho.
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2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definicdes, teoremas e resultados importantes
sobre sequéncias de nimeros reais. O capitulo estd dividido em quatro secdes: a primeira aborda
0s conceitos iniciais sobre sequéncias, como sua defini¢@o e interpretacdo geométrica; a segunda
secdo apresenta definicdes sobre limitagdo e monotonia de uma sequéncia; a terceira secao
trata de questdes sobre o limite e convergéncia de sequéncias, apresentando alguns resultados
importantes e, por fim, a dltima se¢do busca explorar um pouco sobre as sequéncias de Cauchy,

0 que sdo e resultados importantes sobre a mesma.

2.1 CONCEITOS INICIAIS

Definicao 1 (Sequéncia). Uma sequéncia de nimeros reais
a1, Q2,a3, .., Ak, .-
é uma funcédo f: N — R, que associa a cada niimero natural n, um nimero real f(n) = a,.

Notacao: O valor da sequéncia (a,,) em um nimero natural £ € N é chamado de k-ésimo termo
da sequéncia e é denotado por ay. Refere-se ao termo geral de uma sequéncia (a,,) da forma a,,.

Interpretacio Geométrica

Figura 2.1 — Interpretacdo Geométrica de uma Sequéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 1. Exemplos de sequéncias:

) ) 1
, ..., € uma sequéncia cujo termo geral € a,, = —, onde n € N;
n

@ 1,

N | —
W |
il
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(ii) 2,4,6,8,10,..., é uma sequéncia cujo termo geral b,, = 2n
(iii) —1,1—1,1,—1, ..., é uma sequéncia cujo termo geral é ¢,, = (—1)"
(iv) m,m, 7, m, ..., € uma sequéncia cujo termo geral é constante, ou seja, d,, = 7

Definicao 2 (Subsequéncia). Dada uma sequéncia a = (a,), as restri¢des da fungdo a: N — R

a subconjuntos N’ = {n; < ny < ng < ....} de N sdo denominadas subsequéncias de a.

2.2 LIMITACAO E MONOTONIA

Definicdo 3 (Sequéncias Limitadas). Dizemos que uma sequéncia (a,) € R é

1. limitada superiormente quando existir um nimero C' € R tal que a,, < C para todo

n € N;

2. limitada inferiormente quando existir um nimero C' € R tal que a,, > C para todo

n € N;
3. limitada quando existir C' > 0 tal que |a,| < C, ou seja, —C' < a,, < C' paratodon € N.

Definicao 4 (Sequéncias Mondtonas). Dizemos que uma sequéncia (a,) € R é monétona, se

satisfaz pelo menos uma das condicdes abaixo:
1. crescente quando a; < as < az < ... < a < ..., 0U 8€ja, a, < G,y1, paratodon € N;
2. decrescente quando ay > as > ag > ... > ap > ..., 0U s€ja, a, > a,.1, paratodon € N;

3. ndo decrescente quando a1 < as < a3z < ... < ax < ..., 0U s€ja, a, < apy1, para todo

n € N;

4. ndo crescente quando a; > as > a3 = ... = ap = ..., OU s€ja, a, = dn.1, para todo

n € N.

Observacao: Uma sequéncia (a,,) € R € dita constante, se for limitada e satisfazer as condi¢oes

3 e 4 da Defini¢ao 4.

3....,d" ...} éuma

Exemplo 2. A sequéncia (a,) onde a, = a" e a > 1, temos {a,,a’* a
sequéncia limitada inferiormente por a.

Mostremos o fato acima por inducao.
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Paran = 1temos a' = aea' > a.

n

Suponha que para n € véalido a™ > a. Mostremos que entdo para n + 1 também vale.

De fato, "™ =a"-a > a-a =a® > a.

n+1 n+1

Com isso a > a e, consequentemente a > a, portanto a sequéncia (a,) é limitada
inferiormente por a.

Além disso, essa sequéncia € crescente, pois a > 1 = a™ > 0 e, assim:
a"'=a"-a>a"-1=a". Logoa"" >a,VneN.

Por fim, a sequéncia (a, ) ndo é limitada superiormente.

Se (a,,) for limitada superiormente, entdo existe K > 0 talque K > nVn € N.

Comoa > 1,existel € R,l > 0tal que a = 1 + [. Assim,

(1+1)" < K, pela Desigualdade de Bernouli sabe-se que 1 + nl < (1 + )", ou seja,
K-1
l
Dai, (a,) ndo é limitada superiormente.

l+nl< K=n<

V' n € N, ou seja, N é limitado superiormente, o que é um absurdo.

2.3 LIMITE E CONVERGENCIA

Definicao 5 (Limite de uma sequéncia). Seja L um nimero real, dizemos que L € limite de uma
sequéncia (a,) quando, para qualquer nimero real ¢ > 0, existe ny € N tal que todos os termos

a, com n > ng satisfazem a condic¢do |a,, — L| < €. Escrevemos entdo, lim a,, = L.
Observagoes:

a) Das propriedades do médulo temos que
la, — Ll <e=—e<a,—L<e=L—ec<a,<L+e

para algum ng € N ;

b) Podemos dizer também que L é limite de uma sequéncia quando dado ¢ > 0, para n
suficientemente grande (n. s. g.) a condicdo |a,, — L| < € é satisfeita.
Notacao:

L= lim a, =lima, =L < a, — L.

n—o0

Interpretacio Geométrica
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Ay

Figura 2.2 — Interpretacdo Geométrica do Limite uma Sequéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 1 (Unicidade do Limite). Seja (a,) C R uma sequéncia, e L, M € R, tais que lim

a, = Lelima, = M. Entdo L = M.

Demonstragdo. Suponha L # M e, sem perda de generalidade, L. > M. Neste caso temos

L—-—M>0e > 0.
L—-—M ) - . .
Tomemos € = . Como lim a,, = L, pela defini¢do 5 acima, temos que existe 7, € N tal
que
L—-M
Yn >ny = |a, — L| < 5 2.1
Analogamente, como lim a,, = M, entdo existe ny € N tal que
L—-M
Y > ny = la, — M| < 5 2.2)

Ainda, € vdlido que n; + ny + 1 = ng > ny, N9, ou seja (2.1) e (2.2) valem para para

@, € pela definicdo de limite

L—-M L—-—M
lan, — L| < e |an, — M| < 5
L—-M L—-—M L-M L-M
Dai, L — < Qpy € Apy < 5 + M, porém L — 5 = 5 + Me
com isso temos que a,, < G,,. 0 que € um absurdo.
Portanto, L = M e vale o teorema 1. O

Definicdo 6 (Convergéncia de uma sequéncia.). Dada uma sequéncia (a,,), se existir L € R
tal que lim a,, = L, entdo dizemos que (a,) é convergente. Caso contrdrio, dizemos que a

sequéncia (a,,) € divergente.



14

1
Exemplo 3. Dadas as sequéncias (a,) = k, com k € Re (b,) = — onde n € N, mostremos
n

que (a,,) converge para k e (b,) converge para 0, ou seja:

i) lim a, =k
n—oo

i) lim b, = 0.

n—oo

i) De fato, lima,, = k, pois Ve > 0,3ny =1 € N tal que para
n>ng=la, —kl=k—k|=0<e
ii) Mostremos que lim b,, = 0O:

1
Dado € > 0 entdo — € R. Pela propriedade arquimediana dos reais, existe nyg € N tal que
€
1
ng > —.
€
1

) 1 )
Assim, sen > ngentdon > — = — < €, cCOmM iSSO
€ n

-
——0| <e
n

Teorema 2. Seja (a,,) uma sequéncia convergente onde, lim a,, = L, e a,, uma subsequéncia

qualquer de termo geral a,,, entdo lim a,,, = L.

Demonstracdo. Como lim a,, = L, dado € > 0 existe ng € N, tal que
Vn >ng=la, — L| <€
E ainda, como a,,, € subsequéncia de a,,, o conjunto N’ = {ny, ng11,...} C N é infinito.
Com isso, existe ky € N tal que ng, > nyg.
Logo, se k > ko, entdo ny > ny, > ng e daf |z,, — L| <e.

Portanto, limj,_,+ a,, = L. O

Colorario 1. Se uma sequéncia (a,,) admite duas subsequéncia (a,, ) e (a,,) tais que

lim a,, = L # M = lim a,,, entdo (a,) diverge.

Demonstrag¢do. Suponha por absurdo que (a,) seja convergente, entdo existe L € R tal que
lim a,, = L. Pelo teorema 2, se (ay, ) e (a,,) sdo subsequéncias de de (a,), entdo lim a,, = L

e lim a,, = L, o que contraria nossa hipétese. Logo (a,,) diverge. [

Exemplo 4. A sequéncia a,, = {1,0,1,0,1,0,...} diverge pois, as, = {0,0,0,0,..} — Oe
Aop—1 = {1, 1,1, 1, } — 1.

Teorema 3. Todo sequéncia convergente € limitada.
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Demonstragdo. Seja (a,) uma sequéncia convergente, L € R e ¢ = 1 (é vélido pois 1 > 0),
entdo existe ny € N tal que Vn > ng = |a, — L| < 1. Aplicando as propriedades de médulo

temos,

—1<a,—L<1
—1+L<a,<1+L
L-1<a,<L+1

Com isso, o conjunto A = {a,,n > ny} C (L —1,L + 1), ou seja, A é limitado.

Considere ainda o conjunto B = {ay, as, as, ..., G, }, em que a € o menor e b é 0 maior
elemento de B, logo, B C [a, b]. E dai, A|J B = {a,,n € N} & limitado. O

Observacao: Basta analisar o exemplo 4 para notar que a reciproca do teorema acima

ndo é valida, pois a sequéncia a,, = {1,0,1,0,1,0, ...} é limitada, porém ndo convergente.

Teorema 4 (Teorema do Sanduiche). Seja (ay,), (b,) e (c,) sequéncias tais que, a,, < b, < ¢, €

lim a,, = L = lim ¢, entdo lim b,, = L.
Demonstracdo. Como lim a,, = L = lim ¢,, dado € > 0, existe n; e no € N tais que

VYn>ny=la,— Ll <e=>L—-—€e<a,<L+e

Vn>ny=lc,— Ll <e=L—-e<c,<L+e
Seja ng = max{ny,ny}, entdo ny € N e Vn > ng temos
L—e<a,<L+4+eel—e<c,<L+e
pela hipétese a,, < b, < ¢y,
L—e<a,<b,<c, <L +e,
logo
L—e<b, <L+e=|b,—L|<e,

que € valido Vng > n,onde ng € Nee > 0.

Portanto, (b,,) converge e lim b,, = L. O

Teorema 5. Toda sequéncia limitada e mondtona € convergente.
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Demonstra¢do. Suponha que (a,) uma sequéncia limitada e crescente. Como a sequéncia é
limitada, entdo existe M € R tal que |a,,| < M, V n € N. Pelo Axioma da Completude (que é
valido em R), existe L € IR, tal que L € o menor limitante superior. Assim dadoe > 0, L — €

ndo é um limitante superior de (a,,), pois L é o menor limitante superior. Com isso,
(pn, > L — € para algum n( natural

Como a sequéncia € crescente, a,, => ap, ¥V n > ng
Entdo se n > ng temos a,, > L — ¢, e assime > L —a,, > 0,poisa,, < LV n € N.

Ainda, como —¢ < 0 temos
—e<0<L—-a,<e=>—-€e<L—a,<e=|L—a,|<e

Logo, a sequéncia (a, ) converge.
Analogamente, a demonstragio é vdlida para (a, ) decrescente (usando o maior limitante

inferior). L]

Exemplo 5. Observe a aplica¢io do teorema anterior na andlise de convergéncia das sequéncias

abaixo:

11 1 1
1. A sequéncia {g,ﬁ,ﬁ,...?—n,...}éconvergente.

Primeiro, € facil ver que a sequéncia acima € limitada inferiormente, pois 2" > 0V n € N,

1
consequentemente — > 0V n € N.
2n

Além disso, € uma sequéncia mondtona decrescente. Sabemos que 1 < 2, multiplicando

em ambos os lados da desigualdade por 2" temos 2" < 2-2" = 2""1¥n € N =

2n+1 <

1 .
2_n’ ou s€ja, Gp4+1 < Qp.

. 11 1 1 .. e . ~
Ou seja, como {57 52098 g } ¢ limitada inferiormente e mondtona, entdo a

sequéncia converge.

2. Seja0 < a < 1, a sequéncia (a™) é convergente.
A o . . 1 .
Essa sequéncia trata-se da generalizacao do caso acima, onde a era igual a R A verifica-

cdo de que a" com 0 < a < 1 € andloga ao item anterior.

Colorario 2. Se uma sequéncia monétona (a,,) possui subsequéncia convergente, entdo (a,,) é

convergente.
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Teorema 6 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia (a,,) limitada possui subsequéncia conver-

gente.

Demonstragdo. Para mostrarmos esse teorema, basta encontrar uma subsequéncia de (a,,) que
seja monotona.

Inicialmente, definimos x,, termo destacado quando x,, > x, para todo p > n. Assim,
o conjunto D = {n € N;z, é destacado} pode ser finito ou infinito.

Seja D infinito, entdo teremos D = {n; < ny < ng < ... <n, < ...} C N,ea
subsequéncia (z,,)nep C (x,,) é daforma {z,,, Tny, ..., Ty, ... fONde Tpyy = Ty = ... Ty, =,
Com isso essa subsequéncia além de limitada € ndo crescente, logo monétona, pelo teorema (5)
a subsequéncia converge.

Agora seja D um conjunto finito, entao existe n; € N tal que ny > n, paratodon € D.
Consequentemente x,,, ndo € destacado, ou seja, existe no > nq, tal que x,,, < w,,. Ainda
como ny > ny, ng ¢ D e assim z,, ndo é destacado. Logo, existe ng > no, tal que x,, < Tp,.
Continuando esse processo, temos uma subsequéncia (z,, ) € (x,) que é crescente. Com isso,

(2, ) é limitada e mondtona, novamente pelo teorema (5) segue que (z,, ) é convergente. [
Teorema 7. Sejam lim a,, = 0 e (b,) uma sequéncia limitada, entdo lim (a,b,) = 0.
Demonstragdo. Como (b,,) ¢ uma sequéncia limitada, pela definicao 3, existe C' > 0 tal que

Ib,| < C,¥n € N. (2.3)

€

C

Seja e > 0 entdao — > 0. Pela hipdtese temos que lim a,, = 0, entdo existe ny € N tal

que

€

Vn > ng = la,| < (2.4)
C
Logode23e24
|anbn — 0] = |anbn| = |an||ba] < |an|C < gc —e.
Portanto, lim a,,b,, = 0 []

(=n"

Exemplo 6. A sequéncia (a,) de termo geral a, =
n

(="
n
Podemos reescrever e calcular o limite acima da seguinte forma:

converge para 0, ou seja,

lim =0

(_i)n = lim% S(=1m

lim
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1
Como lim — = 0 e (—1)" é uma sequéncia limitada, com (—1)" C [-1,1], Vn € N.
n
Utilizando o teorema acima podemos concluir que

E

n

lim

A senn
O mesmo acontece com a sequéncia (b,,) de termo geral b, = ——, pois ela pode ser
n

) 1 . 1 o
reescrita da forma — - senn, onde ja sabemos que — converge a 0 e que senn € limitada. Ou
n n

seja, a sequéncia (b,,) converge a 0.

2.3.1 Propriedade dos Limites

Teorema 8 (Propriedades Aritméticas dos Limites). Sejam (a,,) e (b,) sequéncias, e ¢, L; M

€ R, tais que lim a,, = L e lim b,, = M, entdo:

—

im (an, +b,) =L+ M

2. 1im (ap — by) = L— M

9,

=

3
|
I

Demonstragdo. 1. Pela hipdtese, dado €; > 0 existe
ny € Ntal que Vn > ny = |a, — L| < ¢, eny € N tal que Vn > ny = |b, — M| < ¢
Sejae; = % entdo € > 0 e ainda, seja nyg = max{ni, ne} entdo, Vn > ny temos
la, — L| <ee|b, — M| <e
Com isso,

€

2

= €.

@ + b = (L M)| = (@ = L) + (b = M)| < an = L]+ b = M| < 5 +

Logo lim (a,, + b,) = L+ M

2. A demonstracdo € analoga ao item 1.

3. Dado e > 0, ﬁ > (), existe ny € N tal que Vn > ny
c
la, — L| < £

c]



19

Consideremos agora
€
|can — cL)| = |e(an = L)| = |ellan — L] <c| - s

Com isso, lim (¢ - a,) = cL.

4. Observe que |a,b, — LM| = |a,b, — b, L + b, L — LM| = |b,(a, — L) + L(b, — M)| <
[bn(@n = L)| + [L(bn = M)| = |bnlan — L + [L][bn — M]|

Como lim b,, = M, pelo teorema 3, existe K > 0 € Rtalque b, < K Vn € N

Ainda, dado € > 0 existe n; € N tal que |an—L] < LK eexiste ny € N |b,— M| < ﬁ,
a
seja ng = max{ny,na}, ¥n > ng |a, — L|< e |by, M]<ﬁ,logo
€ €
nbn — LM | < |by||a, — L| + |L||b, — M| < K - L —+-=¢
a | < lenllan = L1+ |l = M1 < K- 5+ 1] g = 5 5 =
Portanto, lim (a,, - b,) = L - M.
1
5. Sejab, # 0e M # 0, consideremos inicialmente X > 0 € R tal que — o] S <K
an L| B |anM—Lbn| B |anM—Lbn+LM—LM| B |anM—LM
b, M by M B by M B b, M
an—LM| B |an—L L(bn—M)| B |an—L Lbn—M‘ o
by M B by, by M B b, M b, h
1 L
— | la, — L b, — M n— L+ |=|lb, — M
o (1w = 214 157110 = 311) < ¢ (Jaw = 21+ 151, = 1)
Seja61:%,eegz%come>0,exi5ten161Nta1que‘v’n>n1:>|an—L|<
2K |—|
M

€1 e existe ny € N tal que Vn > ny = |b, — M| < €, considere ng = max{ny,ny}

entdo Vn > ng = |a, — L| < € e |b, — M| < €3, com isso

2.3.2 Limites Infinitos

Definicdo 7 (Limites Infinitos). Dada uma sequéncia (a,) C R, dizemos que a sequén-
cia diverge e tende a +oo quando para qualquer K > 0 € R, existe ng € N tal que

n > nyg = a, > K, e escrevemos lim a, = +00. Analogamente, dizemos que a sequén-
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cia diverge e tende a —oo quando para qualquer K < 0 € R, existe ng € N tal que

n > ng = a, < K, neste caso, escrevemos lim a,, = —00

Teorema 9 (Propriedades dos Limites Infinitos). Considere as (a,,) e (b,) sequéncias de nime-

ros reais. Sao validas as seguintes afirmagdes:
a) Selim a,, = +o0 e b, é limitada inferiormente, entdo lim (a,, + b,) = +00;
b) Selima, = 400 eexiste ¢ > 0tal que b, > ¢, paratodon € N, entdo lim (a,b,) = +oc;

c) Sean>c>Oebn>0,paratodon€Nelimbn:O,entﬁolim%:+oo;

n

d) Se (a,) é limitada e lim b,, = +o00, entdo lim Z—n = 0.

n

A demonstrac@o do teorema acima pode ser encontrada em ELON (2016).

2.4 SEQUENCIAS DE CAUCHY

Definicao 8 (Sequéncias de Cauchy). Seja (a,) uma sequéncias de nimeros reais, (a,) é

Sequéncia de Cauchy se, dado € > 0, existe ny € N tal que m,n > ng entdo |z, — x,| < €.
Teorema 10. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragdo. Sejalim a,, = L, entdo dado € > 0, existe ny € N tal que

Vn>n0:>|an—L|<§

Vm>n0:>|am—L|<§

Como m,n > ng,= |a, — ap| = lan — am + L — L| = |(a, — L) + (L — ay,)|, e pela
desigualdade triangular temos

€
2

Dai, |a, — a,| < €, ou seja, toda sequéncia convergente é de Cauchy. U

|(an—L)+(L—am)]<|an—L|+|L—am|:|an—L|+|am—L|<§+ =«

Teorema 11. Toda sequéncia de Cauchy em IR € convergente.

Demonstra¢do. Mostremos inicialmente que (a,,) sequéncia de Cauchy é limitada.

Tomemos € = 1, entdo existe ny € N tal que

Vm,n>ng=|a, —an,| <1
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Em particular
n>ng = |an, —a,| < 1.

Ou seja,

Vn > ng = a, € (ap, — 1, an, +1). (2.5)

Para n < ny, consideremos o conjunto A = {|aq|, |az|, |as|, ..., |an,|}, como € finito podemos

determinar M tal que M = max{A}, e com isso
Vn < ng = |a,| < M. (2.6)

De (2.5) e (2.6), Vn € N, a sequéncia de Cauchy (a,,) € limitada.

Como a sequéncia de Cauchy (a,) é limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
(Teorema 6), possui subsequéncia convergente.

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = |z, — T,| < % Existe ainda
ny > ng tal que |z,, —al < g Portanto, para n > nq

€ €
T —al = e —a+2n, — @0, | = (@0 = Tn,) + (@0, — )| < [2n — 20, [+ 20, —a] < 5"‘5 =€

Ou seja, |z, — al < e.

Com isso, lim z,, = a. E dai, a sequéncia de Cauchy (a, ) converge.
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3 SERIES DE NUMEROS REAIS

Esse capitulo busca apresentar uma introdug@o aos estudo de séries de nimeros reais.
Buscou-se explorar as principais defini¢des e resultados que tangem esse tema. Com isso, este
capitulo foi divido em quatro secdes: a primeira aborda os conceitos inciais, como a definicao
de série de niimeros reais e as consideracdes essenciais de quando se fala em convergéncia de
séries, a segunda secdo apresenta alguns tipos de séries que possuem padrdes € nos permitem
analisar melhor seus comportamentos a partir destes padrdoes bem como o critério da compa-
racdo, ja a terceira secdo apresenta o que sdo séries absolutamente convergentes e resultados
interessantes destas séries e, por fim, a Ultima secdo trata dos testes da razdo e da raiz que nos

permitem analisar a convergéncia de uma grande escala de séries.

3.1 DEFINICAO DE SERIE E CONVERGENCIA

A soma dos termos de uma sequéncia (a,,) € chamada de série com termo geral a,,. Em

geral, é denotada por ) a,.

n=1
Definicio 9 (Série de Niimeros reais). Dada uma sequéncia (a,) em R, formamos uma nova

sequéncia (s,), chamada de sequéncia das somas parciais, construida da forma:

S1 — Qq
S9g = aj + ag

S3=ai +as+ as

S, =a1+ay+as+ ...+ a,

Definicao 10 (Série Convergente). Se a sequéncia (s,) das somas parciais de (a,,) converge,

e.9]
dizemos que a série > a, é convergente.
n=1

Neste caso, a soma da série € dada por
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o0
s=lims, = > a,
n=1

o
Observagdo: Se (s,,) diverge, a série » . a, ¢ dita divergente.

n=1

Exemplo 7. (Série Geométrica) Se 0 < a < 1 entdo

Y a"=lim[l+a+a’+... +a"]=

1—a
n=1

Vide a subsec¢do 3.2.1 (pag. 26) para saber mais.

Exemplo 8. Seb € Rea € (—1,1), entdo

. 1 b
Zba" = lim[ba + ba* + ba® + ... + ba"] = limb - a" = limb - lima™ = b - 0 =7
—a —a
n=1
Logo, a série Y ba™ é convergente.
n=1
Exemplo 9. n;l YT

[M]#

1 2n+3
2)
1

1 1
Como (é) cRe (g) € (—1,1), é vdlido o resultado do item anterior, e com isso.

NONOR

() () 26 6)

n n=1

4

E com isso, n;l Jont3 ¢ convergente.

Exemplo 10. > (—1)"*!
n=1

Se analisarmos as somas parciais dessa série teremos:
S;=1
So=1-1=0
S3=1—-14+1=1
Sy=1-141-1=0

Ou seja, (S,) = 0,1,0,1,. .., como (S,) diverge, entdo a série > (—1)""! é divergente.

n=1
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3.1.1 Propriedades Aritméticas de Séries

Teorema 12 (Propriedades). Sejam > a, e Y b, séries convergentes e A € R, entdo

n=1 n=1

8

(a, + by,) converge;

Il
i

n

2. > )Aa, converge;

n=1

8

(an +bp) =3 an+ D by;
n=1 n=1

n=1

4. 3 Xap =AY ap.
n=1 n=1

Demonstragdo. 1. Por hipétese, existem s,t € R tais que

> a,=lim(a; +as+...+a,+..)=lims, =s
n=1

n=1

Ainda, por defini¢dao

> (an +b,) =lim [(a1 + b1) + (ag + ba) + ... + (an, + by)]
n=1
=lim [(a; + as+ ... + a,) + (by + by + ... + by,)]
=lim (s, + t,)

e pelas propriedades de limites de sequéncia
lim (s, +t,) =lim s,,+ lim ¢, = s + ¢.

Como > (a, + b,) = s+ t, segue que Y (a, + by,) converge.
= n=1

n=1

2. Pela definicao de série temos que
Aa, = lim (Aay + Aag + ... + Aa,) =lim [A(a; + az + ... + a,,)] = lim As,,

n=1

e pelas propriedades de limite de sequéncias, vale

lim As,, = Alims,, = A\ - s.

oo oo
Segue que Y Aa, = A - s, portanto Aa,, converge.

n=1 n=1
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3. Decorre de (1) que > (a, +b,) =s+t,comos= > a,et= > b,,entdo
n=1

n=1 n=1

d(an+by)=s+t=> an+ Y, by
n=1 n=1 n=1

4. Decorre de (2) que Y Aa, = A-s,como s = Y a,, entdo

n=1 n=1

YAty =A-s=X> ap.
n=1 n=1

o0

Teorema 13. Se > a, é uma série convergente, entdo lim a,, = 0
n=1

o [e.9]
Demonstragdo. Como Y a, converge, entdo existe s € R tal que »_ a, = lim s,, onde
n=1 n=1

Sp=a1 +as + ... + a,.

Seja s,y =a; +as + ... + a,_1, podemos escrever a,, da forma
ap =8, — (a1 +as + ... + an_1)
Qp = Sp — Sp—1
Com isto, lim a,, = lim (s,, — s,,_1), pelas propriedades de limites de sequéncias
lim (s, — $y,—1) = lim s,, - lim s,,_4
Como, lim s,,_; = s, temos
lims, -lims,_;=s—s=0
Logo, lima, =0 0
Observacoes:

1. De acordo com o teorema acima, pela sua contra-positiva podemos concluir que se

[e.9]
lim a, # 0 entdo a série ) _ a, diverge.
n=1

2. Se a, > 0Vn € N, entdo a sequéncia s, = a; + as + az + ... + a, € ndo descrescente,

POiS Sy 11 = Sy + Apa1 = Sn.

Deste modo, (s,,) converge se, e somente se, (s,,) é limitada superiormente, ou seja

(s,) converge <= existe L € Rtalque a; +as + ... + a, > L, Vn € N.

oo [e.e]
3. Seja, a,, > 0, paratodon € Ne (a,,) C (a,). Se > a, converge, entdo »  a,, também
n=1 n=1
converge.
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3.2 ALGUNS TIPOS DE SERIES E O CRITERIO DA COMPARACAO

3.2.1 Série Geométrica

E conhecida como série geométrica a série

S 3.1

n=0

Seja s, a soma dos n termos da série (3.1) acima, entao

lims, = lim(1 +a+a*+a®+ ... +a").

Analisando os diferentes casos para |a| temos:

Se |a| > 1, podemos utilizar a rela¢do |$,,11 — S,| = |any1], € dai

- para |a| = 1 temos |a, 1| = 1" =1 Vn e N

- para |a| > 1 temos |s,11 — s,| = |a|™™, como |a| > 1, a diferenca |s, 11 — $,| ndo ird
se aproximar de zero, mas sim s, 11 — S,| = |a|"*! quando n — oo e portanto vai divergir.

Agora, para |a| < 1.

Novamente, podemos considerar a soma dos termos da série (3.1), entdo s, = 1 +
a+ a®>+ ...+ a", multiplicando por a em ambos os lados dessa igualdade temos a - s, =

a(l+a+a*+...+a") = a(s,) =a+a*+ ...+ a""'. Subtraindo a(s,,) de s,, obtemos

Sp—a-5,=(14+a+a*+...+a")—(a+a*+...+a" +a"™)=1—a""!

Com isso,
Sp—a-8, =1—a"!
sn(l—a)=1—a""
1 — an+1
Sy =
(1—a)
Assim,
> n+1
0 N
a” = lim s, = lim
n—00 n—oco 1 —a

n=0
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Se |a| < 1, sabemos que lim a" = 0 = lim a"*! = 0, portanto
lim,, oo 1 — a™*! Ly oo 14 limy, 0 a™t! 1-0 1
lim, ool —a 1—a l—a 1-—a

Por fim, se |a| < 1, entdo

oo
ga":

n=1

3.2.2 Série Harmonica

o0
A série harmonica ) & — diverge.

n=1T

Demonstra¢do. Suponhamos que » . — convirja, logo existe s € R tal que
n=1"N
| 1 1 1
—=lim(l+=-4+-4+..—)=lims, =s.
2—3171 im ( —|—2+3—|— n) ims, =s

>~ 1 00
Pela observacdo anterior, as séries Z — e >, 5 também convergem, pois
n=1 n n=1
(00) = 5 C (an) = ~ (@) = 5 C (a) = e ainda, paratodo n € N ¢
Qp, ) = ap,) = — e (a, = — e ainda, para todo n emos
r . 2n n : 2n — 1 n P
— >0 > 0.
due 2n ¢ 2n — 1
Assim, Vn € N, podemos denotar
tn = ! + ! + ! + ...+ !
"2 4 . 2n
n — 1 = =
u + 3 + 5 + ...+ —]
e existem ¢, € R tais que
S L limt, =te 3 I
— =limt, =te =limu, =u
n=1 2 n=1 QTL —

Note que s, = t,, + u,, ¥n € N. Deste modo

s=t+u. (3.2)
Ainda
1 111
:Z_:_ Sot.s=2 (33)
2n n 2 2
n=1 n=1
S S S
De(3.2)seguequeu:s—tede(3.3)quet:i,entéou:s—§:>u:§ecom
1sso u = t.

Por fim, Vn € N, podemos escrever
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(1 1 1 1 1 1 1
S R ) R PR (RO P
2 3 4 5 6 2n—1 n 2

1
=u—t>= 5 0 que € um absurdo.

5
Portanto, 0 = —
2
Dai, segue que a série harmonica diverge.

3.2.3 Critério da Comparacao

Teorema 14 (Critério da Comparagdo). Seja »  a, e > b, séries que satisfazem 0 < a,, < by,

n=1 n=1
para todo n € N. Entdo
(e @] oo
1. Se Y b, converge, entdo ) a, também converge;
= n=1

n=1

o oo
2. Se > a, diverge entdo > b, também diverge.
n=1 n=1

o

1. Como ) b, converge e b, > 0Vn € N, existe L € R tal que by + by +

Demonstragdo.
=1

by + ...+ b, < L,ouseja, » b, élimitada.

n=1

Pela hipétese a,, < b,, Vn € N,dai, a1 +as+az+...+a, < by +bs+b3+...+b, < L,

[e.9]
logo > a, é limitada e de termos positivos, portanto convergente.

n=1
o0 o0
2. Como a série » | a, diverge, entdo lim (a; + as + a3 + ... + a,) ndo existe e > a, é ndo
n=1

n=1

o0
limitada superiormente. Ainda, como a,, < b, paratodon € N e a,, entdo Y b, ndo é

n=1
limitada superiomente também e portante diverge.
O
Exemplo 11. 1. A série ) c converge.
n=1 T

1 o 1 . 1"
Sabemos que — < 1,V n € Nissoimplicaque —e™ < le™ = (-] VneN.

n n e

1 < /1" . .
Como 0 < <—> < lentio > (—) se trata de uma série geométrica convergente.
e

n=1 \ €

. . e 1\" N o L
Ainda, como vimos acima, — < ( — | e entdo pelo Critério da Comparagao, isso
n e
o0 —n
. . € .
implica que ) | — também converge.
n

n=1
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o2 b
2. A série Y, — diverge.
n=1 n

1 1
Temos que n < n?Vn €N = /n<n. Ainda, 0 < — < —=VneN.
n n

NG

> ] 00
Agora, como ) — diverge, pelo Critério da Comparacgdo podemos concluir que >, —
n=1 n=1

também diverge.

3.3 SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

[e.e]
Definicao 11 (Série Absolutamente Convergente). Uma série ) a,, é dita absolutamente con-
n=1
oo

vergente quando »  |a,| converge.

n=1

o0 o0
Teorema 15. Se > a,, é absolutamente convergente entdo »  a,, converge.
n=1 n=1

o0
Demonstra¢do. Como > a, é absolutamente convergente, pela defini¢do (11) temos que

n=1
%)

|a,,| converge.
n=1
Notemos que

0 < an + |an| < 2[an]. (3.4)

o) [e.e]
Como ) |a,| converge, 2 - > |a,| também converge. Pelo item 2. do Teorema do

n=1 n=1

Critério da Comparagéo (Teorema 14) e por (3.4), a série > _ (a,, + |a,|) também converge.

n=1
Dai,
o o
> an =D [(an + |an]) = |anl]
n=1 n=1
o0 oo o
= > (an +an]) = >_ lan| = > an
oo o0 oo
Disto e por > (a, + |a,|) e > |a,| serem convergentes, segue que > a,, converge, ji
n=1 n=1 n=1
que a soma de duas séries convergentes, é convergente. [

o
Teorema 16. Seja > b, uma série absolutamente convergente, com b,, # 0 para todo n € N.

n=1

a . R .
Se <—n) for limitada, entdo > a, é absolutamente convergente.

n n=1
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3.4 TESTES DE CONVERGENCIA

3.4.1 Critério da Razao

Teorema 17 (Teste de D’Alembert - Critério da Razdo). Sejam a,, # 0 paratodon € N e
Qp1
an

0< L=Ilim , entao:

o0
1. Se 0 < L < 1 asérie ) a, converge absolutamente;

n=1

2. Se L > 1asérie Y a, diverge;

n=1

3. Se L =1, o teste é inconclusivo.

Demonstragao. 1. Temos que L < 1, ou seja, existe c € Rtalque L < ¢ < 1.
. an—|—1 ~ . an+1 . .
Como lim = L, entdo lim < ¢, assim para todo n € N suficientemente
ana Qp,
+1
grande (n.s.g.) |——| < c.
n
ch cn+1
Notequec=c-1=c-— = .
CTL CTL
+1 n+1

) Apt1 Apt1 c” At c Apt1

Assim, |—= <c¢‘ < — = [t < ——, como a, # 0,0 < [t
ay, ay, c |ay,| c |ay|
+1
c" Apt1 a
=0< 1 < M,paratodonEIN.
ch Cn+1 cn
. a L qe - . . . . Q .
Comisto, (@) ¢ limitada inferiormente, pois |a,| > 0e c¢” > 0 e assim ’—:’ > 0, além
c c
. pd ~ a’ 7 . .
disso, € ndo crescente. Portanto (|—:|) € convergente e consequentemente limitada.
c

oo
Por fim, > ¢ é uma série geométrica e convergente, pois 0 < ¢ < 1. Pelo teorma (16),

n=1
oo

a,, converge absolutamente.
n=1

2. Seja L > 1, entdo existe c € R, talque 1 < ¢ < L.

. Ap+1 - q- . Ap+1 Ap+1 .
Como L = lim |—| entdo lim lim | ——| > ce V n.s.g |——| > ¢, com isso
Ap, an Ap,
an+1 ’an+H
= >c = |aps1| > clay]
ay, ||

ou seja, existe ng € N tal que |an 41| > cla,| V n > ng. Logo

|an| 2 [ang1] > 0Vn = no. (3.5)
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o0

Se > a, converge entdo lim a,, = 0, consequentemente lim |a,,| = 0 e por (3.5) temos
n=1

0 = lim |a,| = lim |apy41] = |ang+1| >0

oo
o que é um absurdo. Portanto ) a,, diverge.

n=1
3. Asérie > — divergee
n=1 "N
a L 1
lim [ =22 = lim | 2| = Tim = lim | ——
Qy, - n+1 I+ =
B lim 1 B 1 1 1
1y 1 1
hm(l—l——) lim 1+ lim — 1+0 1
n n
Mas além disso a série ) | — converge e tem limite igual a
n=1"7
a i n?
lim | 2| = Jim | 25 = im .
Qn, n2 (N/+_1)
n? n n n n
= lim ———— = lim . = lim - lim =1-1=1
(n+1)2 n+1 n+1 n+1 n+1
(41

Ou seja, temos duas série cujo lim

= 1, porém uma converge e outra diverge, ou
n

seja, se L = 1, nada podemos afirmar quanto a convergéncia da série.

[
o0 n
Exemplo 12. Avaliando a série — No que se refere a convergéncia temos
n=1 N
2n+1 1
: 1! . : .
lim (n;;) = lim = lim = 2lim =0<1.
5 n—+1 n n—+1
0o 9n
Logo a série > , — converge.
n:17ﬂ

3.4.2 Critério da Raiz

Teorema 18 (Teste de Cauchy - Critério da Raiz). Seja 0 < L = lim {/|a,|, entdo:

o0
1. Se L < 1 asérie > a, converge;
n=1
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2. Se L > 1asérie Y a, diverge;
n=1

3. Se L = 1, o teste é inconclusivo.

Demonstragao. 1. Se L < 1, entdo existe c € R tal que L < ¢ < 1, como L = lim {/|a,|
entdo lim {/|a,| < c.
Segue que V n.s.g teremos {/|a,| < c.

Com isso, 0 < |a,| < ¢" V¥V n.s.g.

oo o0
Por isso e por Y ¢" ser convergente (pois 0 < ¢ < 1 e assim »_ ¢" é uma série geomé-
n=1 n=1

o
trica convergente), segue pelo Critério da Comparagdo que > |a,| converge.

n=1

2. Como L > 1,existe c € R tal que L > ¢ > 1, se L = lim {/|a,| entdo lim {/|a,| > c.
Novamente segue que V n.s.g teremos {/|a,| < c.

Extraindo raiz de n em ambos os lados da desigualdade temos |a,,| > ¢". Como ¢ > 1 =

c* > 1.
o0

Suponhamos agora que ) a, converge, entdo pelo teorema (13) teremos lim |a,| = 0 e
n=1

terfamos a seguinte rela¢do |a,| > ¢ > 1, aplicando o limite na desigualdade terfamos
lim|a,| > limc® > lim1 = 0 > limc™ > 1, o que é um absurdo pois a relagdo 0 > 1

ndo € verdadeira.

oo
Logo, temos que > a, diverge.
n=1

o0 o)
3. Sabemos que a série (i) »_ — diverge e que a série (ii) » —; converge.
n=1 n n=1 n

Calculando lim {/|a,| das séries acima temos

Em (i):

Em (ii):

1 lim1 lim 1 1 1

1
lim /|a,| =1lim {/ | = | =i = = = -7
im {/]a,| = lim (nQ) — Vn2  lm{Yn-Yn lm{Yn-lim{n  1-1 1
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Novamente, temos duas série cujo lim {/|a,| = 1, porém uma converge e outra diverge,
ou seja, se L = 1, nada podemos afirmar quanto a convergéncia da série.

]

) 1 n
Exemplo 13. A série ) < ogn> converge.

n=1 n
Usando o teste da raiz acima temos:

lim {/|a,| = lim

. B o= (logn\" |
Como lim {/|a,| < 1 entdo podemos afirmar que a série » ( S ) ¢ convergente.
n

n=1
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4 SERIES DE POTENCIAS

Nesse capitulo serd abordado um tipo especifico de séries, as séries de poténcias. O
capitulo apresenta a defini¢do de série de poténcias, alguns exemplos e discute sobre a conver-
géncia das séries de poténcias, onde também sao enunciados e demonstrados resultados que nos

proporcionam calcular o intervalo de convergéncia destas séries.
4.1 DEFINICAO

Definicao 12 (Séries de Poténcias). Chamamos de séries de poténcias, as séries cujos termos

contém poténcias de uma varidvel x. Sdo séries de poténcias as séries do tipo
cot+ci(z—a)te(r—a)+es(z—a)P+.. . Fe(z—a)"+... 4.1)

podemos representd-las simbolicamente por

> ez —a)". 4.2)
n=0
Observagoes:
1. Convenciona-se (z — a)? = 1, quando z = a ;

2. O conjunto de valores x para quais uma série de poténcias converge ¢ chamado de inter-

valo de convergéncia;

3. Em4.1 ¢, = 1,V n € N, a série se torna uma série geométrica de razdo (z — a), logo

esta converge se [z —a| < 1|z —a| < 1;

4. Em 4.1, o nimero real a é chamado de centro da série e os niimeros reais ¢,, S0 chamados

de coeficientes da série;

5. No caso em que o centro é a = 0, a série resultante sera

Co+cr-xHeo-aites- 4. Fey-at+. ..

Em geral, quando se estuda ou trabalha com séries de poténcias, dois questionamentos

sao recorrentes:

1. Para que valores reais de x a série de poténcias converge?
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2. Se f € a funcao representada pela série 4.1, qual a relacdo entre f e os coeficientes c¢,, da

série?

E facil ver que a série de poténcias 4.1 € convergente quando x = a, pois neste caso a
soma da série € igual a cy. Com isso, o conjunto dos valores de x tais que a série seja convergente
€ ndo vazio, e assim para tal = a série representa um valor real. Dessa forma, a série 4.1 define

uma funcdo f cujo valor em z é dado por:

= Z cn(x —a)”

cujo dominio serd justamente o conjunto dos valores de = para quais a série converge. Uma série
de poténcias se assemelha muito a um polindmio, as diferencas estdo que a série de poténcias
possui infinitos termos e a fun¢do que ela representa € aproximada em cada x de seu dominio
pelos polindmios S,,, que sdo as somas parciais da série.

Podemos determinar os valores de x em que uma série de poténcias converge através do
Critério da Razdo (Teorema 17), sendo o caso extremo (L = 1) analisado em separado. Abaixo
mostraremos alguns exemplos de séries de poténcias. Admitiremos que as operacdes derivagao
e integracao sejam possiveis termo a termo para a série, o que € bastante razodvel j que se trata

de uma soma infinita.
[e’e} x’fl
Exemplo 14. Para qualquer valor que seja atribuido a x, a série de poténcias » | — converge
n=0 T

z 2z l’n . . ~
absolutamente. O termo geral dessa série € a,, = — de modo que usando o Critério da Razao
n!

temos
. ans . "t ) .
L = lim = lim | ———| = = |z| lim =lz|-0=0.
n—00 | Qp n—00 (n + 1)! " n—oo N + 1 n—o00 N, +
Como L < 1, independente do valor de x, o Critério da Razao assegura a convergéncia
da série.

Com isso, podemos definir uma funcdo real f : R — R por:

[L’Q 3 " Ooxn
flz )—1+x+§+§+ +H+"'ZX%H'

Derivando a expressdo acima em relagcdo a  obtemos:

= nx_ o = /@)

n=1
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Como f'(x) = f(x), podemos dizer que essa funcdo satisfaz a equagdo diferencial:

F(a) ~ fx) =0

para qualquer valor de x. Para deduzir que f(x) = ¢” basta observarmos que:

dr| e*

d {f(év)} J'(x) = f(x)

e, assim f(z) = Ce” onde C' € uma constante. Como f(0) = 1, segue que C' = 1 e temos
f(x) = €*, para todo x. Assim, temos a seguinte série de poténcias para representar a funcéo

exponencial:

o]
X :En
e = E —_—.
n!
n=0

Nas figuras abaixo podemos conferir o grafico da fun¢do e” e das somas parciais da série
o0 Vs

> —- A medida que o valor n aumenta, o grifico de S,, se aproxima do grifico da fungdo
n=0 10
exponencial.

f@) S5 [s,

Figura 4.1 — Gréficode f(z) =e” e 51,55 ¢ Ss.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 15. Se na série do exemplo anterior a varidvel x for substituida por ¢2, obtemos

o 2\n o 42n
e =>" (tn? => tn—' (4.3)

n=0 ’ n=0
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para qualquer valor de ¢. Integrando os lados extremos de (4.3) de 0 a 1, termo a termo, resulta

em:

o0

1
oo 1
/0 et = (2n + 1)n! “44)

n=0

Nao conseguimos calcular com os métodos elementares do célculo integral, a integral
que aparece no lado esquerdo da expressao (4.4), essa relacao nos permite que ela seja calculada

entao numericamente.

4.2 INTERVALO DE CONVERGENCIA

Nesta secdo serd explorado sobre o intervalo de convergéncia de uma série, ou seja, o
intervalo que contem os valores x em que a série 4.1 converge. Veremos que uma série pode
convergir apenas quando x = a, pode convergir absolutamente em qualquer valor de x ou pode
ser absolutamente convergente no intervalo |z — a| < R e divergente quando |x — a| > R,
podendo ser convergente ou ndao nos extremos desse intervalo. O raio R do intervalo, € um
nimero real, denominado raio de convergéncia da série, e intervalo correspondente é chamado
de intervalo de convergéncia da série. O intervalo de convergéncia de uma série pode ser de

qualquer uma das formas abaixo:
(a—R,a+ R),(a—R,a+ R],[a— R,a+ R)oula— R,a+ R]

o0
Teorema 19. Dada uma série de poténcias > ¢,(x — a)™ :
n=0

1. se ela convergir em algum valor z( # a, entdo ela convergird absolutamente em qualquer

ponto do intervalo |z — a| < |zg — a

;
2. seela divergir em = = x4, entdo ela serd divergente quando |z — a| > |x; — a .

oo
Demonstracdo. 1. Se a série Y ¢,(zo — a)™ é convergente, do Critério do n-ésimo termo
n=0
temos que liII(l) cn(xg — a)™ = 0, pela defini¢do de limite, dado ¢ = 1 existe ny € N tal
n=

que |cy(xg —a)”| < 1.
Notemos que,

|0 — a|" |z —a]”

len(@ = )" = |en(z = a)”| = len(zo — )" - | (4.5)

|zg — al® Ty — al®
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Como |c, (2o — a)| < 1V n = ng, por (4.5) temos que

r—a|m

eale = a)l" < |

To— a

n n

é conver-

oo
< 1, logo a série geométrica » |
n=01To — @

Para |z — a| < |z — al,

—a

gente.

oo
2. Suponhamos divergente a série > ¢, (z; — a)™.
n=0
oo
Se a série Y ¢, (za — a)™ for convergente em algum ponto x tal que |z —a| < |x; — al,
n=0
pela demonstragdo do item (1) deste teorema, esta série € convergente para todo valor x tal
que |[z—a| < |xr—2—a|, e em particular ird convergir para x = x1, pois |x; —a| < |r2—al,
[ee]
0 que contraria nossa propria hipétese de > ¢, (1 — a)™ ser divergente.
n=0
oo
Logo se a série Y, ¢,(x — a)™ diverge para um = = x1, entdo ird divergir para todo valor
n=0

x tal que |z — a| > |21 — al.

]

[ee]
Teorema 20. Com relacdo a série de poténcias » | ¢, (x —a)", apenas uma das situa¢des abaixo
n=0
ocorre:

a) ou a série converge apenas quando xr = a;
b) ou a série converge absolutamente para qualquer valor que se atribua a x;

c) ou existe um nimero real R > 0 (raio de convergéncia), tal que a série converge absolu-

tamente quando |x — a| < R e diverge quando |x — a| > R.

Demonstragcdo. Que a série i cn(x — a)™ converge para quando x = a ja mencionamos an-
n=0

teriormente no texto. Assim, se esta série ndo convergir para mais nenhum outro valor, entdo o
item (a) € satisfeito.

Se a série i ¢n(x — a)™ convergir em outro valor x # a, por exemplo em x;, entdo

n=0

pelo teorema 19 ela convergira absolutamente, seja qual for o valor de x no intervalo |z — a| <
|z1 — a|. Se ela for divergente em um valor © = x5, ela também serd divergente para qualquer
z do intervalo |z — a| > |z2 — al (se este este valor de x5 ndo existir, entdo a condigdo (b) é
satisfeita) e assim o conjunto A constituido dos nimeros |x — a|, onde x séo os valores que a

série converge absolutamente, é limitado superiormente por |z, — a| e o nimero R da condi¢do

(c) é o supremo do conjunto A.
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Em relagdo ao raio de convergéncia R, nos casos que acontece a situacao (a) dizemos
que o raio de convergéncia € R = 0 e quando a série for convergente, independente do valor
atribuido a x, dizemos que o raio de convergéncia € R = oo. Com isso, toda série de poténcia
tem um raio de convergéncia que poderd ser o zero, um nimero real positivo ou entdo co. Uma
forma que nos permite calcular o raio de convergéncia de uma série de poténcias é dado no

teorema abaixo.

Teorema 21. Seja

. Cn+1
= lim
n—oo

Cn

oo
e R o raio de convergéncia da série > ¢, (z — a)*"*?, a > 0 entdo

n=0
a) L=0=R=00
b) L=oc0o=R=0
1\ Ve
c) 0<L<oo:R:<Z)
o
Demonstragdo. Seja a,, o termo geral da série Y c,(z — a)* ¥ entdo a,, = c,(z — a)*" P e
n=0
assim
M = lim An+1 — lim Cn-‘rl(x B a)a(n+1)+ﬁ‘ _ Cn-i—l(x B a)om+a+,6’ _
n—oo | q, n—00 cn(x — a)a”+5 n—00 cn(:): — a)om‘*'ﬁ
. enp(z — a)¥(x — a)*tP e
= lim w1 ) ) = |z —al* lim || = |z —a|*- L (4.6)
n—00 cn(:p - a)om"’"g n— n

De (4.6) e do Critério da Razao temos que:

a)se L = 0 = M = 0 e a série converge absolutamente para qualquer valor de x,
portanto R = oo;

b) se L = oo entdo para termos M < 1 e a série convergir, a Unica possibilidade é z = a,
comisso R = 0;

c)se 0 < L < oo, entdo a série ird convergir para M < 1, logo 1 > |z — a|*L
1

e dai, |z — a|] < (E) da mesma forma, a série diverge para M > 1, ou seja, quando
] 1 T
|z —a| > (Z) . Dai podemos deduzir que nesse caso R = (z) :



40

X (z —5)"n!
Exemplo 16. Na série %
n=0

apresentando no teorema (21) temos

aplicando o método

|
n:
temos que a = S e ¢, = o7

Cn+1
Cn

n 1o” 1
(n+1) :hmn+ = —limn-+liml = co.

M =i 2
i 10n  pl 10 10

= lim

Como L = oo temos a situacdo do item b) e com isso i = 0, ou seja, a série converge

apenas quando xz = 5.
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5 SERIES DE FOURIER

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) foi um matematico e fisico francés que viveu
na época de Napoledo, para quem trabalhou na Franca e no Egito ocupado pelos franceses.
Ficou famoso pelo seu estudo com séries trigonométricas, as quais ele introduziu em 1807
ao apresentar um artigo a Academia de Ciéncias da Franga, que trata do problema pratico da
propagacdo do calor em barras, em chapas de sédio metdlico. No desenvolvimento de seus
artigos, Fourier afirmou que toda funcio definida num intervalo finito por um grafico descrito
arbitrariamente pode ser decomposta em uma soma de fung¢des seno e cosseno. Para ser mais
explicito, ele afirmou que uma fun¢do qualquer, ndo importa como ela tenha sido definida no
intervalo (—m, ) pode ser representada neste intervalo por uma série trigonométrica, esta série

seré estudada neste capitulo.

5.1 DEFINICAO

Definicido 13 (Séries de Fourier). Dada uma fun¢do f(z), definida no intervalo [—m, 7],

denomina-se série de Fourier associada a f(x) a série trigonométrica
a oo
0
5 T z;(an cos(nx) + by, sen(nx) ) (5.1)
-

onde ay, a,, b, ndo dependem de .

5.2 COEFICIENTES DE UMA SERIE DE FOURIER

Para calcular os coeficientes da série (5.1), suponhamos que ela represente uma funcao
integravel f : [—m, ] — R e que a integrac@o seja possivel termo a termo. Ainda, seja s,,(x)
representante de cos(mx) e sen(mx) e n e k nimeros naturais, entdo é valido:

l. [ sp(z)dz=0VneN;

—T

2. f[sn(x)de =nVneN;

—T

3. [ sn(x) - sp(x)de =0V n,k eN;

—T

4. [ cos(nx) - sen(kx)de =0V n,k € N.

—Tr
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Calcularemos agora os coeficientes ag, a,, € b,,.
Calculando qg

Integrando a expressao (5.2)

flz) = % + Z(an cos(nx) + by, sen(nx) ) (5.2)

n=1

no intervalo [—, 7], com as consideragdes feitas nos itens acima temos

s T T s
oo

/ f(x)dz = %dm +3° (an / cos(nz) dz + by / sen(n) dm)

—T - - - -

do item (1) acima temos que [ cos(nz)dz =0e [ sen(nz)dz =0V n, com isso

- —T

/f(x)dx—%i —i—i(an-O—i—bn.O)
- T n=1

€ assim

isolando ag temos

ag = l/f(x) dx (5.3)

Calculando a,,, Vn € N
Multiplicando a expressdo (5.2) por cos(kx) e integrando termo a termo no intervalo

[—7, 7], temos

j f(z)-cos(kz)dz = ] %-cos(km)dx—i—g:l (an ] cos(nx)-cos(kz) dz +b, / sen(nz)-cos(kz) dz )

™
do item (1) acima temos que | cos(x)dz = 0 para o primeiro termo apés a igualdade, ao tltimo

—T

termo da direita podemos aplicar o item (4), e comisso [ sen(nz) - cos(kxz) dz = 0, por fim no

—T
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primeiro termo apds o somatério temos duas possibilidades, se n # k entdo acontece a situacio

K
do item (3) e [ cos(nz) - cos(kx) dz = 0, porém se n = k temos uma situagdo referente ao

—T

item (2): [ [cos(nx)]? dz = m, assim quando n = k temos

—T

]f(x) ccos(naz)dz = a, -

ou ainda

™

a, = — / f(z) - cos(nx)dx (5.4)

™

—T

Calculando b,,, Vn € N
Repetindo o processo feito para a,,, porém agora multiplicando (5.2) por sen(kz), tere-

mos

b, = %/f(m) - sen(nz)dx (5.5)

Os coeficientes ag, a,, € b,, dados por (5.3), (5.4) e (5.5) respectivamente, sdo chamados

de coeficientes de Fourier para f e a série (5.1) fica da forma

%/f(x) d:)s+§; (%/f(:):)-cos(nx)dx-cos(nx) d:v+%/f(x)-sen(na:)d:v-sen(nx) dx)

(5.6)

e € chamada de série de Fourier para f.

Exemplo 17. Considere a func¢@o f(z) definida por

—k,se —m<x<0
<

Jw) = {k, se 0 <x

Essa fun¢do pode representar forcas externas aplicadas a sistemas mecanicos ou ainda

forcas eletromotrizes.

Definindo os coeficientes da fungdo temos:

Paran =0:
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™ 0 ™

1 1
aoz—/f(x)da: = ao:—(/—kdx+/kda:>
T T
—r -7 0
1 0 T 1 1
:—(—k-a; +k-x )z—(—k?ﬂ—lm):—-O:O (5.7
T . 0 T T
Paran > 1, em a,, temos:
1 s
an:—/f(x)-cos(nx)dx
s

—T

™ m

0 — %( /0 _kcos(nz) dz + / k cos(nz) dx) _ _7’“( /0 cos(na) dz — / cos(nz) daz)

sen(nx)|”

(0 —
n

™ n

_ —k (Sen(nx) 0

0)%’“-(0—0):%’“-0

—Tr

Ja para b,,, temos:

by, = % ] f(z) - sen(nz)dz

™

by = %( /0 ksen(nz) dx + / k sen(na) d:c)

—T

Como f(z) = sen(nx) é uma fungdo par, entdo

T

/Osen(nx) de = — /sen(nx) dx

0

m ™

%(_ /O ksen(ng) do-+ Wksen(n:v) da:) _ %(— (— / k sen(na) dx) + / k sen(nz) d:zs)

Zn 0 0 0
b — 2k [ sen(nz) dz 2k ( _ cos(nz) W) _ 2 ( _ cos(n) N cos(n - 0))
m m no|, 7r n n
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b 2k ( cos(nm) 1\ 2k  2kcos(nm)
"o n n) nm nm
ou ainda
2k
b, = — (1 — cos(nm))
nm

como cos(nm) = (—1)", temos dois casos: (i) quando n é par e (ii) quando n é impar.

(i) Se n for par entdao

2k 2k 2k
boy = 2n7r(1 — cos(2nm)) = 2n7r(1 —-1)= T 0= by, =0 (5.9

(ii) Se n for impar entao

2% 2% 2k 4k

bon_1 = m(l—cos(@n—l)w)) = 2n = 1)7r(1+1> -

Assim, de (5.7), (5.8) e (5.9) a série de Fourier correspondente a funcdo f(z) é da

seguinte forma

= 50 Z a,, cos(nz) + by, sen(nz) )

l\DIO

Z 0 - cos(nx) ﬁ sen((2n — 1)z )

Z 2n — 1 sen((2n — 1)z)

n=1

flx) = %<sen(x) N sen:())Sx) N sené5:1:) L >

s
Considerando as somas parciais dessa série temos:

Si(x) = %(sen(m))

sen(3x)

So(x) = % (sen(x) + )

Sy(z) = % (sen(:c) + sené?)q;) i SenS@)

Na figura abaixo estio representados os gréficos da fungdo f e da soma parcial S3 para

o caso de k = 1, no intervalo [—, 7].

Exemplo 18. Determine os coeficientes ag, a,, e b, para f(z) = |z| no intervalo [—, 7.
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Y L
x x
- 0 ™ o 9 1
a. b.

Figura 5.1 — Em (a) o gréfico da fungdo f(z) e em (b) o grifico de soma S.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Temos entdo:

1 (" 1 §° 1 ("
——/ |x|dx:—/ —xdw+—/ gdp==x
) . 2 J_. 2m Jo

ainda, como f ¢ uma funcdo par, veremos na Proposi¢do 1,que b, =0V ne

1 §* 2 I
a, = — |z| cosnx de = — [ zcosnzxdz
w T Jo

2(cosnm — 1)

Resolvendo a integral da extrema direita da relagdo acima temos a,, = 5

4
w(2n — 1)
Assim a série de Fourier associada a fungdo f(z) = |x| no intervalo -7 < z < 7, éa

5 &
™

para g, = e s, 1 = =
série de cossenos

4 1 . )
g_;(cosl‘+§cosgl'+5_COS5x+ )_g__ZCOSQ’)’Ln—l

Os gréficos da Figura (5.2) ilustram as proximidades que a fungo f(z) e soma Ss da

série de Fourier associada apresentam.

v 0 " 3t 0 T

a. b.

Figura 5.2 — Em (a) o gréfico da fungdo f(z) e em (b) o grifico de soma S.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.3 FUNCOES 2L-PERIODICAS

Definicao 14 (Fungées Parcialmente Continuas). Uma fungdo f : [a,b] — R é denominada
parcialmente continua ou continua em partes em |a, b| quando for continua onde ela tem limites

laterais finitos, exceto, possivelmente, em uma quantidade finita de pontos de [a, b].

Consideremos uma fungdo f : R — R parcialmente continua e periddica com periodo
fundamental de 2L. Para expandir f em série de Fourier podemos utilizar uma mudancga de
varidvel, tal que, a forma de célculo dos coeficientes da série seja de forma igual ao dos casos
em que a funcdo € 2m-periddica. Tomemos entdo ¢ = %, entdo o intervalo —L <t < L é

transformado, de maneira biunivoca, no intervalo —m < = < 7, e a fungdo g(x) = f(xL/7) é

parcialmente continua e, além disso:
gla+2m) = [((x+2m)L/m) = f(eL/m +2L) = f(aL/x) = glx) ¥ a,
de onde segue que g é 2m-periddica. assim os coeficientes da fungdo

= 50 g ay, cos(nz) + by, sen(nx) )

sdo dados por:

1

a, = — /g(x) cos(nx) /f xL/m) - cos(nzx)dr, n=0,1,2,3,...
T
1T -

b, = — /g(x) -sen(nz)dr = — / f(zL/m)-sen(nx)dx, n=0,1,2,3,...
T T

—T

fazendo a substituicdo ¢t = L /m, encontramos

L

on = [ 1) costutn/Lydt, n=0.1,2.5....
—L
L

— 1 [ 1) sentntm/Lyit, n=0.1,2.5....
—L

Assim, a série de Fourier f(¢) pode ser escrita da seguinte forma
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?0 g a, cos(ntw /L) + b, sen(ntn/L) )

Exemplo 19. Seja f(—2,2) — R a fungio definida por

0,se —2<t<0
t)y=1<¢"
/) {t,seO<t<2

Temos assim uma fung¢do 4-periédica. Usando os resultados acima, com L = 2, chega-

mos €m

ag = l/: fQx/7) dx = %/OW fQRx/m)dx =1

™

1 [" 1 [" 21(-1)" -1
a, = —/ f(2x/7) cos(nzx) dx = —/ f(2z/m) cos(nz) dx = M, paran =1,2,3,...
T Jr T Jo (nm)?
1 [ 1 [ 2(— 1)+
=— | fQx/m)sen(nz)dr=— [ f(2z/7)sen(nz)dr = ———— paran=1,2,3,...
T Jr T Jo nm
Com isso, a série de Fourier de f é
I 4 cos(2n— Dmx/2 2 = (1) sen(nmrz/2)
== = — —2<t<2 (5.11
T2 7 —  (2n-1) T ; n ’ -11)
Ay

—6 2 X

Figura 5.3 — Grifico da fungdo f(z) no intervalo (—6,6).

Fonte: Elaborado pelo autor.



49

Proposicao 1 (Séries em cossenos e Séries em senos). 1. Se f(z) é uma fun¢do par em

[—L, L], entdo

1 L
bn = E/Lf(l')sengﬂ—x dI = 07 para n = 172’37"'

ou seja, a série de Fourier de f(x) é uma série de cossenos,

cosnmx

f(x):%+2an - (5.12)
n=1

2. Se f(z) é uma funcdo impar em [—L, L], entdo

1 L
Ap = Z/Lf(l')cosgﬂ-x d:}j = 07 para n = 172’37"'

ou seja, a série de Fourier de f(x) é uma série de senos,

> SennNmx

= b, ———. 5.13

f() ; 7 (5.13)

Demonstracdo. Como a multiplicacdo de uma func¢do par com uma fungdo impar resulta em
Sennmx

func¢do impar. Em 1. a fungdo f(x) serd impar, ja que f(x) é par e a fungdo seno é

impar.
COSNTX

s

também serd fmpar, pois agora f(z) é impar,
COSNTTL

L

Jaem 2. temos a fungdo f(x)

como a fungéo cosseno € par, segue que f(x)

¢ impar. [

Exemplo 20. Considerando a funcao identidade, definiremos a série de Fourier associada em

—L<zxz<L.

A fungdo f(x) = rem —L < x < L é impar, pois f(—z) = — f(x). Pela proposicido
anterior sabemos que a, = 0 paran = 0,1,2,3,.... Os coeficientes b,, sao calculados entdao

por

bn:l/L xsenmm deE/Lxsennmc dx
L], L L J,
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5.4 CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER

Definicao 15 (Fungdes Parcialmente Continuas). Um fung@o f : [a,b] — R é dita parcialmente
continua ou continua por partes no intervalo [a, b] quando for continua, exceto, possivelmente,

em uma quantidade finita de pontos de [a, b], onde ela tem limites laterais finitos.

Teorema 22 (Convergéncia das Séries de Fourier). Seja f(x) a fungdo f : R — R, que seja
2L-periddica e continua por partes no intervalo [— L, L]. Se f possui derivadas laterais em cada
ponto desse intervalo, entdo a série de Fourier de f é convergente e tem soma F'(z) dada pela

média dos limites laterais de f em z, isto é:

f(L)+ f(=L)
5 .
Se f for continua no ponto x, entdo a soma da série é exatamente o valor de f(z).

Parax = L e v = —L definimos F(x) = F(L) = F(—L) =
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6 APLICACOES

Nesse capitulo serdo apresentadas algumas aplicagdes dos temas abordados nos capitu-
los anteriores. As aplicacOes aqui expostas sdo exploradas de forma breve, pois t€ém o intuito de
apenas justificar o estudo de sequéncias e séries e sua importancia tanto no campo da Matema-
tica como em outras dreas. Alguns exemplos de aplicagdo podem ser conferidos ao longo dos

capitulos anteriores, como € o caso do Exemplo 17 e do Exemplo 4.3.

6.1 FUNCOES COMO SERIES DE POTENCIAS

Podemos representar algumas fun¢des como série de poténcias, ou seja, conhecendo
oo
uma funcdo f(x), podemos encontrar uma série da forma » . ¢,(z — a)", tal que

n=0

@)= cula —a)"

Essa representacdo de fungdes em série de poténcias pode ser muito util na integracao de
fungdes que nio conseguimos calcular pelos métodos elementares, pois nos permite encontrar
valores aproximados para suas integrais numericamente.

Z . 1 2 . .
E o caso da integral fo e” dx, que pode ser expressa na forma da seguinte série

1
1
t2
dt = —_
/0 ‘ Z (2n + 1)n!

n=0

como mostra o exemplo 4.3 no capitulo 4.

A série geométrica, explorada na subsecdo 3.2.1, pode ser escrita da seguinte forma:

o N b
;b-a :l—a

quando |a| < 1.

que converge para 7
—a

Escolhendo entdao b = 1 € ¢ = x teremos

1 oo
f(z) = = E x", quando |z| < 1.
n=0

1—z

Com isso podemos dizer que a série »  x™ representa uma boa aproximagdo para a
n=1
1

1—2a

fungdo f(z) =
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6.2 RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS POR SERIES DE POTENCIAS

Vimos na sec¢do 6.1 que podemos expressar uma funcao através de uma série de po-
téncias. Nesta secao, ilustraremos um método alternativo para encontrar solu¢do de equacdes
diferencias em séries de poténcias. O método consiste em usar a derivacdo termo a termo para
verificar que dada uma fung¢do y = f(z) definida por uma série de poténcias é solugdo de
uma EDO dada, na sequéncia resolve-se a EDO e exibimos a solu¢do através de uma série de
poténcias.

Pelo método das séries de poténcias, podemos encontrar a solucdo geral da Equacao

Diferencial Ordinaria

y' —xy + 2y =0. 6.1)

Considerando que a solu¢@o da EDO acima é da forma

Y= icnx”

n=0

temos que

2y:2chx”:200+201x+202x2+...—|—2cnx”+...
n=0

Para a derivada de primeira ordem de y temos

d o0 o0
Yy = — E cpx”| = E cona™ !
dx
n=0 n=0
o0 o
—zy = —x- E ezl = — E cona”

—xy = —c1x — 2c2% — 3es2 — L —nepa — L

E para a derivada de segunda ordem de y temos

d [ - S
V= [ ] = S e ony = S eatn s e

Y = 2cy + 6cgz + 1242 + ..+ cppr(n® Fn)z" T L
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Substituindo as expressdes acima na equacao diferencial (6.1) temos:

20 + 261 4 292 4+ ... 4 2,2 + .. )+ (—c1x — 20912 — Besad — L —nepa™ — L)+
(
+(2¢y + besx + 12c42® + ...+ ¢ (® +n)2" T +..) =0

Rearranjando os termos podemos escrever da forma

(2co + 2¢2) + (c1 + 6¢3)w + 12¢42% + (—c3 + 20c5)2> + ...+
+[(2=n)e, + (n+ 1)(n+ 2)cpofa™ +...=0

Igualando todos os coeficientes a zero, obtemos

200+2C2 =0

= Cy = —C

01+663:0

= 5=

1264 =0

—c1

—63+2005:O:>C5:§—é:>05:2—60:>C5:6_.6210
= —a
s = ——
® 7120

2—n)ep+(n+1)(n+2)cpe=0
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(n—2)c,
(n+1)(n+2)

= Cn+2 =

Como ¢4 = 0, da férmula de recorréncia segue que co, = 0, Vn > 2.
Assim, podemos escrever a a soluc¢io y(z) da EDO (6.1) da forma
2 € 3 1 5

y(z) = co+ a1z — cox — 6% %

ou, se colocarmos em evidéncia os termos ¢g € ¢; temos

1 1 3
y(x):CO(l_xQ)_'_Cl(x_6x3_ml’5—mf7—...).

6.3 RESOLUCAO DA EQUACAO DO CALOR COM SERIES DE FOURIER

6.3.1 A Equacao do Calor

A equacdo de difusdo do calor ou equagao do calor € um exemplo de equagao diferencial
parcial parabdlica de segunda ordem. Essa equacao determina o campo de temperatura, ou seja,
representa como a temperatura varia com a posi¢do no meio. (INCROPERA et. al., 2008, p.
44). A equacido do calor expressa um equilibrio fisico fundamental, no qual a taxa de calor que
entra em qualquer parte da barra € igual a taxa de absorc¢do de calor naquela parte da barra.
(BOYCE e DIPRIMA, 2002, p 332).

A forma geral da equacao do calor € dada por:

0 (,0u 0 (,0u 0 (,0u _ ou

onde k, p e s sdo constantes, e representam respectivamente a condutividade térmica
(W/mK), densidade (Kg/m?) e calor especifico do material da barra (J/Kg). O termo u
expressa a temperatura e ¢ a taxa na qual a energia € gerada por unidade de volume no meio
(W/m?) INCROPERA,; et.al., 2008, p. 45-46).

A solugdo da Equagdo (6.2), é a fungdo u = u(z,y, z,t). Entretanto, dependendo da
situacdo trabalhada, € possivel trabalhar com versdes mais simplificadas da equacdo. Por exem-
plo, para o caso da transferéncia de calorunidimensional, considerando apenas a dire¢do x, onde
a taxa de gerac@o de energia térmica (¢) € igual a zero e condutividade térmica k é constante, a

equacdo da transferéncia do calor pode ser escrita forma:
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P _on
a@xQ_ﬁt

onde « é uma constante chamada de difusividade térmica. Esse termo € um parametro

(6.3)

que depende exclusivamente do material da barra.

6.3.2 Solucio Equacao do Calor com Série de Fourier

Uma das formas de resolver equacdes do calor, € através das séries de Fourier. Observe

o exemplo abaixo.

Exemplo 21. Consideremos uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) da forma da equacdo (6.3),

que representa a equagdo do calor em modo unidimensional com as seguintes condicdes de

contorno:
0 0?
gh_g. 2t O<z<2 t>0
ot 0x? 6.4
w(0,t) =u(2,t) =0, t>0 (6.4)
u(z,0) =z, O<z<?2
Solugado:

Escrevemos a solugdo da EDP 6.4 da forma wu(z,t) = X (x)7T(t) e substituindo essa

equacao na EDP temos;

) o
S (XT) = 82— (XT)
dT  _ d?X

Isolando os termos em ¢ em x temos

1dT 18X

ST d - Xdr (©)

Como em 6.5 ndo existe constante ¢ > 0 que satisfaca as condi¢des de contorno, entdo

dT

— + 3T =0

gﬂtx 2 (6.6)
- X =0

dx? A

A solucao do sistema de Equacdes Diferenciais Ordindrias (6.6) acima € dada por:
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T = Ce 37"
‘ 6.7)
X = Acos(yx) + Bsen(yx)
Substituindo (6.7) em (6.4) teremos que a fun¢ao u pode ser expressa em
u(z,t) = e > [A cos(vz) + Bsen(yz)] (6.8)

Utilizando as condi¢des de contorno para determinar as constantes A e B em (6.8),

portanto:
u(0,t) =0 = eMA=0 = A=0 = u(z,t) = Be 37"t sen(yx) (6.9)

w(2,t) =0 = Be ¥ sen(2y) =0 (6.10)

Temos que a solu¢do B = 0 satisfaz (6.10), porém evitamos essa escolha que nos impli-

caria na solucdo trivial u(z, t) = 0. Consideremos entido

sen(27) =0 = 2y =nr = yz%mez 6.11)

Substituindo (6.11) em (6.10):

In’mt
u(z,t) = Bye 4 sen(?) (6.12)

Em (6.12), substituiu-se B por B, indicando que diferentes constantes podem ser usa-
das para diferentes valor de n.
Lembrando que pelo Principio da Superposi¢cdo, somas da solugdo de forma (6.12) tam-

bém sao solucdes, podemos reescrever a solugdo (6.12) da forma

3n?m3t

u(x,t) = ZBne 4 sen (?) (6.13)
n=1

A soluc@o dada em (6.13) deve satisfazer também a condigdo inicial u(z,0) = z, 0 <

x < 2. Portanto, substituindo ¢t = 0 em (6.13) temos

x:Zanen($), O<r<?2 (6.14)
n=1
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Observemos ainda que (6.14) equivale a expandir f(x) = x, no periodo —2 < = < 2,
em uma série de Fourier cossenos. Com isso
4 4 4

_ — (1Y — n+1
B, = — cos(nm) mr( 1) mr( 1) (6.15)

Substituindo (6.15) em (6.13), temos a solucio

X qyn+l T
u(x,t) = %Z ﬁe 4 sen (%) (6.16)

6.3.3 Métodos Numéricos de Solucio de Equacoes Diferenciais Parciais

As equagdes diferencias parciais, em geral, sdo mais complexas do que as equagdes
diferenciais ordindrias, justamente por envolverem mais varidveis. Quando trabalhamos com
um modelo matemético, além da equac@o ou equagdes que o descrevem, o modelo apresenta
algumas condi¢des de fronteira. Com isso, o problema vai ficando cada vez mais complexo e a
solugdo analitica mais dificil de ser obtida. Com isso, surgem os métodos numéricos de solucao
de equacdes diferenciais parciais.

Para as equacoes diferenciais parciais parabdlicas, que € o caso da equacao do calor, po-
demos resolver a equacdo com diferentes métodos, entre eles o explicito, implicito e de Crank-
Nicolson. A fim de comparar o resultado obtido com séries de Fourier da equacao diferencial
apresentada em (6.4) no exemplo 21 acima, com uma solu¢ao numérica, utilizaremos o método
de Crank Nicolson para essa equacdo com suas respectivas condicdes de fronteira.

O método de Crank-Nicolson é um dos mais utilizados para a solucao de equagdes para-
boélicas. Como o método do Trapézio para as equacdes diferencias ordindrias, esse método faz
a “média aritmética” do método explicito e implicito. Além disso, a utilizacao desse método se
torna conveniente por ser incondicionalmente estdvel. Mais informacdes sobre este e os demais
métodos numéricos de solucao de equagdes diferenciais, podem ser conferidos em CUMINATO

e MENEGUETTE (2013).

6.3.4 Comparacao da Solucao da Equacao do Calor com Séries de Fourier e com Solu-

¢oes Numéricas

Nas figuras (6.1) e (6.2) abaixo podemos conferir as solucdes da Equagao do Calor do

exemplo 21 dada pela equacdo (6.4), para dois instantes de ¢ distintos, onde os gréficos da
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esquerda sdo referentes a solu¢do com séries de Fourier e os grificos da direita sdo relacionados

a solucdo pelo método numérico de Crank-Nicolson.

15
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o T T T T T T T T T
05 1 15 2 o 02 04 08 08 1 12 14 18 18 2
Comprimenlo da barra Comprimento da barra
. e ~
Figura 6.1 — Gréficos de solugdes da EDP (6.4).
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Comprimento da barra

Figura 6.2 — Gréficos de solugdes da EDP (6.4).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A realizacao deste trabalho foi extremamente proveitosa, com este estudo de Sequéncias
e Séries Numéricas, pude conhecer e aprender novos conceitos, os quais ndo tive a oportunidade
de ver durante a graduacdo. Sem duvida, serdo extremamente dteis durante minha jornada na
Matemética.

Além disso, este trabalho foi enriquecedor no sentido de influenciar e instigar cada vez
0 mais o desejo e interesse pela pesquisa em Matemadtica, apesar de ter sido uma breve revi-
sdo bibliografica sobre alguns temas da drea, ja foi possivel experienciar quao prazeroso esse

caminho pode se tornar.
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