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RESUMO

O tratamento de esgoto ¢ assunto de politicas publicas. Esse servico, quando
disponibilizado para a populagdo, pode evitar a transmissao de doengas. A modelagem
matematica de reatores tem se mostrado um recurso técnico, que permite estimar
parametros e simular o funcionamento de sistemas com custo reduzido, em relagdo aos
modelos experimentais. O objetivo do presente trabalho ¢ simular as variagcdes da
concentracdo de matéria organica (DBO) em um sistema composto por dois biorreatores
acoplados em série (um anaerébio e outro do tipo wetlands) em funcdo do tempo. O
problema foi modelado considerando ambos os reatores como de mistura completa,
através de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, cujas
condigdes de fronteira sdo as cargas de entrada e saida. A taxa de reacdo em ambos 0s
reatores foi simulada como uma fungdo constante — conforme sugere a literatura - e
variavel, considerando trés tipos de funcdes: fungdo afim, exponencial e logaritmica. Os
parametros do modelo foram obtidos resolvendo o problema inverso, através do Método
de Procura em Rede, tendo como base dados experimentais disponiveis na literatura. As
simulagdes mostraram que, apesar da forte dispersdo das medidas experimentais de DBO,
ocasionadas por fatores nao modelados (tais como chuva e temperatura), as taxas de
reacdo expressas com as funcgdes afim e logaritmica apresentaram curva de DBO mais
compativeis com os dados experimentais, do que as outras fungdes testadas.

Palavras chave: Modelagem Matematica, Reatores, Simulagdo, Taxa de Reagao.



ABSTRACT

Sewage treatment is a subject of public policy. This service, when available to the
population, can prevent the transmission of diseases. The mathematical modeling of
reactors has proven to be a technical resource that permits the estimation of parameters
and that simulates system operations at a reduced cost in relation to the experimental
models. The objective of this present work is to simulate the variations of organic matter
concentration (BOD) in a system composed of two bioreactors coupled in a series (one
anaerobic and the other a wetlands type) as a matter of time. The problem was modeled
considering both reactors as a complete mixture, through a system of first order ordinary
differential equations, whose boundary conditions are the input and output loads. The
reaction rate in both reactors was simulated as a constant function - as suggested by the
literature - and variable, considering three types of functions: affine, exponential and
logarithmic function. The parameters of the model were obtained by solving the inverse
problem through the Network Search Method, based on experimental data available in
the literature. The simulations showed that, in spite of the strong dispersion of
experimental measures of the BOD caused by non-modeled factors (such as rainfall and
temperature), the reaction rates expressed with the affine and logarithmic functions
presented a BOD curve which was more compatible with the experimental data, than with
the other functions that were tested.

Keywords: Mathematical Modeling, Reactors, Simulation, Reaction Rate.
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1. INTRODUCAO

O descarte de esgoto doméstico com tratamentos precarios representa um dos
principais fatores de contaminagdo do solo, lagoas, riachos, rios e oceanos, ocasionando
problemas de satide publica, tais como as infec¢des por doengas parasitrias e intestinais.
O esforgo para minimizar os danos desse descarte passa necessariamente pela pesquisa

de métodos de tratamento de adguas residuais.

Assim, uma das preocupacdes das politicas publicas consiste em disponibilizar
tratamento de esgoto (saneamento basico) para a populacdo. Diversos procedimentos
técnicos estdo envolvidos no sistema de tratamento de esgotos, entre eles a instalacio de
reatores. A reducdo do tamanho das estagdes de tratamento ¢ o custo do tratamento
terciario (tratamento para remocao de poluentes toxicos ou ndo biodegradéaveis), geram a
necessidade de melhorar a eficiéncia dos reatores no tratamento de dejetos.

O desenvolvimento de modelos matematicos associados a resultados de
experimentos em escala laboratorial ¢ uma forma de obter dados sobre o funcionamento
de reatores de diferentes tipos, determinar seus parametros e avaliar seu rendimento, com
baixo custo e maior flexibilidade, em relagao a construgao de protdtipos.

A modelagem matematica “consiste, essencialmente, na arte de transformar
situagdes da realidade em problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas
na linguagem usual.” (BASSANEZI, 2002, p. 24).

Este trabalho tem como objetivo geral, propor um modelo matematico, para
simular o funcionamento de um sistema de tratamento secundério de esgoto com dois
reatores acoplados em série: um de mistura completa e outro do tipo wetlands.

As seguintes hipoteses foram assumidas na proposi¢cao do modelo:

1. O modelo de mistura completa modela satisfatoriamente as reacdes de ambos

os reatores, em termos de variagdo da Demanda Bioquimica de Oxigénio
(DBO);

2. Os parametros de rendimento de ambos os reatores variam em fungdo da

concentragdo de matéria organica presente nos reatores, em cada instante de

tempo.

Os objetivos especificos sao:



- Propor modelos matematicos na forma de um sistema de EDOs (Equagdes
Diferenciais Ordinarias) para a descricdo da concentragdo da DBO em sistemas de
reatores;

- Implementar computacionalmente a solucao do sistema de EDOs;

- Analisar o desempenho dos modelos na tarefa de descrever as variagdes da
concentragdo de DBO obtida nos experimentos de (Sezerino (2006));

- Determinar os parametros de rendimento do sistema de reatores;

- Utilizar o modelo e os parametros obtidos para simular o funcionamento do

sistema de reatores sob diferentes condigdes de carregamento.
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2. REFERENCIAL TEORICO

O esgoto ¢ produzido, tanto em residéncias familiares quanto em industrias.
Algumas dessas empresas possuem tratamento proprio para seus residuos. Ja para as
residéncias familiares, nas cidades, onde ha rede de saneamento basico, existe tratamento
de esgoto.

A principal fonte de poluicdo dos esgotos ¢ a matéria organica, pois consome
oxigénio dissolvido para sua estabilizagdo, em geral ¢ composta por proteinas (40% a
60%), carboidratos (25% a 50%), gordura e 6leo (8% a 12%) e ureia, pesticidas, metais e
outros (em menor quantidade) (SPERLING, 2005, p. 89).

A degradacdo da matéria organica ocorre por meio da grande populacdo de
bactérias presente no esgoto, sendo que as bactérias que consomem matéria organica com
oxigénio presente na massa liquida, sdo chamadas de aerobias. Enquanto as bactérias que
consomem a matéria organica sem a presenca do oxigénio da massa liquida, sdo chamadas
de anaerobias.

Para medir a quantidade de matéria orgénica presente no esgoto, pode-se utilizar
como pardmetro o consumo de oxigénio, dentre os testes, encontra-se o de Demanda
Bioquimica de Oxigénio (DBO) e Demanda Quimica de Oxigénio (DQO). A principal
diferenca entre ambas, ¢ que a DBO relaciona-se a uma oxidag¢do bioquimica da matéria
organica, realizada inteiramente por microrganismos, enquanto que a DQO corresponde
a uma oxidagdo quimica da matéria organica, obtida através de um forte oxidante.
(SPERLING, 2005, p. 94).

No processo de tratamento, o afluente € coletado através de uma rede de tubos e
canos interligados (rede de coleta) e conduzido até¢ uma Estacao de Tratamento de Esgoto
(ETE), onde ¢ feito um tratamento preliminar, com procedimentos fisicos, como grades
e/ou desarenadores (caixa de areia), com o objetivo de retirar sélidos grosseiros e areia.

Na sequéncia, entra em operagdo o tratamento primdrio, com o objetivo de
remover solidos em suspengdo sedimentaveis e solidos flutuantes. Nessa etapa, podem
ser utilizados reatores UASB (Upflow Anaerobic Sludge Blanket) reator anaerdbio de
fluxo ascendente e de manta de lodo, ou para pequenas populagdes, tanques sépticos. O
efluente ¢ depositado no reator, ficando a parte mais densa (lodo) no fundo, enquanto a
parte liquida, segue para o tratamento secundario.

De acordo com Sperling (2005):

O principal objetivo do tratamento secundario ¢ a remoc¢do da matéria
orgdnica. Esta se apresenta nas seguintes formas:
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e matéria organica dissolvida (DBO soluvel ou filtrada), a qual ndo ¢ removida
por processos meramente fisicos, como o de sedimentacdo, que ocorre no
tratamento primario;

®  materia organica em suspensdo (DBO suspensa ou particulada), a qual ¢ em
grande parte removida no eventual tratamento primario, mas cujos solidos de
sedimentabilidade mais lenta persistem na massa liquida. (SPERLING, 2005,
p- 273)

Ha diferentes procedimentos que podem efetuar o tratamento secundario, sendo
os mais comuns: lagoas de estabilizagao e variantes; processos de disposi¢ao sobre o solo;
reatores anaerobios; lodos ativados e variantes e reatores aerobios com biofilmes.

Apoés a passagem do esgoto pelo tratamento secundédrio, o mesmo pode ser
langado em rios, mares e solos, mas também pode receber um pds-tratamento, sendo os
mais comuns, aqueles com base no solo: irrigacdo, infiltracdo rapida, infiltragdo
subsuperficial e escoamento superficial. Caso a utilizagdo seja com base na agua, pode
ser utilizado o sistema de terras umidas construidas (wetlands).

Neste trabalho, sera destacada a utilizacdo de reatores, que de acordo com Pilloto
(2004, p. 43) “denomina-se reator todo tanque ou volume genérico que possibilita o
acontecimento de reagdes quimicas ou bioquimicas no seu interior”. Os reatores sdo
classificados de acordo com suas caracteristicas hidraulicas e de fluxo, ha quatro
principais modelos:

e Fluxo pistdo;

e Mistura completa;

e Fluxo disperso;

e (¢lulas em série e/ou paralelo;

Neste estudo, serd pesquisado o funcionamento de um reator de mistura completa,
no qual a concentragdo das substancias ¢ considerada homogénea, ou seja, a concentragao
em cada ponto do reator ¢ a mesma e o sistema de digestdo serd considerado anaerobio.

Os reatores de mistura completa possuem um bom custo beneficio em sua
operacdo, mas pode ser desenvolvido um pods tratamento de seu efluente, pois segundo
Sousa et al. (2004) os niveis de alguns tipos de nutrientes e organismos patogénicos,
precisam ter um novo tratamento antes de serem depositados na natureza. Entre os
sistemas utilizados com base no solo ou 4gua para o pos tratamento de esgoto, o reator do
tipo wetlands mostra-se uma opcdo significativa, pois apresenta baixo custo de
manuten¢do operacional, ndo apresenta consumo de energia elétrica e ndo utiliza produtos

quimicos, laqueli (2016).
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Wetlands ¢ uma palavra de origem inglesa, que traduzida para o portugués

significa terra imida. De acordo com Philippi e Sezerino (2004):

“pode ser definido como um ecossistema de transi¢do entre ambientes terrestre
e aquaticos. Sdo areas inundaveis (zonas imidas) onde inumeros processos €
agentes (animais, plantas, solo, luz solar ...) interagem, recebendo, doando e
reciclando nutrientes e matéria organica, continuamente. Estes nutrientes,
servem de suporte de macro ¢ micro espécie de organismos fotossintetizantes
que convertem compostos inorganicos em compostos organicos (biomassa
vegetal), utilizada direta ou indiretamente como alimento para animais e

microrganismos.” (PHILIPPI; SEZERINO, 2004, p. 14)

Para cada um dos reatores, sera considerado o balango de massa, proposto por

Sperling (2007):

Taxa de variacao
da concentragao = |taxade | + |taxade |+| taxade

no reator entrada produgdo| | consumo

taxa de

saida

Modelado pela equacgao (1):

dc
V.E=Q.CO—Q.C+ V-1V

C: concentragdo da substancia (mg//);

Co: concentracao inicial (mg/l);

Q: vazao (m*/dia);

V: volume do reator (m°);

rp: taxa de reacdo de produ¢do de composto (mg/l-dia);
re: taxa de reacdo de consumo do composto (mg/[-dia);

t: tempo de detengdo do residuo (dia).

(1)

Um modelo de balango de massa para wetlands, descrito em Kadlec e Wallace

(2008), utiliza uma equagao diferencial considerando a area do reator, taxa de evaporagao,

precipitacao fluviométrica, entrada e saida de agua, entre outros. A simplificacdo desse

modelo — desconsiderando a evaporacao e a precipitagao - tornam o modelo semelhante

aquele descrito pela equacao (1).
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Em Borges et al. (2018), foi simulado o funcionamento de um reator considerando
a taxa reacdo variavel, utilizando uma fun¢do polinomial de segundo grau e uma func¢ao
exponencial. Diante dos resultados, verificou-se que o modelo utilizando a fungao

exponencial, apresentou melhor coeficiente de determinagao.
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3. METODOLOGIA

No presente trabalho, serda modelado o balango de massa de um reator de mistura
completa anaerdbio acoplado com um reator do tipo wetlands, conforme ilustra a Figura

1.

Qe Q12

afluente ——m
c c

e
R1 V1 !

Figura 1 — Sistema de reatores em série: indice 1 e 2 para os reatores R; e R>
respectivamente

Fonte: Elaborado pelo autor

O balango de massa descrito na equag¢do (1), adaptado para modelar a
concentragdo (C) de uma substancia que passa pelo sistema de reatores, toma a forma de

um sistema de equagdes ordindarias, apresentado na equagao (2):

dt = QeCe — Q126 + 1p1V1 — 14V @

= Q1201 — Q20 + 1oV — 15,1,

Onde:

Q.: vazao de entrada no reator 1 (m*/dia);

C.: concentragdo de substancia na entrada (mg//);

R;: reator 1;

Vi: volume do reator 1 (m?);

Q12: vazdo de saida do reator 01 e vazao de entra do reator 2 (m*dia);

C: concentragdo de substancia de saida do reator 1 e de entrada do reator 2 (mg/l);
rp1: taxa de reacdo de produgdo de composto no reator 1 (mg/l-dia);

re1: taxa de reacao de consumo do composto no reator 1 (mg/l-dia);

R>: reator 2;
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V>: volume do reator 2 (m?);

0:: vazao de saida do reator 2 (m*dia);

C>: concentracdo da substancia de saida do reator 2 (mg/l);

rp2: taxa de reacdo de produgdo de composto no reator 2 (mg/l-dia);
re2: taxa de reagdo de consumo do composto no reator 2 (mg/l-dia);,

t: tempo de detencdo do residuo (dia).

Como os coeficientes do sistema da equacao (2) podem ser variaveis, as solugoes
analiticas tornam-se inviaveis, sendo necessaria a utilizacdo de métodos numéricos. Neste
trabalho, a solugdo proposta foi obtida utilizando o Método de Runge-Kutta (Barroso et
al. (1987)), com a respectiva analise de precisdo (erro). O software livre SCILAB foi
utilizado para a implementagao computacional do método de solugao.

Pelo problema proposto, foi preciso resolver o problema direto ¢ o problema
inverso:
Quanto se deseja encontrar os efeitos resultantes a partir do conhecimento das
causas, trata-se de um Problema Direto. Por outro lado, quando se deseja
encontrar as causas desconhecidas, através de observacdes dos efeitos desse
fendmeno, trata-se de um Problema Inverso. (CERVI, 2009, p. 69, grifo do
autor)

Ou seja, a partir dos dados do fendmeno da natureza e um modelo matematico

proposto, serdo determinados os pardmetros que melhor descrevem a situagao.
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4. DADOS EXPERIMENTAIS

Os dados de Sezerino (2006), referem-se a uma sequéncia de reatores em série,
composta por: lagoa anaerobia em escala real, lagoa facultativa e wetlands em escala

piloto, mostrada na Figura 2:

Lagoa anaercbia

| N} i f
. Aﬁhﬂ de Peiira

=

Figura 2 — Sequéncia de reatores

Fonte: Sezerino (2006)

Os objetivos de Sezerino (2006) sdo bem mais amplos do que os do presente

trabalho:

- aplicar e avaliar o filtro plantado com macréfitas de fluxo horizontal como
unidade de polimento de efluente de lagoa facultativa de tratamento secundario
de esgotos domésticos, sob condigdes climaticas do sul do Brasil;

- identificar a potencialidade do filtro plantado na remocdo de solidos
suspensos presentes no efluente de lagoas facultativas de tratamento
secundario de esgotos domésticos;

- correlacionar as cargas organicas afluentes ao filtro plantado com a dinamica
do fluxo hidraulico no macigo filtrante;

- obter parametros de dimensionamento e operagdo para os filtros plantados
com macrofitas de fluxo horizontal pos-lagoa facultativa, empregados sob
condigdes de clima subtropical,

- identificar a dindmica de manejo das macroéfitas utilizadas na unidade de
tratamento, desde o plantio até a poda. (SEZERINO, 2006, p. 80)

O volume da Lagoa Facultativa (considerado reator 01 neste trabalho) ¢ de

17,48 m?, e do wetlands (reator 02) 0,6 m*. A vazao aplicada semanalmente em ambos

foi 5,81 m?.

As amostras de efluente a afluente foram realizadas uma vez por semana, no

horario das nove horas da manha, de janeiro de 2004 a junho de 2005.



17

Em Sezerino (2006) foram medidas diversas variaveis tais como o pH, SS,
NHa4-N, PO4-P e Coliformes totais. No presente trabalho foram utilizados apenas os dados

referentes a DBO, mostrados na Figura 3.

DBk ()

10 40 41 42 43 44 45 45 47 48 49 S0 51 52 53

1 2 3 4 5 & 7 9 1001 1213 1415 06 17 I8 19 20 20 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32 33 34 35 36 37 38

Amostragens (Periodo: janeire/2004 a junho/2005)

| —— afhiente da L Anaerdbiz —s— efinente da L. Facultativa —— effuemte do FPLIH

Figura 3 — Dados de DBO

Fonte: Sezerino (2006)

Foram retirados os dados da Figura 3 para trabalhar nos ajustes do modelo
matematico proposto, com isso, imprimindo a Figura 3 e utilizando uma escala, foi
possivel determinar os valores correspondentes a cada intervalo (semana),

disponibilizado na Figura 4:



300

1 @ o e E. L Ana=mbia
] # # % E.L. Facultaticva
. + + +E.doWetlands
250 | .
&
4 [ ]
. «*
1 e *
200 . e
{ e* o o M *
— . . * . ®
ED . . * *
=150 ¢ . . ™ .
2 L * l*
@ )l #* ** o, *, . .
* 8 L ] *
] . . *5"  o
100 - . . * .
1 e . . - * *
* . 1 e s * . ++
E *
+y 4 R
50 - * gy
% £* * +++ "
*
i i + *4 #% ¥ + +
¥ ¥ ot Tt +
S ++ 47 +, t
o T T T T T T T T T T T
o 5 10 15 0 25 30 as 40 48 50 55 80

Tempo (semanas)

Figura 4 — DBO de entrada e saida do primeiro e segundo reator

Fonte: Adaptado de Sezerino (2006) pelo autor



19

5. MODELO MATEMATICO E SOLUCAO NUMERICA

A discussao do modelo matematico envolve principalmente a funcdo que
representa a taxa de rea¢do dos reatores. Para isto, foi simulado o modelo matematico
proposto utilizando diferentes funcdes para representar a taxa de reagdo. A condicao de
entrada para o sistema de equacdes diferenciais ordinarias (EDOs), foi ajustada com uma

funcdo polinomial do oitavo grau, realizando um ajuste linear.

Na resolucao do sistema de EDOs foi utilizado os Métodos Numéricos de Runge-
Kutta (RK). Para a determinacdo dos parametros na solu¢do do Problema Inverso (PI) foi

adotado o Método de Procura em Rede.

5.1 MODELO MATEMATICO

O modelo disponivel na equagao (2) foi reescrito na forma da equacao (3), com
um termo genérico de reacao ri(t)=(rp-rc), com i=1,2, ja que ndo sdo conhecidos os dados

experimentais das taxas de reacdo de produgdo e consumo de matéria organica.

a6 _ =2 C,(0) — t

dt V (1) 3)
dc, Qi Q

@ v, Ty, Rl

Os valores da DBO do efluente da Lagoa Anaerdbia de Sezerino (2006) foram
utilizados como valores de entrada, fun¢do Ce(?) na equacao (3). Os dados experimentais
da DBO referentes ao Efluente da Lagoa Facultativa e da saida do wetlands, ambos de
Sezerino (2006), foram utilizados neste trabalho, como dados para verificagdo do modelo,
comparados aos valores de DBO calculada na saida dos Reatores 01 e 02,

respectivamente.

Para simular o funcionamento do sistema de reatores, foram alteradas as funcdes
ri(t) com i = | e 2, e determinados seus pardmetros, considerando as seguintes

possibilidades:
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Fungdo constante: considera que ndo ha variacdo na taxa de reagao.

r;(t) = k;,comk; € R 4)

Funcao afim: considera que a taxa de reagdo ¢ proporcional a DBO.

T'i(t) = aiCi + bi,com a;, bi ER (5)
Fungdo exponencial: considera a taxa de reacdo varia exponencialmente em

relacdo a DBO.

r;(t) = a;ebi¢,coma;, b; € R (6)
Funcao logaritmica: considera que a taxa de reagdo varia logaritmicamente em

relagdo a DBO.

r;(t) = b;log(a;C;),coma;, b; € R (7)

O modelo matematico proposto refere-se a apenas dois reatores, com isso, oS
valores de DBO referente a Lagoa Anaerdbia, foram utilizados como condigao de entrada
de matéria organica no primeiro reator, apresentados na Figura 4. Para determinar uma
funcao que simulasse esses dados, foram ajustados os coeficientes de fungdes polinomiais
de diferentes graus.

Para transformar os dados experimentais de entrada em uma fun¢ao continua Ce(2)
foi implementado o ajuste dos pardmetros de funcdes polinomiais, utilizando o Método
dos Minimos Quadrados. Nesse método, considera-se um conjunto de pontos (¢, Cep)

com p=1,2,3,...,n > 2 e uma funcdo polinomial de grau & :
Co(t) = ag + astt + ayt? + -+ a,t* (8)

Substituindo os valores de #, e Cep, na equagdo (8) obtém-se um sistema de
equagdes lineares, onde as incognitas sdo os coeficientes a; , onde j=0,1,2,...k, escrito na

forma matricial, toma a forma da equagao (9).

/1 t, t2 .. tf\ ay /Cel\

[ 1 ty t22 té( | aq [ Cez |
1tz t2 . ¢h||%]|= kceg | 9)
1 t t;% tk/ Ak Cep/
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Ou A - x = Ce. (10)

Onde A ¢ a matriz dos coeficientes, x ¢ o vetor das incognitas e Ce 0 vetor dos

termos independentes.

O sistema da equagdo (10) ndo tem solugdo, pois o numero de exigéncias (linhas)
¢ superior ao numero de incognitas, porém multiplicando-o pela matriz transposta de A,
AT, pode-se torna-lo quadrado e com solugio tinica, pois ATA possui inversa, ja que é

uma Matriz de Vandermonde, na qual as linhas sdo linearmente independentes
AT-A-x =AT-Ce (11)

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (11) por (AT - A)! obtém-se a

solucao, dada pela equagao (12).
x =(AT-A)! -AT-C. (12)

A anélise da qualidade do ajuste polinomial foi realizada utilizando o coeficiente

de determinacao R? (equagdo 13).

Ea(Cei=Ce)
R2 = 1 — Zi=1iwei vei) 13
2?=l(cei_cem)2 (13)
n_c
Onde C,, == :l °? o valor médio dos Ce,y -

A anéalise da equagdo (13) indica que se R? é menor e proximo de 1, a razdo entre
os quadrados das diferengas ¢ proximo de zero e, portanto, a fun¢do ajustada descreve a
dispersdo de pontos.

Foram realizados ajustes com diferentes fun¢des polinomiais, cujos resultados sdo

apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Coeficientes de determinacdo de acordo com o grau do polindmio

Grau 4 5 6 7 8 10
R? 0,2329 0,5157 0,5207 0,5381 0,6012 0,6076

Fonte: Elaborado pelo autor

Como mostra a Tabela 1, ndo houve melhoras significativas no coeficiente de

determinagdo a partir do oitavo grau, o que justifica a escolha da (equagao 14) (cujos
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parametros sdo apresentados na Tabela 2) para simular os dados de entrada, ambos

mostrados na Figura 5.

C.(t) = ap + ait + ayt? + ast3 + ast* + ast® + agt® + a,;t” + agt® (14)
= E & & @& \faloresreais
260 o . Curva ajustada
240
220 —-
200
% 180
E
160
140 -
120
100
a0
&0 T T T T T T T T T T T
o il 10 15 20 25 a0 35 40 45 an a5 G0
Figura 5—Dados de entrada ajustados
Fonte: Elaborado pelo autor
Tabela 2 — Coeficientes do polindmio de 8° grau
23,18 | 116,47 | -30,32 | 3,661 | -0,246 | 0,0096 | -0,0002 | 26*107 | 1*10°1°

Fonte: Elaborado pelo autor

5.2 SOLUCAO NUMERICA

O periodo de tempo que foi utilizado na resolucdo numérica do problema direto

foi o intervalo de 1 a 52 semanas (periodo de dados apresentado na Figura 3,

compreendendo as amostragem de janeiro de 2004 a junho de 2005).

Para a resolucao da equagdo (3), foi analisado o tempo computacional para

execugdo do problema direto, com os métodos de Runge-Kutta até a quarta ordem, visto
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que esse tempo deve ser reduzido, considerando as varias execu¢des do PD no Problema
Inverso.
Dada uma equagao diferencial ordindria com uma condicao inicial:

dc_ . .
FERANR (15)
C(to) =Gy

Se nao for possivel resolvé-la analiticamente, podemos usar os métodos
numéricos, destacando os métodos de Runge-Kutta, encontram-se em Barroso et al.

(1987).

O método de Runge-Kutta de primeira ordem, também conhecido como método

de Euler, considera:

C1 = Co + hf (£, Co) (16)

Com h = t; — t,, distancias entre os pontos t; do intervalo de solugao.
De modo geral, a equag@o pelo método de Euler é:

Civ1 = Ci+ hf(t, C;) (17)

Para o método de Runge-Kutta de segunda ordem, também chamado de Euler

Modificado, t€ém-se:

ki = (&, C)

h h
ky = f(ti+5,Cit 5 k) (13)
Civ1 = C; + hk;

Ha diferentes formatos para o método de segunda ordem de RK.

Para o método de terceira ordem de RK, tém-se a seguinte discretizagao:
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h h

<ks = f(t; + h,C; + 2hk, — hk,) (19)
h

(Civ1 =Ci + g(k1 + 4k, + ks3)

E o método de R.K. de quarta ordem ¢:

(ky = f(t, C)
h h
kz :f(tl +§,Ci +Ek1)
h h (20)
{k, =f(tl- +3.6 +Ek2)
k4 = f(tl + h,Cl' + hk3)
h
kCi_|_1 = Ci + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4)

Para a anélise de malha, o problema direto foi executado com a taxa de reagao »
constante para cada numero de pontos n de cada malha m=1, 2, 3, ... §1. Com a malha
inicial m = I de 53 pontos, acrescentado 13 pontos para a malha posterior. Em cada
execugdo foram escolhidos os tempos ¢ = 13, 25 e 37 semana, para o calculo das

diferengas percentuais médias, D, de acordo com a equagdo (21).

C(tj)m+1 —C(t])m
C(tj)m+1

D, = gzjr:l( ) «100 < 0,001 1)

Onde,

m
C(tj) ¢ a DBO no tempo # para a malha m, mg/l;

t; € otempo 13, 25 ou 37;
m € o numero da malha.

A diferencga percentual 0,001 % foi arbitrada, considerando o valor maximo da
DBO, que ¢ de 280 mg/I. Isso significa que o erro maximo, devido a escolha de malha, €
da ordem de 0,0028 mg/l, o qual ¢ menor que a incerteza das medidas efetuadas nos dados
experimentais de Sezerino (2006), onde a média do efluente da lagoa anaerobia foi 151,13

mg/l com desvio padrdo de 50,62 mg/l; média do efluente da lagoa facultativa 109,44
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mg/l e desvio padrao de 60,17 mg/l; média do efluente do wetlands 42,29 mg/l com desvio
padrdo de 24,01 mg/l. Com um erro padrdo maximo de 10 mg/1.

A Tabela 3 apresenta os numeros de pontos minimos para a condi¢cdo dada na
equacdo (21) e os respectivos tempos de execucdo computacional, para os quatro métodos

numeéricos considerados.

Tabela 3 — Comparagdo entre os Métodos Numéricos

M¢étodo Numérico Euler R.K. 2 R.K.3 R.K. 4
Numero de pontos 599 560 560 560

Tempo computacional
0,022 0,022 0,028 0,034
(segundos)

Fonte: Elaborado pelo autor

Os métodos testados ndo apresentam diferencas significativas no tempo de
execucdo, provavelmente devido a simplicidade das equag¢des do Problema Direto. O
M¢étodo de Euler exigiu a maior malha — e por isso poderia ser mais lento -, porém a
discretizagdo das equacdes diferenciais possui menos operagdes do que os demais,
explicando o reduzido tempo de execugdo computacional. Considerando o tempo de
execu¢do, qualquer um dos métodos poderia ser usado no Problema Inverso, com
rendimento semelhante. Assim, adotou-se a malha de 560 pontos e 0 Método de Runge-
Kutta de segunda ordem para a resolugdo do Problema Inverso, pois para esse método a

malha € menor do que para o Método de Euler.

Para a solucdo do sistema apresentado na equacao (3), solugdes analiticas podem
se tornarem invidveis, dependendo das funcdes r(z) e Ce(t). Devido a resolucao do
Problema Inverso (PI), torna-se adequado utilizar o Método Numérico com menor tempo
de execucao computacional. Apos a escolha do método numérico da Tabela 3, o PI foi
resolvido utilizando o Algoritmo de Procura em Rede, Borges ef al. (2018), com os

seguintes passos (para a estima¢do de dois parametros a e b):

a) Determinar os intervalos de existéncia de solu¢ao dos coeficientes a = [@min, dmax]

eb= [bmin,bmax];



b)

d)
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Dividir o intervalo a em n partes, com n+1 pontos, obtendo o vetor A(i) com
i=1,2,3,..n+1;eointervalo b em m partes, com m+1 pontos, obtendo o vetor

B(j) com;j=1,2,3,4, .., m+1.

Com a Eq. 3, calcular Ci(?), para k = 1, 2; usando o par x = (A(i), B(j)) como
coeficientes. Encontrar a diferenca d; entre os dados reais Cy € os resultados Ck(?);

di=| City) - Caty) |, 1=1,2,3, ..., 5, sendo s o nimero de dados experimentais.

Executar o programa incrementando i no passo ¢ até¢ n + 1, para cada i, faz-se j

variar de 1 até m + 1.

Encontrar o menor erro Ej;; correspondente ao par (a(i),b(i)), entre os valores

calculados (n +1)(m + 1).

O par encontrado no passo e, representa os pardmetros 6timos para o modelo

matematico.
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6. ANALISE DA APLICACAO DO MODELO

Uma breve descri¢do da aplicacdo do Método de Procura em Rede e a discussao
sobre a eficiéncia do modelo proposto na tarefa de descrever os dados experimentais sao

apresentadas nesse capitulo

6.1 SOBRE O PROBLEMA INVERSO

O M¢étodo de Procura em Rede foi aplicado com parti¢ao de 201 pontos para cada
parametro a e b das fungdes rendimento r(z). Cada execugdo computacional utilizou em
torno de /1,2 s, com malha de 560 pontos e PD resolvido pelo Método de R.K. de segunda

ordem.

Para cada execugao do PI, o aumento no nimero de divisdes dos intervalos, além
de 201 divisdes, ndo implicou em melhoria do coeficiente de determinacdo, com isto
foram adotados os resultados descritos no item 6.2. Devido ao Método de Procura em
Rede ser sub-6timo, deve-se considerar a possibilidade de que existem outras solugdes,
porém, pelos testes realizados, ndo devem apresentar parametros muito diferentes dos

encontrados nesse trabalho.

6.2 SOBRE A EFICIENCIA DO MODELO PARA PREDIZER OS DADOS
EXPERIMENTAIS

Para verificar o comportamento do modelo perante os dados, foi variada a fungao

r(t) do sistema de equacdes (3).

I - Considerando a fungdo r(?) uma funcdo constante, r(t) = k,comk € R,

foram obtidos os resultados apresentados na Figura 6 e Tabela 4:
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Figura 6 — Taxa de reag@o constante

Fonte: Elaborado pelo Autor

Tabela 4 — Parametros determinados, fun¢ao constante

REATOR 01 REATOR 02
k, minimo 0 k, minimo 0
k, maximo 5 k, maximo 12
k, 6timo 1,025 k, 6timo 9,06
Numero de divisoes 201 Numero de divisoes 201
Coeficiente de determinacdao | 0,3191 | Coeficiente de determinagdo | 0,3518

Fonte: Elaborado pelo autor
O aumento no nimero de divisdes, ndo apresentava melhoras significativas no
coeficiente de determinagdo. Este por sua vez, manteve-se baixo, mas visualizando

graficamente, as curvas solu¢des possuem uma tendéncia de acompanhar o movimento

dos dados reais.

IT - Considerando a fungdo r(t) = aC(t) + b,com a,b € R, foram obtidos os

resultados apresentados na Figura 7 e Tabela 5.
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Figura 7 — Taxa de reagdo variavel, utilizando funcao afim
Fonte: Elaborado pelo autor
Tabela 5 — Valores encontrados para funcao afim
REATOR 01 REATOR 02
a, minimo -1 a, minimo -1
a, maximo 1 a, maximo 1
a, 6timo -0,04 a, 6timo 0,08
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
b; minimo 0 b, minimo 0
b; maximo 10 b, maximo 10
b; 6timo 5 b, 6timo 6,2
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
Coeficiente de determinag¢dao | 0,3339 | Coeficiente de determinagdo | 0,3868

Fonte: Elaborado pelo autor
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Nesta simulagdo, foi obtido o melhor coeficiente de determinagdo, comparando

com as simulacdes I, IIT e I'V.

IIT - Considerando a fung¢ao »(¢) uma fun¢do exponencial:

r(t) = aeb€® coma,b € R, foram obtidos os resultados apresentados na Figura 8 e

Tabela 6.
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Figura 8 — Taxa de reagdo variavel, fungdo exponencial

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 6 — Parametros encontrados para fung¢do exponencial

REATOR 01 REATOR 02
a, minimo -1 a, minimo -1
a, maximo 1 a, maximo 1
a, 6timo 0,08 a, 6timo 0,44
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
b; minimo 0 b, minimo -1
b; maximo 1 b, maximo 1
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b, 6timo 0,02 b, 6timo 0,08
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
Coeficiente de determinacdao | 0,3002 | Coeficiente de determinagdo | 0,1665

Fonte: Elaborado pelo autor

A simulacdo com a func¢do exponencial apresentou o menor coeficiente de

determinacao de todas as funcgoes avaliadas.

IV - Considerando a fungao »(?) uma funcao logaritmica:

r(t) = b *log(a x C(t)),coma,b € R, foram obtidos os resultados apresentados na

Figura 9 e Tabela 7.
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Figura 9 — Taxa varidvel, fungdo logaritmo

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 7 — Coeficientes encontrados para fungdo logaritmo

REATOR 01 REATOR 02

a, minimo 0 a, minimo 0
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a, maximo 3 a, maximo 5
a, 6timo 1,68 a, 6timo 2,7
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
b; minimo 0 b, minimo -10
b; maximo 10 b, maximo 10
b; 6timo 0,2 b, 6timo 2
Numero de divisoes 51 Numero de divisoes 51
Coeficiente de determinacdo | 0,3174 | Coeficiente de determinagdao | 0,3639

Fonte: Elaborado pelo autor

A simulagdo com a funcdo logaritmica ficou com coeficiente de determinacao

entre as func¢des constante e fungao afim.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Analisando os resultados apresentados pode-se considerar que:

a) Hauma grande dispersao dos dados experimentais, provavelmente ocasionada por
variaveis ndo contempladas no modelo, tais como chuva, temperatura, umidade
do ar, radiagao solar, entre outros;

b) As curvas de DBO geradas pelo modelo ndo descrevem em detalhe essa dispersao
dos dados, mas descrevem a tendéncia desses de modo geral. Talvez, em
experimentos em que aquelas variaveis mencionadas em (a) fossem monitoradas,
houvesse uma melhor descri¢ao dos dados experimentais;

c) As curvas de DBO geradas pelo modelo mostram uma certa coeréncia
(semelhanga) entre as condi¢des de entrada do primeiro reator, e as condi¢des de
saida do segundo reator.

d) Percebe-se que comparando a taxa de reagdo constante, Tabela 4, com a taxa de
variacdo variavel, Tabela 5, os coeficientes de determinagdo da taxa de reagao
ajustada por uma funcdo afim, apresentam alguns décimos melhores, ou seja,
pode-se atribuir a taxa de reacdo variavel de acordo com a concentracdo da

substancia.

De modo geral, mesmo com as limitacdes mencionadas, o modelo mostrou-se
eficiente, como uma primeira tentativa de descrever o sistema de reatores. Futuros
trabalhos podem considerar tanto o melhoramento do modelo, incluindo os termos de
evaporacao e infiltragcdo no reator wetlands, como a obten¢ao de dados experimentais sem

influéncia de fatores ndo considerados no modelo.
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