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RESUMO

Este trabalho é fruto da pesquisa desenvolvida na realização do projeto intitulado ”Ano-
malias Termodinâmicas, Dinâmicas e Estruturais em Potenciais Cont́ınuos”. Sabemos
que a água é uma substância fundamental para a vida, ela é encontrada em meios intra e
extracelulares, atuando como solvente universal. A compreensão das suas propriedades é
um passo essencial para entendermos os processos biológicos relacionados a manutenção
da vida. Ao analisar um copo com água e gelo, podemos perceber que o gelo, estado sólido
da água, flutua na água, estado ĺıquido. Este exemplo, mostra o comportamento anômalo
da água, o qual classificamos como anomalia na densidade. A anomalia da densidade
acontece devido a competição entre duas escalas que água pode possuir, uma de baixa
densidade e outra de alta densidade. O objetivo deste trabalho foi de aplicarmos duas
técnicas para determinar a existência de anomalia na densidade, em uma amostragem
de mistura heterogênea, de água e siĺıcio. Tanto a água e o siĺıcio apresentam anoma-
lia na densidade, quando são analisados individualmente. Ao efetuarmos uma mistura
heterogênea entre essas duas substâncias, qual será o comportamento da anomalia na
densidade? Para respondermos essa problemática, utilizamos simulação computacional
utilizando o método de Dinâmica Molecular no ensemble NVT e controlamos a tempe-
ratura através do termostato de Nosé-Hoover. A Dinâmica Molecular é um método de
simulação que calcula a movimentação das moléculas individuais – as posições e mo-
mentos das part́ıculas são descritas pelas equações de Newton. Constrúımos um sistema
utilizando dois tipos de part́ıculas, água e siĺıcio. Quando realizado a mistura, o siĺıcio
tem a função de soluto e a água tem a função de solvente. O potencial de interação
entre as part́ıculas de água e as part́ıculas de siĺıcio é um potencial cont́ınuo efetivo de
duas escalas, proporcionando anomalia na densidade. Já o potencial de interação entre
as part́ıculas de água e de siĺıcio é o potencial cont́ınuo efetivo de uma escala, proporci-
onando assim a ausência de anomalia na densidade. Para verificarmos a existência das
anomalias nesta mistura, utilizamos as técnicas de função de distribuição radial e o do
diagrama de fase pressão-temperatura. Após efetuarmos as análises, podemos concluir
que ambas as técnicas de análises de dados são eficientes em demonstrar a existência ou
não da anomalia na densidade. Desta forma, ambas as técnicas demonstraram coerência
nos resultados obtidos.

Palavras chaves: Dinâmica molecular. Anomalias da água. Ensemble NVT. Função da
distribuição radial.



ABSTRACT

This work is the result of the research carried out in the realization of the project titled
“Thermodynamic, Dynamic and Structural Anomalies in Continuous Potentials”. We
know that water is a fundamental substance for life, it is found in intra and extracellular
media, acting as a universal solvent. Understanding their properties is an essential step
in understanding the biological processes involved in maintaining life. When analyzing
a glass with water and ice, we can realize that the ice solid state of the water, floats
in the water, liquid state. This example shows the anomalous behavior of water, which
we classify as anomaly in density. The density anomaly happens due to the competition
between two scales that water can possess, one of low density and one of high density.
The objective of this work was to apply two techniques to determine the existence of
density anomaly in a heterogeneous mixture of water and silicon. Both the water and the
silicon present anomaly in the density, when they are analyzed individually. When we
make a heterogeneous mixture between these two substances, what will be the behavior of
the anomaly in the density? To answer this problem, we used computer simulation using
the Molecular Dynamics method in the NVT ensemble and controlled the temperature
through the Nosé-Hoover thermostat. Molecular Dynamics is a simulation method that
calculates the motion of the individual molecules the positions and moments of the parti-
cles are described by Newton’s equation. We built a system using two types of particles,
water and silicon. When the mixture is made, the silicon has the function of solute and
the water has the function of solvent. The interaction potential between water particles
and silicon particles is an effective continuous potential of two scales, providing anomaly
in density. Already the interaction potential between water and silicon particles is the ef-
fective continuous potential of a scale, thus providing the absence of density anomaly. To
verify the existence of the anomalies in this mixture, we use radial distribution function
techniques and the pressure-temperature phase diagram. After analyzing, we can con-
clude that both techniques of data analysis are efficient in demonstrating the existence
or not of the density anomaly. Thus, both techniques demonstrated consistency in the
results obtained.

Keywords: Molecular dynamics. Water anomalies. Ensemble NVT. Radial distribution
function.
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1. INTRODUÇÃO

A água é uma substância fundamental para existência da vida. Este ĺıquido preci-

oso é encontrada nos meios intra e extra celulares, atuando como um solvente fundamental.

O entendimento das suas propriedades é um passo essencial para entender os processos

biológicos relacionados na manutenção da vida. Além disso, também é ecologicamente

aceitável para processos industriais [2, 3].

Para diversos tipos de sólidos e ĺıquidos o volume aumenta à medir que a tempe-

ratura cresce, fenômeno causado pela dilatação térmica, o qual comportamento é consi-

derado normal. No entanto, existem outras substâncias, como a água, śılicio e śılica, o

seu volume diminui com o aumento da temperatura, tendo um comportamento anômalo.

Como o fenômeno está relacionado com o volume, ou seja, com densidade da água, cha-

mamos este comportamento de anomalia na densidade. Para explicar esse fenômeno,

precisamos conhecer a estrutura f́ısica da água.

Apesar de ser um ĺıquido importante, a água é uma das menores moléculas da

natureza, composta somente por um átomo de oxigênio e dois de hidrogênio, veja a

Fig. 1.1(a). Na atualidade, são conhecidos setenta e quatro comportamentos anômalos da

água. Acredita-se que tais comportamentos estejam ligados à sua estrutura tetraédrica,

que é composta de quatro moléculas de água, conforme mostrada na Fig. 1.1(b). Para bai-

xas temperaturas e com pressão atmosférica as moléculas de água formam uma estrutura

tetraédrica, chamada de tetrâmero, com distâncias e ângulos bem definidos.

Ao aumentar a temperatura do sistema, acaba-se provocando uma quebra ou de-

formação das ligações de hidrogênio, permitindo que o número de primeiros vizinhos

aumente. Consequentemente, a rigidez da estrutura tetraédrica diminui, facilitando uma

aproximação das moléculas e assim provocando aumento na densidade. Portanto, observa-

se na Fig. 1.1(c), a existência de dois arranjos diferentes para as moléculas: um aberto,

onde os tetrâmeros formando ligações de hidrogênio, e um fechado onde os tetrâmeros não

formam as ligações. Estas configurações para estruturas tetraédricas podem ser modeladas

através de potenciais efetivos de duas escalas.

O que é uma anomalia na densidade? Usualmente, a maioria dos ĺıquidos possui

uma contração das moléculas com a diminuição da temperatura. No caso da água, sob

pressão de 1 atm, o fenômeno da contração somente ocorre a temperaturas maiores que

4oC. Em particular, nesta temperatura a água possui a sua densidade máxima, ou seja,

abaixo da temperatura de 4oC o volume da água só aumenta. Para diferentes pressões sob

as quais a água é submetida, a anomalia na densidade ocorre em diferentes temperaturas.

Qual é a ferramenta f́ısicas dispońıveis para analisar uma região que apresenta

anomalia na densidade? A anomalia na densidade da água pode ser mostrada por diversas
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(a) Polaridade da molécula de água. (b) Estrutura tetraédrica.

(c) Ligações de hidrogênio e Van Der Waals.

Figura 1.1: Estrutura das moléculas de água.

técnicas, no entanto, neste trabalho vamos demonstrar a função distribuição radial e o

diagrama de fases pressão-temperatura.

Este trabalho possui a seguinte estrutura: Caṕıtulo 2, fazemos uma ligeira in-

trodução ao método de simulação e apresentamos dois modelos de potenciais cont́ınuos.

No Caṕıtulo 3, realizamos um estudo bibliográfico na definição do conceito da função

distribuição radial. Logo em seguida, Caṕıtulo 4, mostramos o código fonte para realizar

calculo númerico da função distribuição radial e realizamos a análise f́ısica da função e do

diagrama de fases. E por fim, Caṕıtulo 5, mencionamos as considerações finais.



2. DINÂMICA MOLECULAR E MODELO

A Dinâmica Molecular [4] é um método de simulação com o objetivo de calcular o

movimento das moléculas, de uma maneira individual. Este método utiliza as Equações

de Newton para encontrar as posições e os momentos das part́ıculas a cada intervalo de

tempo.

ESQUEMA GERAL DA SIMULAÇÃO

A seguir, vamos ver os passos esquemático para realizar a simulação da Dinâmica

Molecular em um sistema contento número fixo de moléculas, o número de part́ıculas deve

ser o suficiente para atingir o equiĺıbrio termodinâmico, isto é, se aumentar o número de

moléculas o resultado final não terá modificações. Vejamos os passos:

1. Configurações iniciais a serem gera-

das: posições e velocidades, depen-

dendo da configuração inicial, pode

exitir uma estrutura de fluido ou uma

estrutura do estado sólido.

~ro = (xo, yo, zo),

~vo = (vxo , vyo , vzo);

2. Considerando ~Fi a força exercida e

U(~ri) o potencial de interação inter-

ratômica da i-ésima part́ıcula. As

forças exercidas sobre cada molécula

deve ser calculada por:

~Fi(t) = −~∇U(~ri). (2.1)

Logo, a aceleração de cada part́ıcula

será:

~ai(t) =
~Fi(t)

mi

.

3. Este método, utilizar o algoritmo de

Verlet para integrar as equações de

movimento, isto é,

~ri (t+ ∆t) = 2~ri(t)− ~ri (t−∆t) +

~ai(t)∆t
2,

~vi (t+ ∆t) = ~vi(t) + ~ai(t)∆t.

4. Verificar as condições de contorno;

5. Verificar a estabilidade do sistema;

6. Se não estabilizou o sistema,

incrementa-se o tempo e volta ao

passo do item (3);

7. Se o sistema estabilizou, as medi-

das são realizadas e incrementa-se

o tempo, retornando ao passo do

item (3).

O número de part́ıculas (N), o volume (V ) e a temperatura (T ) é um conjuto

de configurações que são considerado constante ao realizar a integração das Equações de

3
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Newton. Com estas grandezas fixas, constrúımos na simulação um ensemble canônico,

também bastante conhecido como ensemble NVT.

Para controlar a temperatura inicial do sistema utilizamos um banho térmico com

temperatura fixa. Este controle é realizado por termostato, na literatura possuem vários

termostato para realizar este procedimento. Nas simulações que realizamos foi utilizado

o termostáto de Nosé-Hoover, pois apresenta uma vantagem nos demais termostátos, este

é um método determińıstico. Ou seja, a temperatura é aumentada ou diminuida com a

diminuição ou aumento da velocidade das part́ıculas a cada passo de integração, com o

objetivo de ajustar a energia cinética do sistema até a temperatura de referência [5, 6, 7, 8].

CONFIGURAÇÃO DAS MOLÉCULAS

A amostra de água utilizada nas simulações chamamos de bulk, conforme mos-

tra na Fig. 2.1(a), para isso, devemos considerar uma amostra de água com condições

periódicas de contorno. Essa técnica, das condições periódicas de contorno, é utilizada

para remover os efeitos da superf́ıcie que qualquer amostra finita de matéria possa ter,

para reestabelecer a simetria de translação. De uma forma resumida, a condição de con-

torno é considerada uma molécula de água que deixa a caixa (ou amostra) de simulação

e acaba sendo substitúıda por nova molécula entrando pela face oposta da caixa, com

a mesma velocidade. Assim, o número de moléculas existentes na amostra é mantido

constante. Além disso, as part́ıculas da amostra interagem com as part́ıculas encontradas

nas amostras vizinhas [9].

No sistema inicial onde as simulações utilizam inicialmente, são composto com

moléculas de água e com moléculas de impurezas. As moléculas das impurezas possui o

mesmo diâmetro que as moléculas de água. O potencial de interação entre as impurezas

é examente o mesmo utilizado para as moléculas de água, um potencial cont́ınuo de duas

escalas. Porém, o potencial de interação entre as impurezas e a água é do tipo cont́ınuo

atrativo e com apenas uma escala.

Na Fig. 2.1(b) mostra o estado sólido utilizado na configuração inicial da simulação,

onde as part́ıculas escuras representão as moléculas de água, já as part́ıculas claras re-

presentam as moléculas de impurezas. Esta configuração inicial, não necessáriamente é

sempre do estado sólido, ela pode ter um estado ĺıquido para inicializar o sistema. As

impurezas podem ser qualquer tipos de part́ıculas, no entanto, nesta configuração foi

considerada part́ıculas do mesmo diâmentro das moléculas de água.

MODELO

Ao considerar um sistema de moléculas devemos afirmar como elas se comportam

uma com as outras. As part́ıculas do sistema acabam realizando diversas intensidades

de forças uma com as outras. Essas forças depende das distâncias entre as part́ıculas e
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(a) Amostra de água limitada pela caixa
preta, a qual chamamos de bulk.

(b) Estado sólido da configuração inicial
do sistema de part́ıculas, moléculas de
água e de impurezas.

Figura 2.1: Sistema de moléculas utilizada para inicializar a simulação.

são consideradas forças conservativas, ou seja, o trabalho realizado pelas forças somente

depende dos pontos inicial e final do movimento realizado. Essa situação, nos permite

associar as forças com um potencial de interação U(r), tal que a força pode ser obtida

através da Eq. (2.1),
~F = −~∇U(r).

POTENCIAL DE INTERAÇÃO CONTÍNUO DE UMA ESCALA

Um dos potenciais existente na literatura e que satisfaz a contições citadas anteri-

ormente, realizando uma força de atração e repulsão, é o potencial de Lennard-Jones:

U(r) = 4ε

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
. (2.2)

Onde: i) ε representa a profundidade do poço do potencial; ii) O diâmetro das moléculas

é represetado por σ.

A Fig. 2.2(a) ilustra o potencial cont́ınuo efetivo de uma escala. Essa escala do

potencial é chamada escala atrativa, devido a força ser atrativa no lado direito do mińımo

do poço. Essa escala possui alcance mais longas, a qual se considera nesta escala as

ligações de hidrogênio. As moléculas acabam ficando na escala atrativa quando possui

pouca energia, para se libertarem da força de atração.
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(a) Potencial cont́ınuo de interação, con-
tendo uma escala, conhecido como Poten-
cial de Lennard-Jones.

(b) Potencial cont́ınuo de interação, con-
tendo dusa escala, conhecido como Poten-
cial de Tereza H. Gordon.

Figura 2.2: Potenciais cont́ınuos de interação intermolecular.

Tabela 2.1: Parâmetros para o potencial em unidades de angstron e de kcal/mol.

Parâm. Valores Parâm. Valores Parâm. Valores Parâm. Valores
a 9, 056 c1 2, 849 w1 0, 253 h1 −1, 137
b 4, 044 c2 1, 514 w2 1, 767 h2 3, 626
ε 0, 006 c3 4, 569 w3 2, 363 h3 −0, 451
σ 4, 218 c4 5, 518 w4 0, 614 h4 0, 230

POTENCIAL DE INTERAÇÃO CONTÍNUO DE DUAS ESCA-

LAS

Um dos potenciais cont́ınuos com destaque entre vários existente é o potencial

encontrado pela Tereza H. Gordon em 1993 [10], o qual foi obtido através de dados

experimentais. A expressão é dad por:

U(r) = ε

[(σ
r

)a
−
(σ
r

)b]
+

4∑
j=1

hj exp

[
−
(
r − cj
wj

)2
]
. (2.3)

O primeiro termo do potencial é o potencial t́ıpico Lennard-Jones. O segundo

termo, é composto por quatro gaussianas centradas em cj. Os valores são dados na

Tabela 2.1 e o gráfico do potencial é mostrado na Fig. 2.2(b).

Figura 2.3: Potenciais cont́ınuos de duas escalas
genérico.
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A Fig. 2.3 ilustra um potencial cont́ınuo genérico com duas escalas, este modelo é

para exemplificar as escalas e a relação com as estruturas tetraédricas apresentada pela

água. Perceba as duas partes no potencial genérico: (a) a primeira escala do potencial

é chamada escala de curto alcance; e (b) a segunda escala é denominada escala atrativa.

A primeira escala representa as ligações de curto alcance que, no caso da água, são as

interações de “van der Waals”. Enquanto as ligações de longo alcance, que seria a segunda

escala do potencial (b) representa as ligações de hidrogênio. No mı́nimo local (a) da

Fig. 2.3, o octâmero da estrutura molecular encontrada na água, se localiza em um estado

de alta densidade. A transição para o mı́nimo absoluto, escala atrativa (b), localiza-se os

octâmentros de baixa densidade, esse processo acontece devido a diminuição da energia.

Com as duas estruturas formadas pelos tetrâmeros acabam levando a várias con-

seqüências. Uma delas acontece em baixas temperaturas, onde as moléculas ficam lo-

calizadas na parte atrativa do potencial. Assim, formando uma estrutura menos densa

quando comparadas com as moléculas com temperaturas elevadas, onde as part́ıculas

formam octâmeros mais compactos. A competição entre as estruturas de alta e baixa

densidades, isto é, entre competição entre as trocas das escalas do potencial, (a) e (b) da

Fig. 2.3, é responsável pela anomalia na densidade da água.

DETALHES DA SIMULAÇÃO

A simulação foi realizada utilizando o ensemble NVT, usando o Método de Dinâmica

Molecular com o Termostato de Nosé-Hoover. Foram utilizadas 512 part́ıculas em uma

caixa cúbica, com condições de contorno periódicas, interagindo com o potencial intermo-

lecular descrito pelas Eq. (2.2) e Eq. (2.3).

Todas as grandezas f́ısicas são expressas em unidades reduzidas e definidas como [11]:

T ∗ =
kBT

γ
(2.4a)

p∗ =
pr0
γ

(2.4b)

ρ∗ = ρr30 (2.4c)

Usamos as condições de contorno periódicas padrão juntamente com o algoritmo preditor-

corretor, foram usados para integrar as equações de movimento com um passo de tempo

dt = 0, 002 e o raio de corte do potencial de r∗c = 3, 5. As configurações iniciais foram

definidas em estado sólido e ĺıquido, o estado de equiĺıbrio, para ambos os casos, foi

alcançado após t∗eq = 1.200, que é de fato 600.000 passos. A partir desse momento as

quantidades f́ısicas foram armazenadas em intervalos de ∆t∗r = 1 durante t∗r = 1.200.

O sistema não é correlacionado depois de t∗d = 10, a partir da função auto-correlação

de velocidade. Um total de 50 amostras – todas descorrelacionadas – foram utilizadas

para obter a média das quantidades f́ısicas. A estabilidade termodinâmica do sistema foi
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verificada ao analisar a dependência da pressão com a densidade, pelo comportamento

das energias e também pela análise visual da estrutura final.



3. FUNÇÃO DA DISTRIBUIÇÃO RADIAL

FUNÇÃO DE ESTRUTURA

As estruturas moleculares que a água podem adquirir são da ordem de escala de

nanometros. Nestas escalas molecular podemos utilizar uma ferramenta muito conveniente

para sondar as estruturas destas escalas, a qual é chamada de “espectrisciouas”.

Está técnica pode ser compreendida da seguinte maneira: ao inicidir um feixe de

ondas planas sobre uma estrutura formada por uma série de planos paralelos, as ondas

irão refletir nos sucessivos planos e um padrão de interferência será produzido pelas ondas

refletidas. Desta forma, duas ondas sendo refletidas em dois planos separados por uma

distância d irâo sofrer interferência construtiva, apenas se a diferença de caminho entre

ambas for um número inteiro de comprimento de onda, isto é:

2d sin θ = ηλ. (3.1)

A Eq. (3.1) e a Fig. 3.1 mostram uma refleção de Bragg para uma famı́lia particular

de uma rede plana, separada por uma distância d, conhecido com a Lei de Bragg.

Figura 3.1: Uma refleção de Bragg para uma famı́lia par-
ticular de uma rede plana, separada por uma distância d.

O padrão de interferência irá mostrar uma série de picos, chamados de “picos de

Bragg” para valores do ângulo θ. Esse picos detectam as flutuações da densidade, com

periodicidade de λ/2 sin θ. A ausência de estrutura periódica no material irá se refletir

na ausência de picos ou estrutura no padrão de espalhamento. Desta forma, a Lei de

Bragg afirma que para sondar estruturas na escala espacial d devemos utilizar ondas de

comprimento espećıfico ou energias espećıficas (E = h̄c/λ).

Neste mundo nano, o fenômeno da difração nesta escala tem origem na interação

entre a radiação incidente e as moléculas alvo, descrita pela Mecânica Quântica. Con-

siderando |~k〉 autoestado da onda incidente e |~k′〉 autoestado da onda refletida, e se as

9
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moléculas incidentes interagem com o algo de forma suficientemente fraca, através do

potencial U , a taxa de transição de Fermi entre os estados pode ser calculado por:

〈~k|U |~k′〉 =

∫
e−i

~k·~xU(~x)ei
~k′·~xd3x

M~k,~k′ =

∫
e−i

~k·~xU(~x)ei
~k′·~xd3x,

onde U(~x) é o potencial de interação, responsável pelo espalhamento. Também, usamos

as funções 〈~x|~k〉 = ei
~k·~x não normalizadas.

O módulo quadrático das taxas de transição estão relacionadas com a seção de

choque ou seção de espalhamento diferencial:

dσ

dΩ
∼ 2π

h̄

∣∣∣M~k,~k′

∣∣∣2 . (3.2)

Para um sistema de moléculas o potencial de espalhamento é a soma dos potenciais

individuais criados por cada molécula do mesmo,

U (~x) =
∑
α

Uα (~x− ~xα) ,

sendo ~xα a posição da α-ésima molécula do sistema. Definindo ~Rα = ~x − ~xα, logo o

elemento de matriz do potencial pode ser escrito da seguinte maneira:

〈~k|U |~k′〉 =

∫
e−i

~k·~x

[∑
α

Uα(~x− ~xα)

]
ei
~k′·~xd3x

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

∫
e−i

~k·(~xα+~Rα)Uα(~Rα)ei
~k′·(~xα+~Rα)d3 ~Rα

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

∫
Uα(~Rα)e−i

~k·~xα−i~k·~Rα+i~k′·~xα+i~k′·~Rαd3 ~Rα

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

∫
Uα(~Rα)e−i[(

~k−~k′)·~xα]+i((~k−~k′)·~Rα]d3 ~Rα.

Fazendo ~q ≡ ~k − ~k′, temos:

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

∫
Uα(~Rα)e−i~q·~xαei~q·

~Rαd3 ~Rα

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

[∫
Uα(~Rα)ei~q·

~Rαd3 ~Rα

]
e−i~q·~xα .
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Fazendo,

Uα(~q) ≡
∫
Uα(~Rα)ei~q·

~Rαd3 ~Rα,

onde Uα(~q) é conhecido como fator de forma atômico, isto é, uma transformada

de Fourier do potencial. Logo,

〈~k|U |~k′〉 =
∑
α

Uα(~q)e−i~q·~xα . (3.3)

Por outro lado, ao considerar as moléculas do sistema fixas nas suas posições,

as relações anteriores dariam exatamente a seção de choque. Lembrando que todo sis-

tema possui uma pequena agitação térmica, isto é, as moléculsa não são completamente

estáticas. Elas se deslocam, à medida que passa o tempo, devido o efeito da temperatura

finita. Isso implicará na medida do sistema das moléculas, o qual o tempo de resolução das

medidas será muito maior que o tempo necessário para a relaxação térmica das part́ıculas.

Então, um evento de espalhamento detectado pela medida corresponderá a uma média

temporal sobre muitas posições das moléculas.

Como os potenciais de interação entre as moléculas de água são iguais para todo

o sistema de part́ıculas, isso faz a Eq. (3.3) se tornar:

〈~k|U |~k′〉 = Uα
∑
α

e−i~q·~xα ,

e a seção de choque, Eq. (3.2), torna-se

dσ

dΩ
∼ |Uα|2

〈∑
α,α′

e−i~q·(~xα−~xα′ )

〉
.

Para apenas depender das posições das moléculas encontradas no sistema, defini-

mos a função de estrutura:

I(~q) =

〈∑
α,α′

e−i~q·(~xα−~xα′ )

〉
. (3.4)

Considerando o sistema com N moléculas de água, esta função é tipicamente da ordem

N2. No entanto, se as posições forem aleatórias todos os termos terão as suas médias

nulas, exceto para α = α′. Neste caso, é válido para gases e para fluidos que atingem

o limite termodinâmico. Para um sistema intensivo da função de estrutura se obtem ao

normalizar, isto é:

S(~q) =
I(~q)

N
, (3.5)

esta função intensiva chama-se fator de estrutura, é a função mais comum utilizadas

para análise das estruturas de moléculas.
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FUNÇÃO DE CORRELAÇÃO DA DENSIDADE

Na seção anterior, vimos que a função de estrutura depende apenas das posições

das part́ıculas no sistema de moléculas. Nesta seção, vamos ver que ela está intimamente

relacionada com as correlações da densidade. O operador densidade de moléculas por

unidade de volume, na posição ~x é dado por:

η(~x) ≡
∑
α

δ (~x− ~xα) .

Este operador é para um sistema quântico, ou uma função do vetor posição para um

sistema clássico. Para um fluido isotrópico e homogêneo, que é o caso das moléculas de

água, a densidade média do sistema 〈η(~x)〉 no ponto ~x é independente de ~x, implicando no

resuldado da densidade média η = N/V . A independência da direção, ou valor de ~x, no

caso do fluido em análise, é conseqüência direta da invariância rotacional e translacional do

estado do fluido. Essa situação modifica para um sistema cristalizado, pois as invariâncias

são quebradas.

Outra grandeza que caracteriza o estado de um sistema é a função de correlação

de dois pontos, definida por:

Cnn(~x1, ~x2) = 〈η(~x1)η(~x2)〉

Cnn(~x1, ~x2) =

〈∑
αα′

δ(~x1 − ~xα)δ(~x2 − ~xα′)

〉
.

Se o sistema é invariante na translação, então: Cnn(~x1, ~x2) ≡ Cnn(~x1 − ~x2). Aplicando a

transformada de Fourier na função, temos a correlação da densidade de dois pontos, isto

é:

I(~q) =

∫
e−i~q·(~x1−~x2) 〈η(~x1)η(~x2)〉d3~x1d3~x2

I(~q) =
〈
η(~q)η( ~−q)

〉
onde:

η(~q) =

∫
e−i~q·~xη(~x)d3~x

η(~q) =
∑
α

e−i~q·~x

Este resultado demonstra que os experimentos realizados de espelhamento medem dire-

tamente a funções de correlação. Uma das diversas relações de correlação bastante usada

para análise de ĺıquidos homogêneos é a função de distribuição de pares, definida por:

〈η〉2 g(~x1, ~x2) =
1

V

∫ 〈∑
α 6=α′

δ(~x1 − ~xα)δ(~x2 − ~xα′)

〉
d3~x2
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〈η〉2 g(~x1, ~x2) =
1

V

〈∑
α 6=α′

∫
δ(~x+ ~x2 − ~xα)δ(~x2 − ~xα′)d3~x2

〉
,

onde ~x = ~x1 − ~x2.

〈η〉2 g(~x1, ~x2) =
1

V

〈∑
α 6=α′

δ(~x− ~xα + ~xα′)

〉
Perceba que a soma em α′ varre todos os valores para cada α, logo todos os termos

da soma em α são iguais. Assim, podemos escrever:

g(~x) =
1

〈η〉

〈∑
α 6=0

δ(~x− ~xα + ~x0)

〉
, (3.6)

essa função se chama função distribuição de pares, representa a probabilidade de

encontrar uma molécula a uma distância ~x de outra que encontra-se na posição ~xo, é

importante salientar, que essa função é normalizada pela densidade média do fluido ho-

mogêneo.

Da definição mostrada anteriormente, Eq. (3.6), surge a identidade:∫
〈x〉 g(~x)d3~x = N − 1

que é válida para um fluido homogêneo. Como as moléculas do nosso sistema de análise

são independentes, como no gás ideal, a função de distribuição de pares é constante, isto

significa que não depende da posição ~x. Logo, a identidade anterior se torna:

g(~x) = lim
N→∞

1− 1

N

g(~x) = 1.

Como o sistema é isotrópico, fazemos

g(~x)→ g(r),

onde r = |~x|. Neste caso, g(r) se conhece como função de distribuição radial.

INTERPRETAÇÃO FÍSICA DA FUNÇÃO DA DISTRIBUIÇÃO RADIAL

A função da distribuição radial é uma probabilidade média de encontrar moléculas

no sistema de part́ıculas.

g(~r) =
ρ

N

∫
gN(~r, ~r ′)d~r ′. (3.7)

A Fig. 3.2 ilustra a posição e a realização das contagens das part́ıculas para compor

a Função da Distribuição Radial. A medida da g(r) ocorre de forma a selecionar uma
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Figura 3.2: Ilustração da posição e a realização da contagem
das part́ıculas para compor a Função da Distribuição Radial.

molécula de água e realizar uma varredura em seu entorno, com um determinado raio,

realizando uma contagem das moléculas de água neste disco. Em segundo passo, r + dr,

aumenta-se o raio de varredura e novamente é realizada a contagem das part́ıculas. Esse

processo é realizado até atingir todas as moléculas do sistema, e após é realizada uma

média entre elas.

Figura 3.3: T́ıpicas configurações encontradas no sistema de moléculas.

Desta forma, a g(r) possui um formato t́ıpica para cada estado encontrado no

sistema. A Fig. 3.3 ilustra as t́ıpicas configurações encontradas no sistema de moléculas

de água. Fig. 3.3(a) mostra três tipos de estados encontrado no sistema molecular: gás,

ĺıquido e sólido; Fig. 3.3(b) mostra a função da distribuição radial caracteŕıstica para o

estado gasoso; Fig. 3.3(c) mostra g(r) para o estado ĺıquido; e por fim, Fig. 3.3(d) g(r)

do estado sólido.



4. COLETA DE DADOS E RESULTADOS

Vimos anteriormente como calcular analiticamente a função da distribuição radial,

neste momento vamos realizar a coleta de dados através de uma subroutina que devemos

utilizar quando calculamos a força de interação entre as moléculas de água e as impure-

zas. Após a coleta, devemos analisar os gráficos gerado pelo código para realizarmos as

interpretações f́ısicas dos mesmos.

CÓDIGO EM FORTRAN DA FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO RADIAL

A seguir, mostraremos o código em Fortran para realizarmos os calculos numéricos

da função distribuicao radial. O codigo encontra-se comentado com a intensão de com-

preendermos melhor cada variavel e função a ser utilizada.

1 subrout ine D i s t r i b u i c a o R a d i a l ( opcao )

2 % Funcao D i s t r i b u i c a o Radial , opcoes :

3 % = 0 i n i c i a l i z a r as v a r i a v e i s

4 % = 1 f a z e r c o l e t a de dados

5 % = 2 produz i r o r e s u l t a d o f i n a l

6 i f ( opcao == 0) then % i n i c i a l i z a n d o as v a r i a v e i s

7 N gr = 0 % numero i n t e i r o de amostras

8 d e l t a g r = L/(2∗ N his t )

9 % d e l t a g r : tamanho dos i n t e r v a l o s

10 % L : tamanho da ca ixa da amostra

11 % N his t : numero de pontos que t e ra no histograma

12 Gr = 0 . d0 % vetor r e a l da funcao d i s t r i b u i c a o r a d i a l

13 e l s e i f ( opcao == 1) then % fazendo a c o l e t a de dados

14 N gr = N gr + 1 % contando as amostras

15 do i = 1 , (N−1) % N: numero de p a r t i c u l a s

16 do j = ( i +1) , N % loop sobre todos os pares de p a r t i c u l a s

17 dr = r ( i ) − r ( j )

18 % dr : d i s t a n c i a ent re as p a r t i c u l a s

19 % r : vetor pos i cao das p a r t i c u l a s

20 dr = dr − L∗Nint ( dr/L) % cond i coe s de contorno p e r i o d i c a s

21 r a i o = s q r t ( dr ∗∗2)

22 % r a i o : diamentro da e s f e r a a s e r co l e tado os dados

23 i f ( r a i o <= L/2) then

24 i g = i n t ( r a i o / d e l t a g r )

25 % i g : pos i cao da p a r t i c u l a na d i s t r i b u i c a o r a d i a l

26 g ( i g ) = g ( i g ) + 2 % c o n t r i b u i c a o das p a r t i c u l a s i e j

27 end i f

28 end do

29 end do

30 e l s e i f ( opcao == 2) then

15
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31 do i = 1 , N hi s t

32 d = d e l t a g r ∗( i +0.5) % d : d i s t a n c i a de varredura do r a i o

33 Volume = ( ( i +1)∗∗3 − i ∗∗3) ∗ d e l t a g r ∗∗3
34 % Volume : volume ent re as camadas i+1 e i

35 N id = (4/3) ∗ pi ∗Volume∗ rho

36 % N id : numero de p a r t i c u l a s encontradas no Volume

37 gr ( i ) = g ( i ) /( N gr∗N∗N id )

38 % normalizando a funcao d i s t r i b u i c a o r a d i a l

39 end do

40 end i f

41 end subrout ine D i s t r i b u i c a o R a d i a l

42

RESULTADOS

Nesta Seção vamos localizar no diagrama de fase pressão versus temperatura a

anomalia da densidade, em seguida vamos analisar as funções das distribuições radiais e

conecta-las com a anomalia da densidade e por fim, voltaremos com um novo diagrama

pressão-temperatura para complementar a análise f́ısica da técnica de encontrar a ano-

malia na densidade.

DIAGRAMA DE FASE PRESSÃO-TEMPERATURA

A Fig. 4.1 mostra o diagrama de fase da pressão (P ∗) versus temperatura (T ∗)

com as isocóricas constantes, isto é, para densidade constante. Neste caso, a isócores

para todas as quatro curvas são de ρ∗ = 0, 500, o que diferencia uma linha da outra

é a quantidade de impurezas adicionada ao sistema. As porcentagens das impurezas

adicionado ao sistema são de 0%, 5%, 10% e 20%. Os pontos que se encontram nas linhas

das isocóres são resultados das simulações, onde a barra de erro é delimitado pelo tamanho

da circuferência do ponto.

Para encontramos a anomalia da densidade neste tipo de diagrama de fase, preci-

samos saber que a temperatura da máxima densidade à pressão constante, coincide com

à pressão mı́nima das isócoras, (∂P/∂T )ρ = 0. Esta expressão pode ser visualizada da

equação: (
∂V

∂T

)
p

= −
(
∂p

∂T

)
V

+

(
∂V

∂P

)
T

onde é posśıvel verificar para uma densidade fixa um mı́nimo para a pressão em função

da temperatura, representado um máximo na densidade em função da temperatura. A

Temperatura do Máximo na Densidade (TMD) é o limite da região da anomalia termo-

dinâmica, onde a diminuição da temperatura, com pressão constante, implica um au-

mento anômalo na densidade. E, portanto, um comportamento anômalo da densidade

semelhante ao que acontece na água.
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No caso de 0% de impurezas, Fig. 4.1, é posśıvel observar o mı́nimo na curva da

isocóre, ponto que localiza um ponto da TMD. Em outras palavras, o mı́nimo da isocóre

representa a anomalia na densidade. Podemos observar, na Fig. 4.1, que as curvas para

5% e 10% existe um mı́nimo indicando a anomalia da densidade. Já na curva de 20% não

existe um mı́nimo indicando a não existência da anomalia neste sistema.

Figura 4.1: Diagrama de fase pressão-temperatura para ρ∗ = 0, 500.

MECANISMO DA ANOMALIA NA DENSIDADE

Um fluido normal puramente repulsivo em altas temperaturas, encontramos so-

mente na fase ĺıquida. Ao acrescentar-se uma parte atrativa no potencial de interação

entre as moléculas de água, as altas temperaturas aparecem duas novas fases fluidas: gás

e ĺıquida. Ao incluir o ombro no potencial de interação, também chamado de primeira

escala, o sistema começa apresentar duas fases ĺıquidas: fase ĺıquida de alta densidade e

fase ĺıquida de baixa densidade.

A dinâmica das part́ıculas entre a primeira e a segunda escala do potencial de

interação faz com apareça a anomalia na densidade, isto é, a competição das part́ıculas

ficarem em uma fase ĺıquida de alta densidade ou em uma fase ĺıquida de baixa densi-

dade faz aparecer a anomalia. Esse processo, pode ser percebido através do função da

distribuição radial.
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(a) Caso de 0% de impurezas. (b) Caso de 5% de impurezas.

(c) Caso de 10% de impurezas. (d) Caso de 20% de impurezas.

Figura 4.2: Funções das distribuições radiais.

A Fig. 4.2 mostra as funções da distribuição radial para os quatros casos estudados,

todas as funções são para as moléculas de água. Perceba que em todos os gráficos existe

um aumento de part́ıculas no primeiro pico (r∗ ≈ 1, 0) devido o aumento da temperatura

e uma diminuição do segundo pico (r∗ ≈ 1, 5), esse fato acontece devido a migração das

moléculas de água da segunda escala do potencial de interação para a primeira escala do

potencial, indicando a existencia da anomalia no sistema.

No entanto, aparentemente tem uma inconcistência no caso de 20% de impurezas,

perceba na Fig. 4.1 a isócore mais abaixo das demais (de cor magneta) não apresenta

um mı́nimo para caracterizar a existência da anomalia da densidade. Por outro lado, a

Fig. 4.2(d) mostra uma posśıvel existência da anomalia da densidade, devido a dinâmica

realizada pelas moléculas de água entre as duas primeiras escalas do potencial de interação.

Na Fig. 4.3 mostra o diagrama de fase pressão versus temperatura com duas

isocórias para o mesmo caso de 20% de impurezas, ρ∗ = 0, 500 e rho∗ = 0, 560, e as

suas perceptivas funções das distribuições radiais. Perceba que na isocória de ρ∗ = 0, 560

(em vermelho), Fig. 4.3(a), existe um ponto mı́nimo indicando a existência de anoma-

lia na densidade, onde pode ser visualizado o mecanismo da anomalia da densidade na
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(a) Diagrama pressão-temperatura para o caso de 20% de impurezas.

(b) Função da distribuição radial para isocória de
ρ∗ = 0, 500.

(c) Função da distribuição radial para isocória de
ρ∗ = 0, 560.

Figura 4.3: Diagramas dos resultados para o caso de 20% de impurezas adicio-
nado no sistema.

Fig. 4.3(c).

Apesar a anomalia não aparecer no diagrama de fase pressão-temperatura na den-

sidade ρ∗ = 0, 500, mas o mecanismo da anomalia está acontecendo no sistema. E isso

é extremamente importante quando se procura a anomalia na densidade num enorme

universo, pois indica a continuidade da investigação na região.



5. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este Trabalho de Conclusão do Curso tem base na pesquisa desenvolvida no

projeto intitulado ”Anomalias Termodinâmicas, Dinâmicas e Estruturais em Potenciais

Cont́ınuos”proposto pelo Prof. Dr. Ney M. Barraz Jr. Neste TCC vimos a importância

da água em nosas vidas e descrevemos o comportamento anomalo na densidade presente

na água. A anomalia da densidade acontece devido a competição entre duas estrutura de

densidade que pode possuir na água, uma de baixa densidade e outra de alta densidade.

Tivemos como objetivo aplicar duas técnicas para a determinação da existência de

anomalia na densidade: diagrama de fase pressão-temperatura e função da distribuição

radial. Onde realizamos uma revisão da origem da função da distribuição radial, a qual

passou pela função de estrutura, pela função de correlação da densidade e encontrando

a definição da g(r). Em seguida, realizamos a interpretação f́ısica da distribuição radial,

onde conseguimos indentificar as t́ıpicas funções caracteŕısticas dos estados encontrado no

sistema de moléculas. Por fim do TCC, apresentamos como retirar os dados das simulações

e apresentamos os resultados obtido pelo modelo.

Quando aumenta a quantidade de impureza no sistema, podemos perceber que

anomalia na densidade acaba desaparecendo para uma isocóre espećıfica, no entanto, a

anomalia é transladada para densidade maiores. Por outro lado, o mecanismo da anomalia

na densidade é mantido quando analisado a função da distribuição radial.

A anomalia na densidade é uma anomalia termodinâmica apresentada pela água,

mas existem outro tipos de anomalias existentes como a anomalia apresentada pela

dinâmica das moléculas. Mas como podemos analisar, por exemplo, a anomalia na di-

fusão? Este seria um novo tema a ser estudado e investigado.

20
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