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RESUMO

Camaras frias sdo ambientes climatizados utilizados na conservagdo de alimentos.
Basicamente apresentam paredes formadas por materiais distintos. Em geral, uma camara fria
¢ composta de uma camada de alvenaria com embogo (parede externa), uma camada de
isolante térmico e uma terceira camada (interna) que serve de revestimento em que pode-se
utilizar diversos tipos de materiais. Logo, sua composi¢do € em multicamadas. Objetiva-se
nesse trabalho realizar uma modelagem computacional do transiente térmico por entre as
camadas da camara fria. Neste trabalho foi utilizado o método da Transformada de Laplace
para tratar o problema de transferéncia de calor numa barra composta, modelando o problema
pela conhecida equacdo da conducdo do calor. Estudos mostraram que sdo possiveis
tratamentos analiticos e numéricos para o problema do transiente térmico numa barra
composta, porém, alguns métodos apresentam limitagcdes. A andlise do comportamento da
distribuicdo da temperatura na barra composta (por diferentes materiais) pelo método da
Transformada de Laplace mostrou-se eficiente (devido solucionar o problema da
descontinuidade na funcdo temperatura) e flexivel (pode-se utilizar diferentes propriedades
dos materiais) na solucdo do problema proposto (transiente térmico em duas camadas
utilizando propriedades térmicas de uma camara fria).

Palavras-chave: Camaras frias. Modelagem computacional. Transiente térmico. Barra
composta.



ABSTRACT

Cold rooms are air-conditioned environments used in food preservation. Basically they have
walls formed by different materials. In general, a cold chamber is composed of a brick layer
(external wall), a layer of thermal insulation and a third (inner) layer which serves as a coating
in which various types of materials can be used. Therefore, its composition is in multilayers.
The objective of this work is to perform a computational modeling of the thermal transient
between the layers of the cold chamber. In this work the Laplace Transform method was used
to treat the problem of heat transfer in a composite bar, modeling the problem by the known
heat conduction equation. Studies have shown that analytical and numerical treatments are
possible for the thermal transient problem in a composite bar, but some methods have
limitations. The analysis of the behavior of the temperature distribution in the composite bar
(by different materials) by the Laplace Transform method proved to be efficient (due to the
solution of the problem of the discontinuity in the temperature function) and flexible
(different properties of the materials can be used) in the solution of the proposed problem
(two-layer thermal transient using thermal properties of a cold chamber).

Keywords: Cold rooms. Computational modeling. Thermal transient. Composite bar.
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1 INTRODUCAO

Uma das formas da utilizacdo do frio na conservacdo de alimentos é a refrigeracéo
(FELLOWS, 2000). Na industria, a refrigeracdo € utilizada em varios processos de
transformacdo relacionados com o ramo alimentar, quimico, plastico entre outros, mais
especificamente na otimizacdo do desempenho térmico e da eficiéncia energética de camaras
frias frigorificas (CHAGAS, 2006). As camaras frias sdo compartimentos fechados, formadas
por diferentes materiais e dimensdes de camadas, cujas condic¢des internas sejam controladas
por isolamento térmico. Os materiais utilizados para tal isolamento reduzem as trocas
térmicas entre o ambiente externo e interno devido as suas propriedades termofisicas
(COUTO et al., 2016).

Para que as condicOes interiores das camaras frias sejam mantidas sob controle
adequado de temperatura, se faz necessario uso de um sistema de refrigeragdo, em conjunto
com uma infraestrutura fisica apropriada, que possibilite uma menor transferéncia de calor, o
que contribui na diminuicdo de custos energéticos e operacionais (GURTAT, 2014,
VERNIER, 2010).

O estudo da transferéncia de calor em camaras frias se justifica pela possibilidade de
reduzir o desperdicio de energia elétrica melhorando o conforto térmico, que necessita de
controle preciso da temperatura ambiente, sendo necessario um dimensionamento cuidadoso
dos materiais das paredes, devido as trocas de calor com o ambiente externo (DAGA, 2011).

As trocas térmicas entre 0s materiais s6lidos ocorrem pelo mecanismo da conducédo de
calor, sendo o0 modelo de Fourier, da fisica matematica, um dos mais usados que descreve tal
mecanismo. O problema que envolve as trocas térmicas causadas por uma diferenca de
temperatura entre os materiais solidos, pode ser representado pela equacdo de conducdo do
calor, que determina a distribuicdo da temperatura em um corpo (MELO, 2011).

A equacdo do calor pode determinar o comportamento futuro de diversos problemas,
com base na variacdo dos problemas dos valores iniciais (P.V.l) e de contorno (P.V.C).
Porém, a resolucdo da equacdo do calor pode ser complexa, o que dificulta ou até mesmo
impossibilita a utilizacdo de alguns métodos analiticos.

O método das diferencas finitas pode tratar analiticamente a equacdo calor. No
entanto, os estudos de Gurtat (2014), apresentaram algumas limita¢fes na utilizacdo deste
método, observando uma descontinuidade na funcdo temperatura. Portanto, o presente
trabalho dedicou-se a um estudo analitico e numérico (sob o ponto de vista fisico-matematico)

na solucéo de problemas do transiente térmico numa barra composta por diferentes materiais



(pode representar uma parede de uma camara fria), utilizando a técnica da transformada de
Laplace, a fim de solucionar o problema da descontinuidade da funcdo temperatura no

tratamento da equagéo do calor.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Modelagem computacional do transiente térmico unidirecional em multicamadas
utilizando abordagens matematicas e fundamentacdo fisica do processo termodindmico
envolvido. A fim de tratar a descontinuidade da funcdo temperatura na interface dos materiais.

1.1.1.1 Objetivos especificos

e Estudo de uma linguagem de programacdo FORTRAN 77 (CLIVE) para a construcao
do software;

e Discussdo dos aspectos tedrico-técnicos de uma barra composta, sob o ponto de vista
de fendmenos de transporte;

e Tratamento analitico e computacional do problema fisico em questdo considerando
todos os pre-requisitos (Lei de Fourier, Métodos Numéricos, Transformada de

Laplace, entre outros).

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 LEI DE FOURIER

A conducdo de calor pode ser definida como a transferéncia de energia térmica de uma
parte de um corpo com temperatura mais elevada para outra parte do mesmo corpo a uma
temperatura mais baixa. Esse mecanismo, que ocorre no nivel molecular, envolve varios
fendmenos que sdo determinados, em especial, pelo estado fisico e estrutura do meio
analisado (BRAGA, 2011).

Um dos modelos mais usados da fisica matematica que descreve a conduc¢édo do calor
em meio solidos é o modelo de Fourier que pode ser descrito pela Equacdo (1)
(CHIWIACOWSKY, 2002).
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0 =KAT (1)
Q ¢ ataxa de energia transferida (W);
K é o coeficiente de condutividade térmica (W - m~1-°C~1);
AT é a diferenca de temperatura entre as faces extremas de um material (°C);
A é a superficie através da qual se da a passagem de calor (m?);

L é a espessura do material (m).
2.2 PROPRIEDADES TERMICAS DOS MATERIAIS

As caracteristicas de cada material sdo definidas por véarias propriedades térmicas
importantes (VARNIER, 2010). No estudo em questdo, torna-se indispensavel conhecer
algumas destas propriedades que sdo de fundamental relevancia como, condutividade térmica,
difusividade térmica e o calor especifico. S&o estas que determinam se o material que

constitui uma parede € mais ou menos eficiente no ponto de vista energético.
2.2.1 Condutividade térmica

Segundo Kreith (2003), a condutividade térmica € uma propriedade fisica dos
materiais que ¢ definida como a quantidade de energia térmica que “flui” através de uma
unidade de area por unidade de tempo. A quantidade de calor que atravessa uma parede em
um intervalo de tempo, depende dos seguintes fatores: condutividade térmica (K) do
material; area (A); diferenca de temperatura entre os extremos da parede, como por exemplo,
temperatura interna (T;) e temperatura externa (T,) e a espessura (L) da parede, como expressa
na Equacdo (1). Portanto, condutividade térmica, € a constante de proporcionalidade
dependente da natureza do material, € uma propriedade fisica que consiste na facilidade dos

mesmos conduzir calor.
2.2.2 Difusividade térmica

A difusividade térmica indica como o calor se difunde através de um material. Isso
depende de trés propriedades da matéria. Essas propriedades sdo conhecidas como
propriedades termofisicas e incluem duas categorias distintas, propriedades e transporte

(incluem os coeficientes de taxa de difusdo, que para a transferéncia de calor depende da
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condutividade térmica (K) e propriedades termodinamicas - que dizem respeito ao estado de
equilibrio de um sistema. Massa especifica (p) e calor especifico (C,) sdo duas dessas
propriedades amplamente utilizadas em andlise termodindmica (INCROPERA et al., 2013).
Na andlise de transferéncia de calor, a difusividade térmica dos materiais é a razdo
entre a condutividade termica (K) pelo calor especifico (C,) e massa especifica (p), como

apresentado:
k=— (2)

Onde:
k é a difusividade térmica (m? - s71);
p € a densidade ou massa especifica (kg - m™3);

C, € o calor especifico a presséo constante (J - kg=* - °C~1).
2.2.3 Calor especifico (pressao constante)

Calor especifico € uma grandeza fisica que define a variagdo térmica de um corpo, ao
receber determinada quantidade de calor (INCROPERA et al., 2013). E possivel calcular o
calor especifico de um corpo a partir de uma quantidade de calor, da massa do corpo, e da

variacao térmica (AT) que ele sofre.
Q
Cp == (3)

Em que m é a massa.
2.3 ISOLANTES

Isolantes térmicos sdo materiais de baixo coeficiente de condutividade térmica.
Normalmente € composto por materiais porosos, em gue a resisténcia térmica se baseia na
baixa condutividade do ar contido em seus vazios (VARNIER, 2010). Segundo Costa (1974),
guanto menor a densidade do material e maior o nimero de poros, implica num maior poder
de isolamento.

As principais caracteristicas de um termoisolante:

a) Baixa condutividade térmica;
b) Baixa densidade;

c) Boa resisténcia mecanica;
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d) Baixo custo operacional;

e) Nao serem inflamaveis.

Além disso, os materiais isolantes devem apresentar baixa penetracdo do vapor
d’agua. Visto que em decorréncia do uso, alguns materiais isolantes tende a absorver
umidade, causando um aumento no coeficiente de condutividade térmica do material e
consequentemente diminuindo a eficiéncia do isolamento térmica (MARQUES et al., 2009).

A maioria dos materiais isolantes ndo contem todas as qualidades conjuntamente. Por
isso, a escolha do material deve estar associada com a finalidade operacional. Os isolantes
tem como objetivo reduzir as trocas térmicas entre 0 meio interno com 0 meio externo,
evitando trocas térmicas indesejaveis (GURTAT, 2014; VARNIER, 2010).

Os isolantes geralmente s&o aplicados na conservacgéo de alimentos, em camaras frias,
com objetivo de evitar trocas térmicas indesejaveis e manter a temperatura do meio interno
em niveis adequados de armazenamento (GURTAT, 2014; VARNIER, 2010).

Os materiais termoisolantes mais utilizados em cémaras frigorificas sdo o EPS
(poliestireno expandido) e o PUR (poliuretano), que podem ser aplicados sob a forma de
painéis para cobertura e fechamento lateral, que s@o diretamente montados sobre estruturas
metéalicas ou pré-moldados em concreto ou madeira. (GURTAT, 2014).

Considerando as propriedades térmicas abordadas até o momento, a Tabela 1
apresenta 0s materiais mais utilizados em cémara frigorificas com suas respectivas
propriedades dos materiais.

Tabela 1 - Propriedades termofisicas dos materiais formadores de cAmaras frias.

Ago EPS PUR  Concreto
galvanizado
Densidade p (kg/m?) 7836 1050 40 2000
Calor especifico C, (J/kg - K) 443 1200 1674 840
Condutividade térmica K (W - m~t - K1) 48.9 0.157  0.029 1.4
Difusividade térmica k (m? - s71) x (107%) 14.1 0.12 0.433 0.833

Fonte: Adaptada de CENGEL, 2012.

2.4 CAMARAS FRIAS

As camaras frias sdo compartimentos fechados, isolados termicamente, o qual possui

condicOes internas que permite controle da temperatura e umidade (COUTO et al., 2016).
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Geralmente as camaras frias sdo utilizadas no setor industrial, para resfriamento ou
congelamento de produtos alimenticios, tendo por objetivo manter os produtos armazenados
em temperaturas préximas de 0 e -18 °C, para conservar e prolongar o periodo de estocagem
(FELLOWS, 2000).

No processo de construcdo de camaras frias, existem duas configuracfes bases. As
camaras de alvenaria, normalmente formada por uma parede de concreto, em contato com
isolante térmico e internamente revestido com aco galvanizado, e as cAmaras compostas por
um painel frigorifico, as quais sdo formadas por chapas de aco galvanizado, contido em seu
nacleo um material isolante de baixa condutividade térmica. Essas paredes formadas por
diferentes materiais sdo denominadas de paredes compostas ou multicamadas (GURTAT,
2014).

2.5 CONTATO PERFEITO

Na analise de conducao de calor por meio de paredes compostas, no qual os materiais
apresentam caracteristicas distintas, torna-se conveniente adotar condigdes de “contato
perfeito” na interface desses materiais. A Figura 1.b, representa uma ilustracdo do contato
térmico real, em que as superficies ndo sdo perfeitamente lisas, sendo possivel notar na
interface dos materiais a existéncia de inimeros picos (quando os materiais tdo em contato) e
espacos preenchidos de ar. Os picos fazem com que o calor seja propagado através da
conducéo e para 0s espacgos preenchidos de ar, a transmissdo do calor ocorre por conveccao.
Em contra partida, considera-se na Figura 1.a, a condicdo de contato térmico ideal (perfeito),
indicando que o fluxo de energia térmica ocorre da camada 1 para a camada 2 somente pelo
mecanismo de conducdo (CENGEL, 2012).
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Figura 1 — Distribuicdo de temperatura e linhas de fluxo de calor ao longo de duas placas

compostas para 0 caso de contatos perfeito e imperfeito.

Camada | C> Camada 2

Camada | C) Camada 2
Queda de
Interface 7 $ temperatura
C {8 \ 1 3 /
Sem gueda de Al
temperatura T,
Distribuigio de & Interface —~
temperatura
TI . T:

a) Contato térmico ideal (perfeito) b) Contato térmico real (imperfeito)

Fonte: CENGEL, 2012.
2.6 EQUACAO DO CALOR

A equacdo do calor é uma equacdo diferencial parcial parabolica de segunda ordem.
Essa equacdo determina o campo de temperatura, ou seja, representa como a temperatura
varia com a posicdo no meio. (INCROPERA et. al., 2013). A equacao do calor expressa um
equilibrio fisico fundamental, no qual o fluxo de energia térmica que entra em qualquer parte
de um material é igual ao fluxo de energia térmica absorvido naquela parte do material
(BOYCE; DIPRIMA, 2002).

Considerando que a espessura da parede de uma camara fria € igual ao comprimento
de uma barra, sendo uma das extremidades refrigerada (interior) e a outra extremidade em
contato com o ambiente (exterior), o comportamento da temperatura no interior de uma barra

homogénea, em apenas uma direcdo é dado pela equacao do calor:

%u 10u
e = kot (4)

Sendo k o coeficiente de difusividade térmica, apresentado na Equacao (2).
2.7 TRATAMENTO ANALITICO PARA UMA BARRA COMPOSTA

Entre as técnicas analiticas mais utilizadas em conducdo de calor transiente, as mais
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difundidas sdo o metodo de separacdo de variaveis e o método da transformada de Laplace. A
aproximacdo de derivadas por diferencas finitas € um dos mais antigos métodos para resolver
equac0es diferenciais parciais (CUNHA DA SILVA, 2016). Entretanto, nos estudos de Gurtat
(2014), que empregou o método explicito e implicito de Crank-Nicholson, apresentou
algumas limitagdes, que resultou na observacdo de uma descontinuidade na fungéo
temperatura, localizado na interface dos materiais (Figura 4).

Figura 4 — Evolugédo da temperatura no tempo ao longo da barra, em que para (3.a) utilizando
materiais com (k) de ordens de grandeza diferentes (método implicito) e (3.b) utilizando

materiais com (k) de mesma ordem de grandeza (método implicito).

06 g .| 0f e .
. . LR

' (3a)

o4 : 3 i i i |

(3.b)

0.2 B ) oM 3 0s 0

Fonte: GURTAT, 2014.
Para o tratamento analitico da equacdo do calor utilizando a Transformada de Laplace
é ilustrado na Figura 2 o problema proposto por Carslaw (1959) com as devidas condices.

Figura 2 — Barra composta por dois materiais de acordo com Carslaw (1959).

Fonte: Elaborado pelo autor.

K; # K, Condutividade térmica;
ki, # k, Difusividade térmica.

Em que apresenta um comprimento entre —¢ < x < 0 (material 1) e entre 0 < x < oo
o material 2 com suas devidas propriedades fisicas identificadas com os indices 1 e 2. A

equacdo do calor nesse cenario:

azul 16u1
—_——_—— = . — <
o2 ot 0; f<x<0, t>0 (5)
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6211.2 1 6u2

2 ma -0 0<x<oew,t>0 (6)

Com as seguintes condicdes, que indicam temperaturas fixas nas extremidades:

P.V.L
u(x,0) =0, ¢<x<o (7)
P.V.C.
u(x - w0, t) >0, t>0 (8)
u(—4,t)=V,t>0. 9)
E condicGes de contato perfeito (Lei de Fourier) em x = 0 parat > 0
Ui = u, (10)
6u1 _ 3&
K== =Ky (11)
Aplicando a Transformada de Laplace (apéndice A) nas equacgdes basicas (5) e (6),
temos:
d;zl—qfﬂlzo, —-¥{<x<0 (12)
d*u _
—2—q3u, =0, x>0 (13)
1 1
q1 = (p/k1)z gz = (p/k2)? (14)
e nas condicOes P.V.C. temos:
a1=g, x=—¢ (15)
u, -0, X — oo (16)

e também nas condicdes de contato perfeito (Lei de Fourier)

ou,

K22 =K%, i =0, x=0, t>0. (17)

Portanto, a solucdo das Equacdes (12) e (13):

_ V(coshqix—osinhqx
i, = (coshgy inhgy ) (18)
p(coshqqf+0osinhqg,?)
— 14
U, = e 12* 19
2 p(coshqif+osinhg,?) ( )
k K>k o—1
k= [, o=-%, a=— (20)
kz kl o+1

Aplicando a inversa de Laplace através das propriedades apresentada no Apéndice A.

Temos a solucdo da Equacéo diferencial (5) e (6):

_ ) n 2n+1)¢ +x _ (2n+1)¢ —x
u=VY ,«a {erfc Vv a erfc-——=— L } (21)
2V oo (2n+1)¢ +kx
U, = EZTL:O a™ erfc T (22)
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As curvas da funcéo temperatura para diversos valores de tempo do problema proposto
por Carslaw (1959) estdo apresentadas na Figura 3.
Figura 3 — Transiente térmico para uma barra composta por dois materiais de condutividade

térmica (K) de ordem de grandeza diferentes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Conforme observado na Figura 3, o problema proposto por Carslaw (1959) apresentou
o0 transiente térmico numa barra composta por dois materiais com K de ordem de grandeza
diferente, indicando que o método de Laplace é aplicavel para condugdo de calor por entre

matérias compostos.

3 METODOLOGIA

No presente trabalho, a pesquisa iniciou-se com estudo da conducdo do calor para
barras homogéneas em que os diferentes materiais foram colocados em contato, lado a lado
com o intuito de formar uma Unica barra composta. Nesta abordagem utilizou-se 0 método da
transformada de Laplace, para solucionar o problema aplicada a equacéo do calor para obter a
solucdo em que envolvem conducdo de calor em uma barra unidimensional compostas por
diferentes materiais. Segundo Carslaw (1959) problemas na conducdo de calor em sélidos
compostos, geralmente sdo melhor resolvidos pelo método de transformada de Laplace. Tanto
as transformacBes como as manipulacdes algébricas podem ser onerosas, mas nenhum novo
principio fisico esta envolvido. Para a utilizacdo do método de transformada de Laplace, foi
realizado estudo na literatura de Carslaw (1959), que apresenta problemas aplicado a barras
compostas por diferentes materiais, conforme apresentado na se¢éo 2.7.

Primeiramente, considerou-se a formacdo da barra composta por dois materiais

conforme ilustrado na Figura 5 com a finalidade de observar, nas interfaces dos materiais, a
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eficiéncia do método para eliminagdo da descontinuidade da funcdo temperatura. Em que
apresenta, entre a < x <0 material 1 e entre 0 < x < b 0 material 2 com suas devidas
propriedades fisicas identificadas com os indices 1 e 2. Foram utilizados valores para as
propriedades térmofisicas dos materiais e temperatura adimensionais.

Figura 5 — Barra composta por dois materiais com propriedades térmicas de ordens de
grandezas diferentes.

xX=a x=10 x=2b
Fonte: Elaborado pelo autor.
A equacéo do calor nessa situagéo é

azul 18u1
f— . <
axz_klat_o' a<x<0e t>0 (23)
azuz 18u2
f— . <
axz_kzat_o' 0<x<b e t>0. (24)

Em seguida, foram estabelecidas as condi¢Ges do problema, que indicam temperatura

inicial na barra e as temperaturas fixas nas extremidades, considerando valores adimensionais.

P.V.I.
u(x,0)=u;, a<x<b (25)

P.V.C.
x=a - u, =V ,t>0 (26)
x=b - u,=V,,t>0 (27)

e condicOes de contato perfeito em x = 0 parat > 0

Uy =1u, (28)
Kot =K, 22 (29)

O tratamento analitico e a solucdo das equacOes estdo apresentadas no apéndice B,
como também o método para a implementacdo numérica da transformada inversa de Laplace,
o qual utilizou-se uma linguagem de programacdo FORTRAN 77.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

As simulaces numeéricas realizadas com base no método da transformada inversa de
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Laplace tiveram como cenarios uma barra composta por dois materiais, diferenciando em
cada uma as propriedades termofisicas.

Obteve-se como resultado o grafico da funcéo temperatura apresentado nas Figuras 6 e
7. Tendo duas situacOes: na Figura 6 os coeficientes de condutividades térmicas sdo de ordens
de grandeza diferentes e na Figura 7 os coeficientes de condutividade térmica sdo de mesma
ordem de grandeza e salienta-se que a condi¢do inicial é diferente da utilizada nos estudos de
Gurtat (2014).
Figura 6 — Evolugédo da temperatura no tempo ao longo da barra utilizando materiais com

coeficientes de condutividade térmica (K) de ordens de grandeza diferentes.

107 T T T

u(x.t)

0,5 1
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 6 descreve o perfil de temperatura em uma barra composta por dois materiais
em relacdo ao tempo. Foi possivel observar entre —1 < x < 0 (material 1) apresentou uma
maior variacdo de temperatura para diferentes valores de tempo, quando comparado com a
variagdo de temperatura do material 2 (0 < x < 1). Isso ocorreu devido as propriedades
térmicas dos materiais, em que para o material 2 foi utilizado valores adimensionais de
condutividade térmica (K,) igual a 0,16 e difusividade térmica (k) sendo 0,12 representando
as propriedades térmicas do isolante poliestireno expandido (EPS), e para o material 1 foram
utilizados os valores de condutividade térmica (K;) igual a 48,0 e difusividade térmica (k;)
igual 14,0 representando as propriedades térmicas do aco galvanizado que possui uma
capacidade de conduzir uma quantidade de energia térmica muito maior que o isolante
térmico (EPS). Também foi possivel observar o problema de valor de contorno (P.V.C.)
apresentando os valores de temperatura nas extremidades dos materiais, para a extremidade
do material 1 o valor de temperatura u; = 10 e para a extremidade do material 2 o valor de

temperatura u, = 5, e 0 problema de valor inicial (P.V.l.) em que representa a temperatura de
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toda a barra no tempo zero.

Para melhor analise do comportamento da fungdo temperatura na regido da interface
dos materiais, é apresentado na figura 6 uma ampliagdo da fungdo na regido proxima de
(x =0), em que € possivel observar a transicdo da energia térmica ocorrendo de forma
continua para diferentes valores de tempo, solucionando o problema da descontinuidade na
funcéo temperatura apresentado nos estudos de Gurtat (2014).

Figura 7 — Evolugdo da temperatura no tempo ao longo da barra utilizando materiais com

coeficientes de condutividade térmica (K) de mesma ordem de grandeza.

s
*

+

10 -:__g._:_i_

LT
FE T

*

1. ‘w

4.
+

+

LT

hEs

+

..

+F o+ o+

-+ lampo micial
-+ 025" lempa 1otal)

+ 0.50%lempa toial)

-+ 075 (lempe 1atal)

+ ++
e
i+
+ 4
¥+

*
+

Tk ae E

b
=

v ok
ki

+ Taimpa 1aal .

Elaborado pelo autor.

Na Figura 7 foi possivel avaliar o perfil de temperatura ao longo da barra composta
por materiais com propriedades térmicas de mesma ordem de grandeza, com valores
(escolhido de forma aleatdria) adimensionais de condutividade e difusividade térmica para o
material 1 sendo 40,0 e 0,52 e para o material 2 valores de 20,0 e 0,29 respectivamente. Para
as curvas de temperatura com diferentes valores de tempo, observa-se uma suave perturbagédo
na funcdo temperatura na regido da interface dos materiais (x = 0), justifica-se pelos valores
de condutividade térmica e difusividade térmica do material 2, o qual apresenta valores
menores do que o material 1, indica que o material 2 conduz menor energia térmica do que o
material 1. Também observou-se as mesmas condicOes para P.V.C e P.V.l. apresentadas no
problema da Figura 6.

Conforme pode ser observado nas Figuras 6 e 7, podemos afirmar que o método da
Transformada de Laplace (semi-analitico e numérico) ndo apresentou limitacdes quando
aplicado no problema da conducéo de calor numa barra composta por dois materiais de ordens
de grandezas diferentes, como também para materiais de mesma ordem de grandeza, para a

interface dos materiais em x = 0, resultando na eliminagdo da descontinuidade na fungéo
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temperatura. Foi possivel pelas condicGes de contato perfeito entre os materiais.

5 CONCLUSAO

A andlise e modelagem mateméatica do fendmeno da conducdo de calor ndo-
estacionario, unidirecional, em uma barra composta por dois materiais, representando a
porcdo de uma camara fria (ago galvanizado e isolante térmico). Utilizando um método da
Transformada de Laplace eliminou a descontinuidade. Ao analisar 0 comportamento da
distribuicdo da temperatura numa barra composta por dois materiais com propriedades
térmicas diferentes, pode-se observar que o método da Transformada de Laplace solucionou o
problema da descontinuidade da fungdo temperatura na interface dos materiais, isso foi
possivel pela condicéo de contato perfeito (Lei de Fourier).

Podemos afirmar que a aplicacdo do método da Transformada de Laplace em conjunto
com o método numérico da inversa de Laplace, resultou em um modelo que permitem
encontrar uma solucdo para o problema em questdo, em forma semi-analitica. O método
apresenta flexibilidade em relacdo a possibilidade de calcular para qualquer tipo de parede,
permitindo analisar os efeitos de distintos materiais e espessuras, desde que a interface do
materiais seja representado pelo valor zero.

Para as perspectivas futuras pretende-se resolver o problema de transferéncia de calor
adicionando meios convectivos na interface dos materiais, a fim de avaliar o método e

aproximar cada vez mais de uma situacéo real.
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APENDICE A

O apéndice A traz algumas propriedades Uteis da transformada de Laplace utilizadas

para o tratamento analitico da equacéao do calor.

Definicéo:
LIF®] =alp) = [, f(DePtdt (A1)
Aditividade:
LIF®) + g(®] = LIFO] + LIg(®)] (A2)
Homogeneidade:
Llaf(®)] = aLlf ()] (A3)

Transformada da derivada

][40 = peif ()] - £(0) (A%)

Transformada de fungdes selecionadas:

Lial=>  @>0 (A5)
L=k (> 0) (A6)
Lle] == (p>a) (A7)

¢ [erfe (2%)] - e_:ﬁ (> 0) (A8)

Definicdo da funcdo erro complementar:
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erfc(z) = 1 — erf(2) (A9)
Sendo que erf(z) € uma funcdo dada por uma integral da seguinte forma:
erf(z) = \/Z_E fop e 'dy (A10)

Em que y é apenas uma variavel de integracdo e ndo tem significado.
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Nesse apéndice, estd apresentado as contas sobre a transferéncia de calor por uma

barra composta por dois materiais distintos. Sendo utilizado o método da Transforada de

Laplace. O cenéario pode ser ilustrado como a Figura B.1.

Figura B.1 — Barra composta por dois materiais.

ACD GATLVANIZAT

K, K,

xX=aua

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em que, entre a < x < 0 temos o material 1 e entre 0 < x < b 0 material 2 com suas

devidas propriedades fisicas identificadas com os indices 1 e 2. A equagédo do calor nessa

situacdo é

2

uy _ 19 _ 5.  s<cx<0 e t>0
axz klat

2

Ouz 1%z _5. g<x<b e t>0
axz kzat

Com as condicdes de contornoemx =0et > 0

u1 = uz
aul auz
K =K,—
1 ox 2 ax

Além disso, em:

x=a - uy =V

x=b = u,=V,

Usando transformadas de Laplace as equagdes B1 e B2 podem ser reescritas como

d?u,
dx?

—q*u;,=0; a<x<0e t>0

(B1)

(B2)

(B3)
(B4)

(B5)
(B6)

(B7)



d?u,
dx?2

—q%u,=0; O0<x<be t>0
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(B8)

Sendo g, = +/p/k, € q, = \/p/k, . Com isso as condi¢bes de contorno mudam para

Resolvendo a equacéo B7
A solucdo geral da equacdo B7 é

Uy(x) = Aet* + Be~11¥

Usando a condigéo de contorto (eq. B9)

Vi - 41 2

—=AeN* +Be T > B =—eN%— e Nt

14 p
Entdo,

al — AeQ1x + (ﬁeqla — Aequa) e_Q1x
14

Rearranjando,

U, = A[eqlx _ eq1(2a—x)] + %eql(a—x)

Resolvendo a equacéo B8

A solucdo geral da equacéo B8 ¢
U,(x) = Ce92* + De~ 2%

Usando a condi¢édo de contorto (eq. B10)

(B9)

(B10)

(B11)

(B12)

(B13)

(B14)

(B15)
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2= (Ce®P + De~22b - p= %eqzb — Ce?42b (B16)
Entéo,
U, = Ce®* + (p ed2b — Cez‘hb) e~92% (B17)
Rearranjando,
i, = C[e%* — ¢®(2b-0)] 4 2 ; Y2 paz2(b-x) (B18)

Temos entdo os valores de temperatura em toda a barra. Porém, ainda temos duas
constantes a determinar. Para isso, aplicamos as condicOes de Fourier (x = 0) nas equacoes
Bl4 e B18.

Uy |x=0 = Uz|x=0 (B19)
d?u, _ d?u,
1 dx? x=0 -2 dx? x=0 (BZO)
Entéo,
iﬂ; =Aq, (1 + e?112) — 2 g, e (B21)
dxc ly=g
d?u V.
ot = Caa(l+e20) — ;Zqze‘bb (822)

Temos um sistema de equacdes:

A(1 — e?119) + Le®@@ = C(1— e2a2b) 42 e‘hb (B23)

Aq Ky (1 + e?11%) — ;1¢I1Kleq1a = Cq,K,(1 + ezqzb) - %QZKzeqzb (B24)

Da equacdo B23 isolamos A

(1_32112b) V,ed2b_y, ed12
(1me2ti®) | p(a—ezaia)

A=C

(B25)
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Da equacdo B24 isolamos C

q1K, (1+e291%) | Vyq,K,e920-v1 g, K 291 (826)
q2K (1+e2d2b) pq2K,(1+e242P)

C=A

Levando a equagdo B25 em B27, temos:

(1—e2q2b) Vzqub—V1eq1a] 1K1 (1+eZQ1a) VZQ2K28C12b_V1Q1K1eq1a (BZ?)
(1-e2418) ' p(1-e2919) | gok, (1+e292D) Pa2Ky(1+e2027)

c=|c

Isolando a constante C

C=cC (1-e292b) g, k; (1+€291%)  (,e92P-y,e919) g, Kk, (1+€2919)  (Vyq;K,e92P -V, q1K;e919) (528)

(1-e2412) g, K, (1+e2492D) p(1—e2d1%)  q,K, (1+e242D) pq2Ko(1+e2492P)
c— (1-e292P) q, K, (1+€2919)  (ve92P-v1e91%) q, K, (1+€291%) | (Voq,Kpe92P -V, q K e919) (B29)
(1-e2419) g, K, (1+e242b) ~  p(1-e2914)  g,K, (1+e2dzb) pq2Ko(1+e2492P)
(1-e291%)q, K, (1+02920)— (1-€2920)q K, (1+€2912) | (vze92P-v;e91%)q, K, (1+€291%)
(1-e291%)q, K, (1+e242D) T p(1-e2418)q, K, (1+e242b)
(B30)
(V2q2K2e92b-v, q, K, e91%)
paz K, (1+e242b)
C _ (Vzequ—Vleqla)q1K1(1+ezq1a)+(Vz(]szeqzb—qulKleqla)(l—Equa) (le)
p[(1-e2912)q, K, (1+€292D)—(1-€2492D)q, K, (1+€2919)]
Levamos a equacao B31 em B25 e obtemos a constate A
A= (V2122 —v1eM1) g Ky (146211 +(V,q, K720~V g, k1 eT19) (1-e219) | (1-292D) v, e92P—p, g1 (B32)
- p[(l—equa)qzl{z(1+ezq2b)—(1—ezq2b)qlkl(1+ezq1a)] (1—e24912) p(1—e2412)
A = (vze92b-y,91%)q; K4 (1+€2919)(1-292P)
p[(1-e2912)q, Kk, (1+e292D)—(1-€292D) q, K4 (1+€2912)](1—2912) ( )
B33
+ (quszqub—VlqlKleqla)(l—Bqua)(l—EZqzb) Vzeqzb—Vleqla
p[(1-e2912)q, K, (1+e292b)—(1-€2492D)q, K, (1+€2912)|(1—e2d17) p(1-e291@)
A = (vpe92b-y,e91%)q; Ky (1+€2919)(1-292P)
p[(1-e2912)q, Kk, (1+e292D)—(1-€292D) g, K4 (1+€2912)](1-2912) ( )
B34
+ (quszqub—VlqlKle‘ha)(l—equb) Vzeqzb—Vleqla
p[(1-e2912)q, K, (1+e292b)—(1-€292D) g, K; (1+€2919)] p(1-e2912)

Reescrevendo as funcGes temperaturas em Laplace
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ﬁl = A[eqlx — efh(za_x)] + %e‘h(a_x) (B35)
ﬁz = C[eqzx — eCIZ(Zb_x)] + %e‘h(b_x) (B36)

Sendo que as constantes A e C

_ (V2eqzb—Vleqla)q1K1(1+e2q1a)+(Vzq2K2eqzb—qulKleqla)(l—equa)

¢ p[(1-e291%)q, K, (1+e2d2b)—(1-e242b)q, K4 (1+€2912)] (B37)
A (1-e?a2b) yed2b_y en1
A=C (1-e241a) p(1-e241a) (838)

A obtencdo das transformadas inversas de Laplace analiticamente se mostrou muito
onerosa. Entdo, foi necessario uma implementagdo numérica da transformada inversa de
Laplace.

Stehfest (1970) desenvolveu um algoritmo para o célculo numérico da inversa de
Laplace baseado no trabalho de Gaver (1966). O método se aplica a partir de F(p), que é a
transformada de Laplace de f(t), onde o algoritmo procura obter um valor aproximado de

f(t) para um valor especifico de t = T,sendo T € Dm[f(t)]

.In2

vi=j— Jj=12..M (B39)
para M par. A expressdo que produz um valor aproximado da transformada inversa a

partir da transformada de Laplace de F(p),emt =T ¢

In 2

() =225 w; F(p)) (B40)

Com

(1) (M/2)+j yMInGM/2) (2k) M/
wp = (=1 Zk:[%] (g—k)!k!(k—l)!(j—k)!(zk—j)! (B41)

Em que k apresenta uma restricdo em que deve ser 0 menor inteiro.
A partir do método de inversdo numerica, obtive-se como resultado o grafico da

funcéo temperatura apresentado nas Figuras 6 e 7 da secao 4.



