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RESUMO

Nesta pesquisa, investigamos como alunos de um curso de Licenciatura em Matematica usavam
operagdes semioticas na aprendizagem da integral no célculo de area. Trata-se de uma pesquisa
qualitativa em que as intervengdes empiricas foram realizadas no ambito académico,
integrando-se ao processo de ensino e de aprendizagem de Calculo. Embasados na Teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica de Raymond Duval e partindo de elementos da
metodologia da Engenharia Didatica, organizamos uma sequéncia didatica composta por 5
blocos de atividades. Cada bloco continha objetivos especificos, que juntos, visavam a
compreensdo do objeto em estudo. A sequéncia didatica explorou a diversidade de registros de
representacdo e operacdes semioticas, principalmente tratamentos e conversodes. Utilizamos o
software GeoGebra para o esbogo de curvas e para conversdes de representacdes produzidas
nos registros grafico-geométrico e algébrico, proporcionando aos alunos um ambiente de
experimentacdo. No desenvolvimento das atividades, os alunos foram desafiados a tratar, de
forma articulada, o pensamento, a visualizacdo e a escrita. Foram instigados a construir
conhecimentos, pautados no confronto de ideias, na elaboracdo e na refutagcao de hipoteses e de
conjecturas. A andlise dos resultados sinaliza que a sequéncia didatica possibilita a
compreensdo da integral no calculo de area, visto que os alunos conseguiram desenvolver com
autonomia as atividades propostas, alcancando os objetivos previstos em cada bloco. Também,
a equivaléncia de areas, assunto ndo abordado em livros textos de Calculo, ¢ um elemento que
pode ser introduzido junto ao estudo desta integral. Outrossim, que os problemas envolvendo
area requerem a mobilizacdo de multiplas operacdes semidticas e neste sentido, confirmamos
que a conversao ¢, de fato, uma operacao nao neutra e criadora de novos conhecimentos, como
afirma Duval.

Palavras-chave: Calculo Integral; Area de regides; Registros de Representagio

Semibtica.



ABSTRACT

In this research, it was possible to investigate how students from a graduation course from
Mathematics were using semiotic operations in integral learning of area calculation. It refers to
a qualitative research whose empirical interventions were proceeded in academic field, taking
part of the process of teaching and learning calculation. Having as a background the Theory of
Registers and Semiotic Representation by Raymond Duval and from elements of Didactics
Engineering Methodology, organizing a didactics sequence formed by 5 blocks of activities.
Each block contained specific goals, which, together, aimed at understanding the object in
study. The didactic sequence has explored the diversity of registers of semiotic representation
and operations, mainly treatments and conversions. The software GeoGebrapara was used for
the sketch of curves and for conversions of representations produced in graphical-geometric
and algebraic records, promoting to the students an experimentation environment. In the
development of activities, students were challenged to deal, in an articulated way, the reasoning,
viewing and writing. Students were also led to build knowledge, based on ideas confrontation,
elaboration and refutation of hypothesis and conjectures. The analysis of results points that the
didactic sequence makes possible the understanding of integral in area calculation, once
students were capable to develop, autonomously, the activities proposed, reaching the goals
aimed in each block. Furthermore, the equivalence of areas, a subject that is not approached in
text books of calculation, is an element that can be introduced together with the study of the
integral. Besides, the problems involving area require the mobilization of multiple semiotic
operations, and, thus, we confirmed that conversion is, in fact, an operation non neutral and
creator of new knowledge, as stated by Duval.

Key-words: Integral Calculation; Area of regions; Semiotic Representation Registers.
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INTRODUCAO

O Célculo Diferencial e Integral ou simplesmente Calculo ¢ um dos componentes
curriculares que integra a matematica elementar' do ensino superior, nos cursos de ciéncias
exatas. A presenga e a importancia do Calculo neste nivel de ensino se justifica pela
contribuicdo a instrumentalizacdo , da formacao cientifica matematica que possibilita desvelar,
analisar e resolver diversos fendmenos ligados a ciéncia. Fendmenos que tratam da variacao de
uma certa grandeza em relacdo a outra e que sdo objetos de estudo do Célculo Diferencial, como
a varia¢do da posicao de um objeto em relagdo ao tempo (velocidade); do nimero de habitantes
em relagdo a uma determinada area (densidade demogréfica); da massa de uma pessoa em
relacdo a sua altura (indice de massa corporal - IMC). Fendmenos que estdo relacionados a
determinadas somas e que sdo objetos de estudo do Calculo Integral, como o calculo da area de
uma elipse; o volume de um so6lido geométrico limitado por curvas de fungdes; o trabalho
realizado por uma forc¢a; ou a massa de uma particula. O Calculo fornece uma visdo ampla e
profunda ndo apenas da matematica, mas de suas relacdes com outras areas do conhecimento.

Sendo professora na Universidade Federal da Fronteira Sul - UFFS, campus Chapeco,
entendo que o Célculo ¢ uma ferramenta util aos alunos, porém incorpora-lo a vida académica
estd longe de ser uma tarefa ficil. Uma das razdes que compromete essa incorporacdo ¢ a
dificuldade de aprendizagem que tem gerado reprovacdes em larga escala e desisténcias,
provocando ‘represamento’ de alunos. Este termo ¢ utilizado por professores de Matematica da
UFFS, em analogia a uma represa, que por meio de uma barragem, impede a passagem da agua.
Da mesma forma, o represamento em Calculo, por meio das dificuldades de aprendizagem,
interrompe o fluxo natural do aluno no curso, retendo-o em determinada fase ou componente
curricular.

Ao longo dos doze anos atuando na docéncia do magistério superior, percebo que sao
muitos os fatores® atrelados as dificuldades de aprendizagem de Célculo: caréncia da
compreensdo de conteudos basicos de matematica, conteidos abstratos ou que exigem maior

formalismo matematico, habitos inadequados de estudo direcionados as vésperas das

I “A aritmética, a algebra, a geometria e a trigonometria, que servem de base para a matematica que se ensina
atualmente nas escolas de primeiro e segundo graus, bem como a algebra classica superior, a geometria analitica
e o calculo das séries basicas dos cursos superiores de matematica, constituem o que em geral se chama de
“matematica elementar” ” (EVES, 2004, p. 461).

2 Foge ao escopo do trabalho uma discussdo mais ampla e aprofundada acerca de tais fatores. Fazemos apenas a
exposi¢do dos mesmos, sob o ponto de vista da pesquisadora.
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avaliagoes, escolhas metodologicas adotadas pelo professor para o ensino dos conteudos, entre
outros. Superar tais dificuldades ¢ um desafio para o aluno uma vez que estes fatores sdo, em
geral, cumulativos. Ao mesmo tempo, ¢ também um desafio para o professor que precisa buscar
continuamente alternativas para qualificar o ensino e a aprendizagem deste componente
curricular.

Tenho estudado e aplicado diferentes abordagens de ensino nas aulas de Calculo como
resolucdo de problemas e uso de tecnologias digitais, mas sinto falta de ‘algo a mais’ que
complemente as abordagens, independente da escolha adotada, e potencialize o ensino e a
aprendizagem. A busca por novas metodologias e teorias de ensino ¢ valida, contudo para além
delas ¢ preciso conhecer as dificuldades que emergem durante o processo de aprender. Acredito
que este ‘algo a mais’ esteja relacionado a compreensdo do funcionamento cognitivo do
pensamento matematico. Por esta razdo, deposito minha confianca na teoria de aprendizagem
denominada Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica, desenvolvida por Raymond
Duval.

A teoria de Duval fornece subsidios para compreender o funcionamento do pensamento
a medida que confere as multiplas representacdes semioticas um papel fundamental na
aprendizagem matematica. Sabendo que os objetos matematicos sdo entidades abstratas, s
temos acesso a eles por meio de representacdes. Considerando que um mesmo objeto pode ser
representado de formas diferentes, em registros de representagdo semiodtica distintos, trabalhar
esta variedade de representagdes para que o aluno perceba a distingdo entre objeto e sua
representacdo, ¢ um dos pontos centrais da teoria.

Esse estudo, embasado na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, propde
novos elementos a serem tratados junto as aplicagdes® da integral definida, ou seja, junto a
integral no cdlculo de area. Da mesma forma que os conceitos tedricos, as aplicagdes sdo
igualmente importantes, pois revelam onde as teorias estudadas estdo presentes no cotidiano e
a maneira de empregé-las para resolver problemas. Ademais, podem ser comparadas a uma
ponte que liga o conhecimento tedrico e o conhecimento real. Para Lima (2007, p.184) “as
aplicacdes sdo a parte ancilar da Matematica. Sdo a conexdo entre a abstracdo e a realidade.
Para um grande niimero de alunos, sdo o lado mais atraente das aulas, despertador que os acorda,

o estimulo que os incita a pensar”.

* A integral no calculo de 4rea também € uma das aplicagdes da integral definida. Por esta razdo, neste estudo,
usamos indistintamente os termos “aplicagdes da integral” ou “integral no célculo de area’.
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As aplicagdes da integral que tratam do calculo de area possibilitam ampliar os estudos
introduzidos pela Geometria Euclidiana a medida que expandem o célculo as figuras mais
gerais, cujos contornos sao curvas.

Para mostrar em que consistem os elementos a serem tratados em nosso estudo,
buscamos inicialmente observar tais aplicagdes em livros textos* de Calculo. As observagdes
permitiram reconhecer o enfoque metodologico dado pelos autores e as similaridades entre tais
enfoques:

e quanto ao enunciado das atividades: a grande maioria dos exemplos e exercicios
sdo apresentados discursivamente e privilegia o célculo de area de regides limitadas
entre curvas;

e quanto a resolucdo das atividades: seguem um procedimento baseado no esboco de
curvas e na identificacdo dos pontos de intersecdo entre as curvas para encontrar o
intervalo de integragdo [a,b]; na afirmacdo de que as fun¢des assumem valores nao
negativos em [a,b]; e na aplicacdo de uma férmula que envolve integral definida
para o calculo da area da regido.

As observagdes sinalizam que o registro discursivo € privilegiado entre os registros de
partida e que o registro grafico-geométrico serve apenas para fornecer o intervalo de integragao
e a fungdo integrando. Neste sentido, o estudo da integral tende a ser um processo mecanico
que visa a automatizagdo da aplicacdo de formulas matematicas para obtencdo da area,
transparecendo que esta grandeza se resume a um valor numérico.

De modo geral, o tratamento dos autores ¢ também o tratamento dos professores em sala
de aula, uma vez que o livro texto muitas vezes ¢ o principal ou o Gnico material usado no
ensino, consolidando uma préatica centrada na memorizagao e no uso de formulas.

Nossa proposta de insercao de novos elementos a serem discutidos no estudo da integral
no calculo de area se diferencia do enfoque contido nos livros textos pelas seguintes razdes:

e o0s registros algébrico, grafico-geométrico e discursivo estdo num mesmo patamar

de relevancia, ou seja, ndo ha o predominio de um registro de partida em detrimento
dos outros. Para tal, elaboramos atividades que contemplam os diferentes registros

de partidas;

4 Foram observados trés livros textos de Calculo que compdem a bibliografia basica de cursos da UFFS, campus
Chapecd, e os detalhes desta observagio estdo contemplados na segdo 2.4.
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e em problemas de 4rea em que a regido estd limitada entre curvas, a fungdo
integrando resultante da diferenca entre fungdes € mais que uma expressao algébrica
a ser aplicada em uma integral. Ela ¢ explorada algébrica e graficamente;

e para além de um valor numérico, a area ¢ um atributo intrinseco a regido e com base
nesse entendimento, a equivaléncia de areas ¢ estudada a partir da funcdo
integrando;

e 0 valor numérico encontrado para a area, ndo ¢ o resultado mais relevante, mas o
desenvolvimento do percurso em um todo, que envolve a exploragdo das
representacdes  grafico-geométricas, das representagdes algébricas e das
representacdes discursivas.

Considerando o exposto acerca da integral no calculo de area e a necessidade de produzir
trabalhos que contribuam para qualificar o ensino e a aprendizagem de Célculo, apresentamos
nosso problema de pesquisa: De que forma os alunos, com auxilio do GeoGebra, utilizam
operagoes semioticas na aprendizagem da integral no calculo de areas?

Para responder essa pergunta, apoiamo-nos na teoria de Duval e contamos com o auxilio
computacional do software GeoGebra para explorar dinamicamente as representagdes € as
conversdes que acontecem entre o registro grafico-geométrico e o registro algébrico. Em
relacdo aos tipos de fungdes exploradas, limitamo-nos as polinomiais por entendermos que um
estudo abordando esta classe de fungdes serve de base para trabalhos futuros.

Concernente a estrutura do trabalho, o Capitulo 1 abrange exclusivamente topicos da
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval. Fazemos um apanhado geral da
referida teoria apresentando o conceito de registro de representacdo semiotica e discutindo os
quatro grandes registros, a saber, figural ou geométrico, grafico, da lingua natural e também da
lingua formal ou algébrico, uma vez que os problemas de area requerem a mobilizagdo destes
registros. Outrossim, enunciamos uma nova nomenclatura de registro, o grafico-geométrico,
que emergiu neste trabalho e se justifica pelo fato das representa¢des das fungdes no registro
grafico formarem uma figura geométrica.

No Capitulo 2 sdo discutidos temas relacionados ao estudo: o uso do computador no
ensino, uma vez que o GeoGebra ¢ utilizado para a exploragdo grafico-visual e para conversdes
dos registros grafico-geométrico e algébrico; a problematica do ensino e da aprendizagem do
Calculo, em que sdao mostrados as altas taxas de ndo aprovacdo de alunos em universidades
brasileiras e sdo expostas tentativas para minimizar o problema; o Célculo Integral e Teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica, que apresenta estudos que contemplam o ensino de

conteudos de integral sob o olhar da referida teoria; a resolugdo de problemas de area em livros
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textos de Célculo, que mostra o tratamento dado por autores a integral no calculo de éarea e
indica que a tematica em estudo requer a mobilizacdo de multiplos registros de representagdo
semidtica; a equivaléncia de areas, que ¢ explorada a partir da fungdo integrando, mas ndo ¢
contemplada em livros textos de Célculo; e os aspectos histéricos do Teorema Fundamental do
Calculo, uma vez que os tratamentos efetuados no registro algébrico, para obtencdo da area de
uma regido limitada por curvas, partem deste teorema.

O Capitulo 3 apresenta os aspectos metodologicos adotados para o trabalho empirico. A
pesquisa ¢ de cunho qualitativo e os dados provém da aplicagdo de uma sequéncia didatica
organizada com base em elementos da Engenharia Didatica. Apresentamos os sujeitos da
pesquisa e descrevemos a forma de organizacao e de aplicacdo da referida sequéncia. Também,
construimos as analises a priori das atividades e discutimos as analises a posteriori e validagdo,
embasados nas producdes dos participes.

As Consideragdes abarcam a sintese dos resultados e o relato sobre questdes relevantes
que permearam o estudo. Ademais, sinalizamos para a continuidade deste e para perspectivas

futuras.



CAPITULO 1

Apresentamos nesse capitulo a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de
Raymond Duval e tratamos do seu principal conceito, o registro de representagdo semiotica ou
simplesmente registro. O registro ¢ um sistema semiotico que cumpre as operagdes cognitivas
de formacao, tratamento e conversao. Existem quatro grandes registros criados por Duval para
comportar as representacdes semioticas, a saber, o registro figural ou geométrico, o registro
grafico, o registro da lingua natural e o registro da lingua formal ou algébrico. Os dois primeiros
registros contemplam as representagdes ndo discursivas enquanto que os dois ultimos, as
discursivas.

O estudo da integral no célculo de area requer a mobilizagdo dos registros supracitados.
Por esta razdo, eles sdo discutidos ao longo do capitulo e no final ¢ apresentado o registro

grafico-geométrico, criado para atender aos fins deste trabalho.

1.1 INTRODUCAO A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA

A Matematica ¢ uma ciéncia que difere de outros dominios do conhecimento porque
apresenta certas especificidades quanto aos seus objetos de estudo. Os objetos matematicos nao
sdo reais como uma célula, uma flor ou um planeta. As fragdes, os vetores, 0os nimeros nao
podem ser manipulados fisicamente. Para ter acesso a eles € preciso recorrer as suas
representacdes ou a um sistema semiético que possibilite representa-los. E possivel representar
as fragdes por um desenho, pela razido entre dois numeros ou por uma expressao algébrica. Ha
diferentes formas de representar o mesmo objeto e essa variedade de representagdes ¢ outra
caracteristica da matematica.

O fato de que os objetos sdo reconhecidos somente por meio de representacdes pode
ocasionar a confusdo entre representacao e objeto, dando a impressdo de que sdo uma unidade.
Sobre esta confusdo, quase inevitavel, Duval (2012¢, p. 270, grifos do autor) destaca que “o
recurso a muitos registros parece mesmo uma condicio necessaria para que os objetos
matematicos nio sejam confundidos com suas representacdes e que possam também ser
reconhecidos em cada uma de suas representagdes”. Portanto, a utilizacdo de multiplos
registros de representacdo € necessaria a distingdo entre objeto e sua representacdo e

consequentemente a compreensao da matematica.
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Duval (2004) afirma que uma representagdo semidtica cumpre seu papel, de permitir o
acesso a um objeto, quando sdo utilizados pelo menos dois sistemas semioticos diferentes para
produzir a representacdo deste objeto e quando se consegue, espontaneamente, converter de um
sistema para outro, tais representagoes.

As representacdes semidticas estdo relacionadas a sistemas semioticos que sao sistemas
particulares de signos. A lingua natural, os diagramas, a escrita algébrica e as figuras
geométricas sdo exemplos destes sistemas. Os sistemas semidticos permitem a transformagao
de representacdes e sdo essas transformacdes que atribuem a atividade matematica o poder
ilimitado de explorag¢@o que conduz a novos conhecimentos (DUVAL, 2015). Mais, um sistema
semidtico pode cumprir trés operacdes cognitivas inerentes a qualquer representagao:

a) A formacido de uma representacio semiotica identificavel serve para constituir
uma marca ou um conjunto de marcas, reconhecidas como representacao de algo em
determinado sistema semidtico.

b) O tratamento ¢ uma atividade que ocorre no interior do registro ou do sistema
semiodtico e consiste na transformagdo de uma representacdo em outra, obedecendo
regras proprias do sistema. O tratamento consiste em substituir representagdes de
modo que a nova representagdo ofereca algum ganho de conhecimento em relagio
a representacdo que foi substituida.

¢) A conversdo ocorre entre registros. A representacdo do objeto pertencente a um
dado registro ¢ transformada em outra representa¢do pertencente a outro registro.
Assim, a conversao modifica a forma de representar um determinado objeto.

Quando um sistema semidtico cumpre tais operacdes cognitivas, passa a ser chamado
registro de representagdo semiotica. Os registros permitem “analisar o desempenho cognitivo
especifico que a atividade matematica exige e¢ no qual é preciso penetrar para poder
compreender matematica” (DUVAL, 2016, p.1). Isso porque, as operagdes de formagdo,
tratamento e conversdo possibilitam reconhecer um objeto matematico e explora-lo a partir de
transformagdes da sua representagao.

A transformagdo que acontece entre registros, chamada conversdo, ndo deve ser

equiparada a uma atividade de codificagdo ou de interpretacao:

Bem que a atividade cognitiva de conversio de uma representacio possa, muitas
vezes, parecer ser estreitamente ligada a uma interpretacio ou a um cédigo, ela
lhe é irredutivel, porque, por um lado, ela niio se funda sobre alguma analogia,
como no caso da interpretacio e, por outro lado, a conversio nio pode ser obtida
pela aplicacio de regras de codificagdo (DUVAL, 2012c, p. 273, grifos do autor).
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Infere-se das palavras do autor, que a conversdo esta longe de ser uma codifica¢do ou
uma interpretacdo. Ela ¢ uma operacdo ndo neutra, transformadora e produtora de
conhecimentos. Converter uma representacdo em outra produz novas significacdes relativas ao
objeto representado, implicando em novos conhecimentos. Esta operacdo esta diretamente
associada a coordenagdo dos registros e a compreensdo da matemadtica, conforme hipotese
fundamental enunciada por Duval (2012c, p. 282, grifos nosso): “a compreensdo (integral) de
um conteudo conceitual repousa sobre a coordenacio de ao menos dois registros de
representagdo, e esta coordenacdo se manifesta pela rapidez e a espontaneidade da atividade
cognitiva de conversdo”.

A conversao ¢ pouco explorada no ensino e as vezes ¢ negligenciada por ser entendida
como simples mudanca de registro que se desenvolve por conta propria, & medida que se
consegue formar representagdes nos registros e desenvolver tratamentos sobre estas
representacdes (DUVAL, 2012¢). Em geral, os alunos ndo conseguem realizar a conversao por
conta propria, pois ela exige a andlise, o dominio e a manipulagdo de conhecimentos nos
diferentes registros, tornando-se uma tarefa de dificil execugdo. Assim, esta operacdo nao ¢
espontanea, tdo pouco imediata para os alunos e precisa ser trabalhada no ensino, pois de acordo
com a hipdtese fundamental de Duval, ¢ a rapidez e a espontaneidade com que ela ¢é executada
que conduz a coordenacdo dos registros e a compreensao conceitual.

A dificuldade de realizar conversdes se acentua quando as representacdes semioticas
produzidas em registros diferentes ndo sdo congruentes entre si, ou seja, quando ndo ha
correspondéncia direta entre os conteidos que os tornam equivalentes. Segundo Duval (2012c¢)
a congruéncia ¢ determinada por trés critérios:

e Correspondéncia semantica de unidades significantes: cada unidade significante
simples (elementar) de uma das representagdes associa-se a uma unidade elementar
da outra representacao;

¢ Unicidade semantica terminal: cada unidade significante no registro de partida tem
uma Unica unidade significante no registro de chegada;

e Organizacdo das unidades significantes: ao comparar as unidades significantes de
duas representacdes estas devem apresentar a mesma ordem nas duas
representacdes. Este critério ¢ adequado quando as representagdes se apresentam na
mesma dimensao.

Quando esses critérios sdo satisfeitos, a conversao nao se torna problema para a maioria

dos alunos, pois ¢ possivel perceber as correspondéncias entre os contetidos. Quando ndo ha

congruéncia, as correspondéncias ndo sao reconhecidas de imediato e a dificuldade de realizar



22

a conversao se intensifica podendo ocasionar um bloqueio no pensamento dos alunos, levando-
os a se sentirem coagidos ou incapazes de realizar as transformacdes necessarias.

O fendmeno de congruéncia ou ndo congruéncia estd fortemente relacionado ao
processo de substitutividade, que consiste em substituir uma expressao ou uma representacao
por outra, seja ele realizado no interior do registro ou entre registros. Assim, a substitutividade
abrange ndo somente a conversao (substitutividade inter-registros), mas também os tratamentos
(substitutividade intraregistros).

Grande parte das dificuldades dos alunos em realizar uma atividade matematica esta
atrelada a ndo congruéncia semantica durante a substituicdo de uma formulagdo ou de uma
representacao por outra. Em virtude disso, discute-se a seguir, o processo de substitutividade e

o fendmeno de congruéncia semantica.

1.1.1 O processo de substitutividade e a congruéncia semantica

A matematica ¢ uma linguagem universal que ndo se resume a simbolos, da mesma
forma que a lingua natural ndo se resume a um conjunto de letras. Ao contrario, ambas
necessitam de uma organizacao logica, coerente e semantica para dar sentido a suas expressoes.

O discurso em matematica precisa da lingua natural para se constituir e se desenvolver,
porém de um jeito diferente daquele utilizado para fins de comunicagao. Esta diferenca consiste
basicamente no fato de que, para adentrar no modo matematico, a lingua natural precisa ser
substituida por uma linguagem propria da matematica. De fato, se em uma atividade
matematica, o enunciado esta descrito em lingua natural, este precisa ser substituido por uma
escrita algébrica, por uma formula literal, por uma representacdo grafica ou por uma figura
geométrica, por exemplo.

Enquanto que o discurso em lingua natural se desenvolve por juncdo ou acumulagdo de
palavras ou frases em que a sequéncia destas buscam refor¢ar ou completar o que estava escrito
anteriormente, o discurso em matematica desenvolve-se principalmente por substituicdo. A
substitutividade ndo ¢ uma codificacdo ou um processo de substituir uma expressao por outra,
distinta ou desconexa, mas consiste em substituir de tal maneira que a outra expressao,
embasada em conhecimentos matematicos que garantam a invariancia referencial (defini¢des,
propriedades, teoremas), seja capaz de atribuir novos sentidos, possibilitando o progresso do
pensamento matematico (DUVAL, 2012b).

Este jogo de substitutividade, considerado essencial para o pensamento matematico, so

¢ valido se preservar a referéncia e se manter o sentido, que corresponde ao valor de verdade.
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Sentido e referéncia ndo sdo sindbnimos e esta distingdo ¢ um principio basilar para as
substituigdes. Assim, as mudancas na forma escrita ou representacional devem manter a
referéncia e o valor de verdade. As expressdes 4/2, (1+1) e V4 representam o mesmo objeto,
mantendo referéncia ao ‘nimero dois’. Porém ndo apresentam o mesmo significado, pois cada
expressao descreve pontos de vistas distintos. A primeira representacado trata da divisibilidade,
a segunda recorre & soma e a unidade e a terceira, a radiciagdo. Isso mostra que, mesmo
mantendo a referéncia, formas diferentes de escrita exibem propriedades distintas do objeto.

A primeira vista, parece simples realizar o processo de substitutividade: basta distinguir
referéncia e sentido e manté-los inalterados durante todo o processo de conversao. Toda essa
simplicidade aparente, esconde por trds uma questdo delicada, que trata da congruéncia

semantica:

Em outros termos, do ponto de vista da constitui¢ao objetiva do saber, a substitui¢do,
que permite desenvolver o calculo e a demonstragdo, funciona em rela¢ao a referéncia.
Mas, do ponto de vista da apropriacio subjetiva do saber matematico, a
substituicio funciona primeiramente em relacio ao sentido associativo interno:
tudo depende, entdo, daquilo que chamaremos de congruéncia ou nio congruéncia
semintica das expressdes a serem substituidas uma pela outra (DUVAL, 2012b,
p- 100, grifos do autor).

O autor revela que a substituicdo funciona ora em relagdo a referéncia ora em relagdo
ao sentido interno que est4 associado a congruéncia semantica. Desta forma, duas expressoes
diferentes podem ser referencialmente equivalentes sem que sejam semanticamente
congruentes ou vice-versa.

O fendmeno de ndo congruéncia se revela importante para a aprendizagem porque
possibilita o desenvolvimento do pensamento matematico, embasado em atividades de
substitutividade que mantém a referéncia. Neste sentido, Duval (2012b) discute trés atividades
que tratam do fendmeno. A primeira consiste na passagem da representacdo geométrica da reta
para a representagdo simbdlica dos numeros reais. A segunda aborda a ndo congruéncia
semantica em enunciados de problemas, enquanto que a terceira contempla a ndo congruéncia

entre discurso e formula. Esta ultima atividade ¢ apresentada abaixo:

Um homem tem 23 anos a mais do que seu filho, 31 anos a menos do que seu pai. A

soma da idade das trés pessoas ¢ 119 anos. Calcular as idades.
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As idades do homem e do seu filho foram designadas por x e y respectivamente e a
primeira equagdo foi escrita de maneiras distintas:

x — 23 =y, quer dizer, a idade do homem menos 23 ¢ igual a idade do filho.

x =y + 23, quer dizer, a idade do homem ¢ igual a idade do filho mais 23.

Ambas as equacdes sdo referencialmente equivalentes ao enunciado ‘um homem tem
23 anos a mais do que seu filho’, porém ndo sdo congruentes. Para haver congruéncia entre
enunciado e equacdo ¢ preciso escrever a expressao x + 23 = y, o que ndo ¢ referencialmente
equivalente, mas tende a ser uma opg¢do de escrita dos alunos na tentativa de resolver o
problema.

Para Duval (2012b) a dificuldade imposta pela ndo congruéncia, apesar de ser comum
no ensino, ndo ¢ tratada explicita e sistematicamente. Em geral, a ndo congruéncia semantica
suscita dificuldades de compreensdo justamente porque requer manipula¢des de dados, de
modo que uma expressdo seja substituida por outra, que sejam efetuados tratamentos ou
conversdes de representagdes entre registros, OS quais nem sempre se apresentam
espontaneamente ou visivelmente possiveis.

As substituigdes se tornam faceis quando sdo identificadas as correspondéncias diretas
entre o conteudo e sua substituicdo. Porém, a maioria das substituicdes estd relacionada a nao
congruéncia, o que impde certas resisténcias e entraves ao desenvolvimento do pensamento

matematico.

1.2 OS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

A existéncia de distintas formas de representar um mesmo objeto matematico levou
Duval (2004) a organizar as representagdes semidticas em quatro grandes registros: o registro
figural, também denominado geométrico; o registro grafico; o registro da lingua natural; e o
registro da lingua formal ou algébrico. Tais registros sdo requeridos em atividades matematicas
e permitem que representagdes semidticas sejam transformadas em outras, por meio de
operacdes de formacao, de tratamentos e de conversao.

E proprio da matemética a necessidade de trabalhar com multiplos registros. Diante de
um enunciado em lingua natural ¢ preciso escrevé-lo formalmente; diante de uma figura
geométrica € preciso reconhecer suas propriedades; diante de um grafico, interpreta-lo. A

diversidade de registros ¢, sem divida, imprescindivel em atividades matematicas. Contudo
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frente a tantos registros, tende-se a privilegiar um deles, escolhido para ser o principal, no qual

sdo efetuados os tratamentos. A respeito desse assunto, tem-se que:

Mobilizamos também um segundo registro, seja para antecipar os tratamentos a
realizar, e portanto, escolher o registro de tratamento, seja para controlar os
tratamentos efetuados no registro escolhido. Essa mobilizagdo pode ser feita
explicitamente para a producdo em paralelo com a representacdo de um segundo
registro, como em geometria ou em analise. Mas, quase sempre, ela fica implicita

(DUVAL, 2011b, p. 116).

Segundo o autor, paralelamente ao registro principal hd os secundarios ou

intermediarios que na maioria das vezes permanecem implicitos, mas ddo suporte ao principal.

Por exemplo, para converter uma propriedade matematica enunciada em lingua natural em uma

representacdo no registro algébrico, ¢ frequente recorrer ao registro geométrico para suscitar

percepcdes e interpretagcdes que auxiliem na escrita algébrica.

Os quatro grandes registros, que dao origem a uma variedade de representacdes para os

objetos matematicos, sdo classificados em monofuncionais ou plurifuncionais e suas

representacdes, denominadas discursivas ou ndo discursivas, conforme quadro:

Quadro 1: Classificagdo dos registros e das representagoes

Representagio Discursiva Representacio Nao Discursiva
Registros Célula 11 Célula 12
Plurifuncionais Lingua natural: associa¢des Figuras geométricas planas ou em
(tratamentos ndo | verbais (conceituais); descrigao, perspectiva (configuragdes de
algoritmizaveis) defini¢do, explicagao; formas nas dimensdes 0, 1, 2, 3);
Raciocinio: argumento a partir de | Apreensdo operatoria e ndo
observacgoes, de crengas...; somente perceptiva;
dedugdo valida a partir de constru¢do com instrumentos;
definicdo ou de teoremas modelizacao de estruturas fisicas
Registros Célula 21 Célula 22
Monofuncionais | Sistema de escrita: Graficos cartesianos
(tratamentos - numéricas (binaria, decimal,...); | (visualizagdo de variagdes)
principalmente - algébricas; mudangas de sistema de
algoritmizaveis) - simbolicas (linguas formais); coordenadas; interpolacdo,
Célculo literal, algébrico, formal... | extrapolacao.

Fonte: Adaptado de Duval (2004, p. 52)
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De acordo com o Quadro 1, os registros monofuncionais sao especificos da matematica,
enquanto que os plurifuncionais sdo mobilizados em todas as areas do conhecimento,
principalmente para desenvolver as fungdes de comunicacao e de objetivacao.

As representagdes discursivas sdo oriundas de registros discursivos que permitem a
producdo de expressdes de acordo com regras sintaticas e podem ser mono ou plurifuncionais.
Sao exemplos de registros discursivos as linguas natural e formal, visto que a lingua natural
envolve palavras e a lingua formal, férmulas que contém letras, simbolos, etc. As
representacdes nao discursivas produzem representagdes visuais como imagens, figuras
geométricas, graficos cartesianos ou esquemas, podendo ser originadas de registros mono ou
plurifuncionais.

Sao diversas as possibilidades de combinar as células 11, 12, 21 e 22 e portanto, de
efetuar conversdes entre os registros. A passagem da escrita algébrica (célula 21) para o grafico
(célula 22) ¢ a passagem da representag@o discursiva para a representagdo nao discursiva, que
ocorre por meio da conversdo entre registros monofuncionais. A passagem de um enunciado
em lingua natural (célula 11) para uma expressao algébrica (célula 21) ocorre entre registros
plurifuncional e monofuncional, respectivamente.

Ha também conversdes em sentido inverso, que sdo sentidos ndo usualmente praticados,
a exemplo da passagem da representagdo grafica (célula 22) para a algébrica (célula 21) ou a
passagem da escrita algébrica (célula 21) para a lingua natural (célula 11). Os sentidos direto e
inverso impdem custos cognitivos diferentes, comparados ao custo de subir e descer uma
montanha (DUVAL, 2011b).

Os exemplos de combinagdes das células apresentadas no Quadrol mostram que a
conversao pode ser realizada entre registros mono ou plurifuncionais, tratar de representacdes
discursivas ou ndo discursivas e ser realizada em sentido direto ou inverso. Nao ha regras para
efetuar conversdes e também ndo hé garantias de que elas sejam reversiveis. Assim, converter

em um sentido ndo significa que seja possivel converter no sentido inverso.

1.2.1 O registro figural ou registro geométrico

Este registro compreende as figuras geométricas, que sdo representacdes nao
discursivas. A maneira de ver tais figuras esta relacionada as modificacdes a serem efetuadas
nelas, com vistas a novas percepcdes que contribuam para a resolugdo de um problema ou para
a compreensdao de um conceito, por exemplo. Assim, elas requerem um modo de ver que se

diferencia do olhar requerido por uma fotografia ou por uma obra de arte.
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1.2.1.1 A maneira matematica de ver as figuras

Uma figura instiga o olhar e de imediato os olhos tendem a focar aquilo que se destaca,
que geralmente ¢ sua forma global. A percep¢ao que reconhece se a forma € curva ou reta, se
os contornos sdo fechados, abertos, justapostos ou separados, ¢ 0 modo comum ou natural de
ver as representacdes visuais (DUVAL, 2011b).

As figuras sdo instrumentos de producdo de conhecimento. Em particular, as figuras
geométricas exercem um papel fundamental na constru¢do de conhecimentos matematicos:
recorre-se a elas para compreender um conceito, para reconhecer ou aplicar uma propriedade,
para demonstrar um teorema, para resolver um problema, etc.

Se diante de uma figura geométrica a rea¢do imediata ¢ perceber seu formato global,
entdo se pode pensar que, independente do observador, a figura observada sempre revela as
mesmas informagdes. No entanto, ndo ¢ isso que acontece. A percepcdo ¢ uma habilidade
individual e subjetiva. Se para um observador, o que se destaca na forma figural sdo as linhas
retas, para outro, pode ser o contorno fechado, o estilo da linha ou mesmo, a cor do contorno.

Sdo muitas as maneiras de ver as figuras geométricas e esta diversidade torna-as um
registro de representagdo semidtico cognitivamente produtivo. Segundo Duval (2011b), o poder
cognitivo das figuras geométricas estd atrelado a trés caracteristicas. A primeira diz respeito ao
seu valor intuitivo que conduz de imediato a percep¢ao de certas qualidades. A segunda permite
reconhecer o objeto que ela apresenta como imagem desenhada (a planta baixa de uma casa
remete ao objeto casa). E por fim, uma figura ndo ¢ um desenho porque ela ¢ resultado de um
processo construtivo e instrumentalizado, embasado em conhecimentos matematicos.

Das trés caracteristicas, as duas primeiras estdo relacionadas a visualiza¢do, enquanto
que a terceira, a constru¢cdo. Apesar de as duas primeiras serem fundamentais para a
aprendizagem da matematica, especialmente da geometria, no ensino o que prevalece ¢ a
terceira, ressaltando o dominio de propriedades e de conceitos geométricos.

Em relagdo a maneira de ver essas figuras, Duval (2011b) langa trés hipdteses para
reflexdo:

e Ver figuras geométricas requer o mesmo modo comum de ver uma imagem qualquer

ou um objeto real?

e Ou ela esta subordinada ao conhecimento de determinados conceitos?

e Ou ainda, depende de operacgdes de reorganizagdo visual das figuras?

Apesar de afirmar que o ensino de matematica esta orientado com base nas duas

primeiras hipoteses, o autor ressalta que a maneira matematica de ver as figuras esta atrelada a
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terceira hipotese e que portanto, requer a conscientizagdo da necessidade de operar visualmente

sobre elas. Sobre isso, esclarece:

A terceira hipotese equivale a assumir que as figuras formam um registro de
representagdo semiotico especifico. Para mostra-lo é preciso descrever as operagdes
puramente figurais que permitem, independentemente ou mesmo antes, a utilizagdo
de uma propriedade matematica. S83o essas operagdes figurais que permitem
transformar qualquer figura em outra, com a finalidade de fazer aparecer uma solugao
ou de produzir um contraexemplo ou ainda de modelar uma situagdo (DUVAL,
2011b, p. 85).

Segundo o autor, o modo de ver a figura deve suscitar operagdes visuais a serem

realizadas, que contribuam para a resolucdo do problema ou para o reconhecimento de uma

propriedade, por exemplo. Estas operacdes transformam a figura em uma nova representacao

que revela interpretagdes e sentidos até entdo, ocultos.

Toda figura geométrica ¢ resultado da combinagdo de dois tipos de variagdes: variagdes

de dimensdo e variacdes qualitativas, relativas & forma, ao tamanho, a orientacdo, a cor, etc.

Portanto, em uma figura sao identificados elementos que pertencem a diferentes dimensdes e

que apresentam qualidades visuais distintas. A identificacdo de alguns destes elementos

interfere positiva ou negativamente na identificacdo dos demais.

A possibilidade de variar a dimensdo e as qualidades visuais permitem o

reconhecimento de unidades figurais elementares, mostradas na figura abaixo:

Figura 1: Unidades figurais

Dimensio 2

OBJETO VISIVEL
Dimensio 0 Dimensio 1
Forma Forma Forma
retilinea curvilinea retilinea
Aberta Fechada
. —_ X —
Ponto Reta; Arco; Angulo; Triangulo;
segmento curva cruz quadrado;
de reta retdngulo

Fonte: Adaptado de Duval (2004, p. 159)

Forma
curvilinea

Aberta Fechada
A -
Curva com Oval;

ponto duplo;  redondo
cispide
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De acordo com a Figura 1, as unidades figurais sdo formas elementares que compdem
toda e qualquer figura geométrica. Para Flores e Moretti (2004 p. 2) elas “sdo formas
identificaveis que ndo podem ser decompostas em formas mais simples, a menos que mudemos
de dimensdo, nem podem ser distinguidas sobre critérios de tamanho”. Destarte uma figura ¢
sempre uma configuragdo de pelo menos duas unidades figurais e sdo as propriedades
(paralelismos, simetria, interse¢do, etc) entre estas unidades que determinam o conteudo

pertinente da figura. Para exemplificar essa configuragdo, tem-se a Figura 2.

Figura 2: Configuragdo de uma figura geométrica

Fonte: Adaptado de Duval (2011b, p. 87)

Essa figura bidimensional ¢ formada por elementos pertencentes a diferentes dimensdes,
que sdo os segmentos de retas (dimensdo um) e os pontos (dimensdo zero), € também por
variagdes qualitativas relativas a forma (todas as formas contém linhas retas e contornos
fechados, mas se diferem pelo nimero de lados: tridngulo, retangulo, hexagono, pentdgono) e
relativas a posigdo (superposi¢io ou justaposi¢do das formas). A primeira vista se percebe em
destaque uma figura de dimensdo 2, composta por um quadrado e um retangulo que parecem
uma unidade e ndo a reunido de segmentos pertencentes a dimensdes inferiores. Sobre isto
Duval (2004) afirma que os elementos de dimensdo 2 predominam sobre os elementos de
dimensdes inferiores, pois as Leis da Gestalt®, do fechamento ou da continuidade, explicam que
quando linhas formam um contorno simples e fechado o que se destaca ¢ a figura como um
todo, ja que o todo tende a facilitar a compreensdo da imagem visualizada.

Ao privilegiar a forma unificada da figura, as Leis da Gestalt acabam por dificultar o

reconhecimento de outros elementos pertencentes a dimensdes inferiores e das diferentes

> Sdo oito as Leis da Gestalt: Unidade, Segregacdo, Unificacio, Fechamento, Continuidade, Proximidade,
Semelhanca e Pregnancia da Forma. A Pregnancia da Forma abarca as demais Leis e por esta razao ¢ considerada
para a Gestalt, a base da percepgdo visual. Maiores informagdes acerca da Teoria da Gestalt e de suas Leis podem
ser encontradas em Morais (2017).
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formas que aparecem na figura. Isso explica porque na Figura 2, o quadrado sobreposto ao
retangulo ¢ imediatamente reconhecido enquanto que os segmentos de retas, os dois tridngulos,
os dois pentdgonos e o hexdgono ndo sdo facilmente identificados. Esta percepcdo intuitiva e
imediata da forma bidimensional ¢ a maneira comum de ver uma imagem, seja ela uma imagem
qualquer ou uma figura geométrica.

Diferentemente de outras representagdes visuais, as figuras geométricas requerem uma
mudan¢a na maneira de olhar, que caracteriza o modo matematico de vé-las. Este modo
possibilita ndo apenas a compreensdo de conceitos e propriedades geométricos, mas a sua
aplicagdo na resolucdo de problemas em diferentes situagdes e contextos.

Duval (2011b) destaca que a primeira tarefa para ver matematicamente diz respeito a
passagem da maneira comum, que consiste no reconhecimento perceptivo das formas das
figuras em duas dimensdes, para a maneira matematica que estd centrada na desconstrugdo
dimensional e nas operagdes de reorganizagao visual da figura. Mais do que direcionar o olhar
para perceber as unidades figurais que pertencem a dimensdes inferiores da figura
bidimensional ¢ preciso também operar sobre a figura, para que sejam explicitadas informacdes

ocultas em sua forma original.

1.2.1.2 Apreensodes geométricas

O termo apreensdes tem sido usado por Duval (2012a; 2012c) para destacar as variadas
interpretagdes que emergem quando se interage com figuras, especialmente aquelas que
possuem fungdo heuristica. Sobre esta funcdo, Duval (2016, p.13) afirma que “a utilizagao
heuristica de figuras em geometria consiste em visualizar, na figura dada, as hipoteses do
problema em outra figura, que ¢ uma reorganizacao enriquecida ou ndo da figura inicialmente
dada”. Isso significa que as figuras com produtividade heuristica possibilitam reorganizar a
figura inicial, de modo que novas percep¢des possam emergir.

As apreensdes geométricas estdo relacionadas a habilidade de ver uma figura e
permitem reconhecer as unidades figurais, bem como operar sobre ela. Sdo quatro as
apreensdes, sendo que a apreensiao sequencial visa a reproducdo figural e ¢ requerida em
atividades voltadas a construcdo ou a descrigdo de figuras.

Ao interagir com figuras geométricas ¢ natural que a primeira apreensao a emergir esteja
relacionada ao reconhecimento daquilo que se destaca nas figuras, que ¢ a sua forma. Esta
apreensio perceptiva da forma estd subordinada as Leis da Gestalt, que levam a reconhecer

automaticamente a forma global e unificada da figura. Ao mesmo tempo, essas leis impedem
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ou dificultam que elementos de dimensdes inferiores sejam reconhecidos na figura e
consequentemente, que as formas sejam percebidas como agrupamento destes elementos.

Uma figura, por si so, tende a mostrar explicita ou implicitamente propriedades
geométricas que lhe sdo intrinsecas, a exemplo da congruéncia, da regularidade, do paralelismo
e da simetria. Quando ela ndo evidencia tais propriedades ou outras hipdteses necessarias a sua
adequada leitura, € preciso o auxilio de algum tipo de descri¢do. Neste caso, entra em cena a
apreensdo discursiva, que em oposi¢do aquela intuitiva e imediata, ¢ controlada pela
interpretacdo das hipdteses enunciadas.

As apreensdes perceptiva e discursiva estdo sempre presentes em atividades que
envolvem figuras geométricas. Além de serem atitudes opostas, sdo também conflitantes, uma
vez que a “figura mostra objetos que se destacam independentemente do enunciado, assim
como os objetos nomeados no enunciado das hipoteses nio sdo necessariamente aqueles
que aparecem espontaneamente” (DUVAL, 2012a, p.120, grifos do autor). A escolha da
representacdo figural e das hipoteses enunciadas determinam a intensidade do conflito entre as
apreensdes. A Figura 3 e a Figura 4 exibem este conflito e a0 mesmo tempo ressaltam a

importancia da articulacdo das duas apreensdes para a aprendizagem.

Figura 3: O que a figura mostra.

Calcule os valores de x na figura, dados os comprimentos na mesma unidade de medida.

4
Fonte: Melo (1999, p. 65)

Nessa figura, Moretti e Brandt (2015, p. 600) discutem o problema apresentado por
Melo (1999). Eles chamam a atengdo para a necessidade de articular a figura as hipdteses
enunciadas, pois tanto na representa¢do triangular quanto no enunciado, ndo ha qualquer
indicagdo da existéncia do angulo reto. Porém, o que se destaca na figura ¢ a percepg¢ao intuitiva
de um triangulo retangulo. Seja pela posi¢do escolhida para representar o triangulo ou pelos
valores atribuidos aos lados, a apreensdo perceptiva induz a calcular o valor de x a partir do
Teorema de Pitagoras. Se a posicao do tridngulo fosse modificada, seria possivel que outros
elementos ou propriedades fossem identificados e utilizados para calcular o valor do lado

desconhecido.
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J& na Figura 4, reconhecer os paralelogramos enunciados na hipétese pode ndo ser tao

espontaneo.

Figura 4: O que o enunciado mostra.
ACBC’ e AB’CB sao paralelogramos. Provar que A ¢ o meio geométrico de C’B’.

B C

C A B’

Fonte: Duval (2012a, p. 122)

Observando esta figura, ¢ possivel identificar um trapézio com um tridngulo inscrito ou
mesmo, trés triangulos justapostos, que sdo figuras diferentes daquelas descritas na hipotese. O
enunciado afirma que existem dois paralelogramos, mas a identificagdo deles pode ndo ser tao
imediata quanto a identificacdio do trapézio ou dos tridngulos. Para reconhecer os
paralelogramos recorre-se a apreensao discursiva que controla a apreensdo perceptiva e remete
a interpretagdo das hipoteses, atrelando os elementos figurais as informagdes enunciadas.

Se o enunciado da Figura 4 explicitasse outras propriedades, a exemplo do paralelismo
entre os segmentos BC' e AC, entdo novas interpretagdes poderiam emergir. Portanto, a escolha
do enunciado de um problema influencia na maneira de ver a figura geométrica e qualquer
alteracdo nas hipoteses provoca modificagdes no modo de vé-la, apesar de ela se manter
inalterada.

Diante de um problema matematico que envolve simultaneamente hipoteses e figuras
geométricas, uma atitude entre os alunos chama a atengdo de Duval (2012a): primeiramente
fazem a leitura das hipoteses e com base nelas constroem ou interpretam a figura; apos a
construcdo ou interpretagdo, a atencdo se volta exclusivamente para a figura, como se o
enunciado ndo fizesse parte do problema ou que ele ndo fosse mais necessario. Esse
esquecimento ou abandono do enunciado representa a auséncia de interpretagdo discursiva da
figura e ¢ uma atitude comumente reconhecida por professores em sala de aula.

Segundo Duval (2012a), mesmo a apreensdo perceptiva tendo papel central para a
aprendizagem, estd subordinada a discursiva, uma vez que as propriedades pertinentes e
aceitaveis da figura devem estar atreladas as hipdteses enunciadas. Assim, a subordinagdo da
apreensdo perceptiva a discursiva se torna crucial para direcionar o olhar para aquilo que a

figura realmente quer mostrar e ndo para aquilo que se deseja que ela mostre. Neste sentido,
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Moretti e Brandt (2015, p. 600) enfatizam que “a figura geométrica ¢ o resultado da conexdo
entre as apreensdes perceptiva e discursiva: uma figura ndo ¢ o que ela mostra, mas o que ¢
levada a mostrar, em geral, o que estd no enunciado”.

A escolha por determinada figura ou por determinadas hipoteses influencia diretamente
na percepg¢ao de elementos ou de propriedades figurais, os quais nem sempre correspondem aos
elementos ou propriedades que o problema exige ver, conforme se constatou nas Figuras 3 e 4.
Desta forma, as diferentes combinac¢des entre figura e enunciado ndo s6 induzem o modo de
vé-la, mas também impdem certas dificuldade ou facilidades de articula-los.

O grau de dificuldade esta relacionado a congruéncia entre o que ¢ enunciado e o que ¢
visivel de imediato na figura. Se as hipdteses descrevem elementos reconhecidos pela
percep¢do imediata, entdo a possibilidade de ver o que a figura deve mostrar ¢
significativamente maior em relacdo as situacdes em que o enunciado e a figura ndo sdo
semanticamente congruentes.

Para além do que a congruéncia permite ver, ¢ preciso ultrapassar as barreiras da
percepcao. Ver uma figura geométrica demanda mais que reconhecer formas ou interpretar
discursivamente elementos ou propriedades. Exige ver operagdes figurais que permitam efetuar
tratamentos matematicos, e portanto, uma outra forma de interpretacdo se faz necessaria, a
apreensio operatoria.

A apreensdo operatoria diz respeito as operacdes de modificacdo e de reorganizacio
realizadas visualmente na figura. As diferentes modificagdes realizadas em uma figura
geométrica, seja visual ou mentalmente, sdo organizadas em trés grupos e denominadas
modificagdes mereoldgicas, modificagdes Oticas e modificagdes posicionais.

As modifica¢des mereologicas visam a decomposicao da figura em partes, podendo
reagrupa-las entre si ou realocé-las em outras figuras. O reagrupamento ou a realocagdo formam
uma figura visualmente diferente da original, em que ¢ possivel identificar as diferencas ou as
semelhancas entre a figura original e a figura modificada.

Sobre a decomposic¢ao figural, Duval (2005) destaca trés modos de efetud-la, conforme

ilustram as Figuras 5, 6 e 7.

Figura 5: Decomposicéo estritamente homogénea

a/l ]/
L /S

Fonte: Duval (2005, p. 21)
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Na Figura 5, a decomposi¢ao ¢ chamada estritamente homogénea porque a figura final

preserva a forma da figura original.
Figura 6: Decomposi¢cdo homogénea
—> —p
Fonte: Duval (2005, p. 21)

Aqui, a decomposicdo homogénea ndo preserva a forma inicial, mas suas partes

apresentam formas idénticas entre si.

Figura 7: Decomposicdo heterogénea

NN

Fonte: Duval (2005, p. 21)

Na decomposi¢do heterogénea a figura final assume forma totalmente diferente da

forma original.

As modificagdes Oticas sdo relativas ao tamanho da figura original. Elas produzem uma
figura semelhante a figura original, porém com tamanho diferenciado, podendo ser ampliado

ou reduzido:

Figura 8: Modificag@o oOtica: homotetia

Fonte: Duval (2004, p. 167)

Esta figura apresenta dois quadrados semelhantes, percebidos em profundidade, por
meio da modificacdo conhecida como homotetia, que preserva a forma e a orientacdo da figura
original, mas altera o seu tamanho.

As modificagdes posicionais estdo relacionadas a orienta¢ao e a posi¢ao da figura. Os

movimentos de translagdo, rotacdo ou reflexdo sobre a figura original produzem uma
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representacao figural que preserva o tamanho e a forma, mas apresenta alteragdes na orientacao

e na posi¢do em relacdo a figura original:

Figura 9: Modificag@o posicional por meio de rotagdo

I

Fonte: Duval (2004, p. 173)

Aqui, a figura foi rotacionada 90° em sentido anti-hordrio e produziu uma nova

representacao.

Diferentes operagdes semidticas estdo associadas a cada tipo de modificacdo. As

operacdes provocam alteragdes na figura permitindo o desenvolvimento de sua fungdo

heuristica. Quanto a func¢do heuristica Duval (2012a, p. 125, grifos do autor) afirma que ela

“esta ligada a existéncia da congruéncia entre uma destas operacdes e um dos tratamentos

matematicos possiveis para o problema proposto”. Isso significa que diante de um problema

matematico que envolve figuras geométricas ¢ preciso mobilizar determinadas operagdes

figurais de tal forma que evidenciem e tornem possivel a aplicacdo de tratamentos figurais.

Contudo, mesmo havendo congruéncia entre apreensdo operatoria e tratamento

matematico, ha que se levar em consideracdo certos fatores ligados a visibilidade que podem

inibir a mobilizagdo das operagdes. Tais fatores sdo apresentados no quadro:

Quadro 2: Apreensao operatoria e fatores de visibilidade

Tipo de modifica¢ido figural

Operacoes que constituem a
produtividade heuristica

Fatores que interferem na
visibilidade

Modificagoes mereologicas

- Reconfiguracdo intermediaria

Caracteristica convexa ou nao

- Mergulhamento convexa das partes elementares
Modificagdes Oticas - Superposibilidade - Recobrimento parcial
- Anamorfose - Orientagao
Modificagoes posicionais - Rotagdo Estabilidade das referéncias do
-Translacao campo perceptivo para o suporte

das figuras

Fonte: Duval (2012a, p.127)
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O Quadro 2 mostra alguns fatores relacionados a organizagao perceptiva da figura, que
interferem na visibilidade e na mobilizagdo de operagdes figurais, como a convexidade, a
posi¢do e a orientagdo. Geralmente, ¢ mais facil reconhecer subfiguras convexas do que nao
convexas. Outrossim, o posicionamento e a orientacdo da figura podem interferir diretamente
no reconhecimento de propriedades geométricas.

Além destes fatores, hd que se levar em consideragdo outros, por exemplo a
complementaridade, a divisdo da figura em partes e a diregdo. De fato, perceber se as partes da
figura se sobrepdem a original, identificar se ela est4 fracionada ou se necessita ser fracionada,
ou privilegiar as dire¢des horizontal e vertical, podem disparar ou inibir operagdes figurais
(DUVAL, 2012c).

Ainda em relacdo ao Quadro 2, ¢ possivel observar as diferentes operagdes atreladas a
cada tipo de modificagdo. A reconfiguracdo intermedidria, pertencente a modificacdo
mereologica, chama a atengdo pela sua potencialidade em efetuar tratamentos. Esta operagdo
semidtica desempenha importante papel na resolugdo de problemas, inclusive em problemas de

area, objeto deste estudo, e por esta razdo ¢ abordada na proéxima subsecao.

1.2.1.3 A operacio de reconfiguracio intermediaria

A modificacdo mereoldgica divide a figura em subfiguras e estabelece uma relagao entre
as partes e o todo. A divisdo origina a operacdo de reconfiguracdo intermedidria, que busca
reorganizar as partes de forma a possibilitar a aplicagdo de tratamentos figurais. Por meio da
reconfiguracdo pode-se calcular a medida de 4rea de uma figura a partir da soma das areas de
suas partes ou a partir do reconhecimento da equivaléncia de dois reagrupamentos
intermediarios.

Para Flores e Moretti (2006, p. 8) a operagdo de reconfiguracdo “consiste, basicamente,
na complementaridade de formas, ou seja, das partes obtidas por um fracionamento que podem
ser reagrupadas em subfiguras incluidas na figura inicial”. Os autores apresentam na Figura 10,
o problema de Euclides, abordado por Duval (1995), para mostrar que a reconfiguracao ¢

considerada uma opera¢do de complementaridade de formas.
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Figura 10: Problema de Euclides

Mostrar a igualdade das partes 1 e 2 qualquer que seja a posi¢ao do segmento AB.

D A E

H B F

Para mostrar a igualdade parte-se da supressdo dos tridngulos DHE e EHF de duas

configuragdes ndo-convexas e iguais:

Ou parte-se da supressdo sucessiva de duas partes elementares iguais:

Seguido de /
| .

Fonte: Duval (1995, p.199-202); Flores e Moretti (2006, p. 8)

Para resolver o problema de Euclides, os autores afirmam que Duval (1995) aplica varias
vezes a reconfiguragio intermediaria. Essa operagdo esta ligada a habilidade de visualizagao®:
¢ preciso visualizar as subfiguras pertinentes, visualizar a reorganiza¢do das subfiguras e ainda
visualizar os possiveis tratamentos a serem aplicados. Ademais, a reconfigurag¢do pode intervir
em problemas cuja resolugdo ndo demanda a utilizacdo de um corpus de defini¢cdes e teoremas
(DUVAL, 2012a).

Mesmo servindo de start para a resolu¢do de problemas, a reconfiguracdo ndo garante
a sua correta resolucdo. A Figura 11 traz uma atividade sobre o célculo de areas de figuras
planas, resolvida por alunos de 5* série do ensino fundamental, que comprova a referida

afirmagao.

5 Com base nas ideias de Duval (2004), Moretti (2013, p. 293) define que a visualiza¢do € o resultado da conexio
entre as apreensdes perceptiva e operatoria. Ela ndo exige nenhum conhecimento matematico, mas pode comandar
as apreensoes.
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Figura 11: A area da regido hachurada

Calcule a area da regido hachurada tendo em vista o quadrado ABCD de lado 4 cm.
A 1

C L -2a D->p D

Fonte: Flores Bolda (1997, p. 122)

A andlise de Flores e Moretti (2006, p. 11), sobre o problema apresentado por Flores
Bolda (1997) na Figura 11, revela que o aluno utiliza a reconfigura¢io para formar um retangulo
de 4 cm de comprimento e 2 cm de largura em que a area é 8 cm?. No entanto, ele conclui que
o valor da 4rea solicitada é 2 cm?, em virtude de efetuar a contagem dos dois quadrados. As
modifica¢des figurais permitiram ao aluno obter uma resposta, mas o fato de ndo articular a
figura ao enunciado, conduziu-o a resposta incorreta.

Este exemplo abordado por Flores e Moretti (2006) explicita a importancia da leitura do
enunciado para a resolucdo correta do problema e permite inferir que a partir da operagdo de
reconfiguracdo ¢ possivel o reconhecimento de formas figurais ndo visiveis pela percepgao
imediata. Contudo, a reconfiguracdo ndo ¢ suficiente para conduzir a correta resolucdo do
problema. Além do mais, comprova que as apreensdes operatdria e perceptiva devem estar
subordinadas a apreensdo discursiva.

A reconfiguracdo intermedidria também pode ser um recurso natural para a resolucao

de problemas, conforme se observa nas figuras a seguir.

Figura 12: Parti¢do de um quadrado.

Fazer a particdo de um quadrado em trés partes iguais, a partir do ponto médio do lado AB

A M B

C E F D

Fonte: Duval (2012a, p. 128)
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Em relacdo a esta atividade, Duval (2012a) explica que um aluno do cinguieme
(equivalente ao 7° ano no Brasil) faz seis particdes homogéneas. Enumerando com os mesmos
algarismos as partes elementares iguais, ele indica que as reconfiguracdes intermediarias

(AMEC, MFE e MBDF) tém o mesmo tamanho:

Figura 13: Reconfiguracdes intermediarias

A M B

3l 2] 2|3
C E F D
Fonte: Duval (2012a, p. 129)

Usando tratamentos figurais, o aluno mostra que o quadrado pode ser dividido em trés
partes iguais. Todavia, sente dificuldades em registrar, por escrito, a solu¢do explicada
verbalmente, segundo o autor.

Este exemplo abordado por Duval (2012a) permite inferir que a conversdo entre os
registros figural e da lingua natural ndo ¢ espontanea e que em certas situacdes a operacdo de
reconfiguracdo tem ‘for¢a’ de tratamento matematico para demonstrar uma propriedade
reconhecida visualmente sobre a figura. Sobre a ultima inferéncia Duval (2012a, p. 130) afirma
que ‘“‘esta operagdo ¢ congruente a um tratamento matematico possivel em uma classe de
problemas diretamente acessiveis aos alunos, porque ndo requerem de maneira explicita o
emprego de alguma defini¢do ou teorema”.

De forma geral, a reconfigurac¢do intermedidria pode favorecer o desenvolvimento de
habilidades ligadas a visualizag@o. Para além da percepg¢ao imediata, ela permite a resolugdo de

problemas por meio de tratamentos figurais.
1.2.2 O registro grafico
Neste trabalho, o registro grafico contempla as representacdes de fun¢des construidas

no plano cartesiano. Dentre as abordagens para o esbog¢o de curvas neste plano estd a

interpretacdo global das propriedades figurais, proposta por Duval (2011a).
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Diferentemente da abordagem ponto a ponto, frequentemente aplicada no ensino, em
que ¢ apresentada a expressdo algébrica da fungdo e com base nela é construido o grafico, a
interpretacdo global permite articular as representagdes grafica e algébrica. Nela, busca-se
identificar as unidades graficas e fazer a associag¢@o destas unidades as unidades algébricas para

que as modificacdes efetuadas num registro sejam percebidas no outro.

1.2.2.1 Abordagens graficas

Esbogar uma curva no plano cartesiano ¢ mais que aplicar regras de codificacdo que
associam pares ordenados a pontos no plano. Da mesma forma, ler e interpretar uma
representacdo grafica ndo se resume a identificar pontos particulares. As dificuldades de leitura
e de interpretagdo ndo estdo atreladas a compreensdo dos conceitos matematicos ligados as
fungdes, mas no desconhecimento de regras de correspondéncia semidtica entre o registro
grafico e o registro algébrico.

Sobre as abordagens para o esboco de curvas de fun¢des no plano cartesiano, Duval
(2011a) apresenta trés possibilidades: a abordagem ponto a ponto, a abordagem de extensao do
tracado efetuado e a abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais.

No ensino ¢ comum tratar o esbogo de curvas de fungdes a partir da abordagem ponto a
ponto. Tal abordagem considera como referéncia os eixos graduados e sobre eles sdo marcados
pontos que correspondem a pares ordenados. H4 forte associagdo entre pontos e pares
ordenados.

Esse procedimento ¢ comumente empregado para realizar conversdes entre registros,
em que o registro de partida ¢ o algébrico e o de chegada, o grafico. Em sentido inverso, ele ¢
praticamente inoperante, pois ainda que havendo “congruéncia semantica entre um par
ordenado e a sua representacgao cartesiana, 0 mesmo nao se pode dizer de um conjunto de pontos
no plano cartesiano e uma regra matematica a ele equivalente” (CORREA; MORETTI, 2014,
p. 43). Desta forma, a abordagem ponto a ponto dificulta a percep¢do da articulagdo entre os
registros, especialmente quando a representagdo grafica € o registro de partida.

Ainda neste tipo de abordagem, a visualizacdo do grafico restringe-se a ver
determinados pontos e o esboc¢o da curva € a juncao de pontos, oriundos da aplicagdo de regras
de codificacdo, o que impede uma leitura mais ampla e global acerca de suas propriedades. No
entanto, ela ¢ adequada ao estudo de fungdes, especialmente das fun¢des do primeiro e segundo
grau, no qual se faz necessaria uma leitura pontual, como encontrar pontos de interseccdes,

pontos de maximos e minimos.
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A abordagem de extensao do tracado efetuado se assemelha a abordagem ponto a ponto,
pois ambas consideram a andlise de pontos particulares da curva, sem a preocupagdo com suas
propriedades globais. Porém se distinguem pelo fato de que a abordagem de extensao do tragado
ndo se limita a um conjunto finito de pontos marcados no plano cartesiano. Ela compreende as
atividades de interpolagdo e de extrapolagdo.

Em contraste com as abordagens ponto a ponto e de extensdo do tragado, Duval (2011a)
enuncia a interpretacdo global de propriedades figurais, em que o conjunto tracado/eixos forma
uma imagem que representa um objeto descrito pela expressdo algébrica. Nela ¢ possivel
compreender que o grafico e a expressdo algébrica estdo articulados entre si, uma vez que as
modificagdes feitas num registro sdo visualizadas e reconhecidas no outro.

O olhar focado para pontos particulares cede espago para um olhar mais amplo da curva.
Sobre isso, Duval (2011a, p. 99, grifos do autor) destaca que “nao estamos mais na presenca
da associacdo “um ponto — um par de nimeros”, mas na presenca da associacao “variavel
visual de representacio — unidade significativa da expressao algébrica” . Isso implica que,
para além da observac¢do de pontos especificos numa curva € preciso uma interpretacao global,
em que as propriedades da curva sejam destacadas, analisadas e correlacionadas com a escrita
algébrica. E preciso identificar alteragdes conjuntas do grafico e da expressdo algébrica,
estabelecendo correspondéncias entre as variaveis visuais e as unidades significativas da
expressao algébrica.

Estabelecer correspondéncias entre representacdes de fungdes produzidas em diferentes
registros e reconhecer a forma com que elas estdo articuladas, pressupde a conversdao. No
ensino, as conversdes acontecem com maior intensidade no sentido do registro algébrico para
o grafico. Isso significa que, partindo da representacdo da func¢do no registro algébrico chega-
se a representagdo no registro grafico, dando a impressao de haver certa relagdo de dependéncia
entre as representagdes, transparecendo que a segunda estd subordinada a primeira.

Uma das razdes que leva priorizar esse sentido de conversao ¢ a dificuldade de analise
simultanea das propriedades visuais e algébricas, visto que a maioria das fungdes possui alto
grau de complexidade. Para realizar a conversdo em sentido inverso, que parte do registro
grafico, € necessaria a abordagem de interpretagdo global de propriedades figurais. Mais do que
identificar variaveis visuais e unidades algébricas significativas, a interpretacao global permite
a articulacdo e a coordenagdo dos registros.

Para exemplificar o procedimento de interpretacdo global figural para o esbogo de

curvas de fung¢des polinomiais do primeiro grau, da forma y = ax + b, Duval (2011a) elabora
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o Quadro 3 em que explicita as variaveis visuais graficas e as unidades simbdlicas

correspondentes, pertencentes ao registro algébrico:

Quadro 3: Variaveis visuais ¢ unidades simbolicas

Variaveis Visuais Valores Unidades simbélicas correspondentes
Sentido da inclinagdo Ascendente Coeficiente a > 0 auséncia do simbolo +
Descendente Coeficiente a <0 presenca do simbolo -
Angulo com o eixo x Partigao simétrica Coef Angular a=1 auséncia de coef. escrito

Angulo menor que 45° | Coef. Angulara < 1
Angulo maior que 45° Coef angular a >1

Posi¢do em relagdo ao Corta acima da origem Constante b > 0 sinal +
eixo y Corta abaixo da origem | Constante b <0 sinal —
Corta na origem Constante b= 0

Fonte: Adaptado de Duval (2011a, p. 101)

Esse quadro mostra as correspondéncias entre as varidveis visuais e as unidades
simbolicas em que qualquer alteragdo na representacao da fungo no registro algébrico provoca
alteracdo na representacao da fungao no registro grafico e vice-versa. Se desejar que a reta tenha
angulo com o eixo x maior que 45° e a posi¢do do tragado em relag@o ao eixo y esteja acima da
origem, ¢ preciso atribuir para o coeficiente angular a e para a constante b, valores maiores que
1 e 0, respectivamente, por exemplo, y = 2x + 3. Da mesma forma, observando o quadro e a
expressdao y = —x + 5, ¢ possivel identificar que a reta ¢ decrescente, forma um angulo de 45°
com os eixos coordenados e esta deslocada 5 unidades acima da origem, no eixo y.

A partir das ideias de Duval (2011a) sobre o esbogo de curvas, novos estudos se
desenvolveram e o procedimento de interpretagdo global figural passou a ser utilizado para
esbogar curvas de outros tipos de fungdes:

a) Funcoes polinomiais do segundo grau.

Moretti (2003) estuda o esbogo de curvas de fungdes quadraticas com base em
movimentos de translacdo, que sdo operagdes semidticas atreladas a apreensdo operatoria. O
autor entende que este movimento permite reconhecer as correspondéncias entre os registros
grafico e algébrico, mantendo a ideia do procedimento de interpretagao global figural. O estudo
resgata elementos da pardbola enquanto lugar geométrico ao tempo que a trata como curva da
fungao polinomial de segundo grau.

Para iniciar as discussdes, Moretti (2003) relembra que equagdes do tipo y = ax? +

bx + ¢, com a # 0 e b, ¢ reais, podem ser reescritas na forma candnica y — y, = a(x — x,)2.



43

A forma candnica possibilita esbogar curvas por meio de translagdes horizontal e
vertical da pardbola base y = ax?. Para o caso em que o coeficiente a é positivo (a > 0), o
autor analisa os elementos que determinam a translagdo vertical e sua interligacdo com o
numero de raizes da equacao:

1) Uma translagdo vertical para cima do eixo x indica que a curva ndo intercepta o
eixo x e portanto, ndo ha raizes reais. Neste caso A= b? — 4ac é negativo ¢ y,, €
positivo.

i1) Uma translagdo vertical para baixo do eixo x indica que a curva intercepta o e€ixo
x em dois pontos e portanto, ha duas raizes reais e distintas. Aqui, A= b? — 4ac ¢é
positivo e y, € negativo.

ii1) Nenhuma transla¢do vertical indica que a curva intercepta o €ixo x em um nico
valor e assim, as raizes reais sdo iguais e coincidem com o vértice da parabola.
Nesta situacdo, tanto A quanto y, sdo nulos.

O objeto matematico ‘funcao polinomial do segundo grau’, representado nos registros
algébrico e grafico, possibilita distinguir o objeto de sua representacdo. Mais, ao desenvolver
as conversdes e estabelecer correspondéncias entre as representacdes produzidas nestes
registros se esta proporcionando condi¢des para que o aluno coordene os registros.

Em seu trabalho, Moretti (2003) também desenvolve a ideia do esboco de curvas de
fungdes do primeiro grau, via movimentos de translagao.

b) Fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Silva (2008) também usa o procedimento de interpretagdo global figural para estudar o
esbogo de curvas das fungdes trigonométricas y = ta + bsen(kx *+ c¢), das fungdes

X*d ¢ das fungdes logaritmicas y = b + log,(x + d), a partir

exponenciaisy =b +a*,y =a
das ideias de Moretti (2003) sobre translacao.

Para as fungdes trigonométricas a autora se baseia no Quadro 3 e cria seu proprio quadro
que mostra as caracteristicas das curvas sendides, relacionando as varidveis visuais e as
unidades algébricas. Ja o esboco de curvas das fungdes exponenciais e logaritmicas ¢ estudado
partindo das formas candnicas de suas expressoes algébricas.

¢) Func¢des modulares lineares.

A luz de Duval (2011a) e com base nas propostas de Moretti (2003) e de Silva (2008),

Menoncini e Moretti (2017) desenvolvem o esbogo de curvas das fungdes lineares modulares

da forma f(x) — (a) = b|lx — (c)/kl|, com b # 0, k # 0.



44

Os autores destacam que a representacdo da funcdo no registro algébrico, na forma
candnica f(x) — a = b|x — (c¢/k)|, fornece informagdes relevantes acerca do comportamento
da curva. Os coeficientes b e k estdo relacionados, nesta ordem, a concavidade e ao angulo do
tracado, enquanto que os termos constantes @ e ¢ indicam as diregdes e os sentidos das
translagdes. Os valores de ¢ e k estdo interligados de forma que o quociente entre eles determina
a coordenada abscissa do vértice. Em sintese:
a) O coeficiente b indica a concavidade do tragado: o tragado estd voltado para cima
quando b > 0 ou para baixo, quando b < 0;

b) O coeficiente k indica o angulo de abertura do tragado: se k = 1, entdo o angulo ¢
simétrico; se k > 1 o angulo com o eixo horizontal ¢ maior e se k < 1 o angulo com
o eixo horizontal ¢ menor;

c) O termo constante a indica a translacdo do tragado no eixo y: o tragado se desloca

a unidades para cima, se a > 0, ou para baixo, se a < 0;

. . ~ . (5 .
d) O termo constante ¢ indica a translacao no eixo x: o tragado se desloca - unidades
N .. c N Cc
para a direita quando e 0 ou para a esquerda no caso P 0;

e) O vértice do tracado V = (x,, y,,) possui coordenadas x,, = % ey, = ta.

Estas sdo as correspondéncias possiveis, em duplo sentido, entre as representacdes das
fungdes modulares lineares, produzidas nos registros grafico e algébrico. E esta
correspondéncia biunivoca que fortalece a relacdo existente entre as duas formas de
representacdo, explicitando que ambas se complementam e representam o mesmo objeto
matematico, a saber, a fungdo modular linear.

d) Funcdes no ensino superior.

A medida que as fungdes vdo se combinando e dando origem a novas fungdes, o esbogo
de curvas vai se tornando cada vez mais complexo, exigindo alternativas que permitam aplicar
o procedimento de interpretacdo global, sem perder sua esséncia.

A complexidade das fungdes ¢ mostrada nas Figuras 14 e 15, em que, a simples alteragao

. . , . ~ . 1 . , . 1
no sinal da escrita algébrica da funcdo racional y = = > gera a escrita algébricay = o> bem

+1

semelhante a original, porém com representacao no registro grafico visivelmente diferente.
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Figura 14: Curva da fungdo y = 71 Figura 15: Curva da fungdo y = 71

Fonte: Autora
Fonte: Autora

Pensando nestas fungdes mais complexas, tratadas no ensino superior, Luiz (2010)
apresenta o esboco de curvas com base no trabalho de Moretti, Ferraz e Ferreira (2008). Estes
ultimos autores, seguindo as ideias de Duval (2011a), criam unidades basicas graficas e
unidades basicas simbolicas que servem de unidades significativas e auxiliam a conversao das
representacdes entre os registros grafico e simbolico em duplo sentido. Tais unidades basicas
sdo descritas em fungdo de elementos e conceitos do Célculo, especialmente limites e derivadas.

No caso em que as conversdes sdo efetuadas com auxilio de algum recurso
informatico, Luiz (2010) atribui novo nome ao procedimento de interpretacdo global de
propriedades figurais proposto por Duval (2011a), chamando-o de “informatico de
interpretacdo global”. O procedimento informatico, mostrado na Figura 16, permite realizar a
conversdo entre os registros algébrico e grafico com maior rapidez e confiabilidade, pois a
construcdo grafica ¢ quase instantanea a partir da inser¢ao da escrita algébrica no software em

uso.

Figura 16: Esquema de conversdo entre representacdes simbodlica e grafica

Funcgao
(representagdo simbolica)
Tratamentos do

«— calculo

Unidades basicas
simbolicas

—»/" Unidades basicas
graficas
Modo
informatico

Funcao
(representagdo grafica)

Fonte: Adaptado de Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 110)
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Com base no esquema apresentado na Figura 16, a conversdo em sentido 1 — 4, que
parte da representagdo simbdlica para a representacdo grafica, ¢ desenvolvida de forma mais
agil em comparagdo a forma manual. Este recurso também dinamiza a visualizagdo a medida
que torna possivel alterar expressdes algébricas, movimentar e comparar graficos, etc. Qualquer
modifica¢do na representagcdo da fungdo no registro simbolico € reconhecida na representacao
no registro grafico. Ja no sentido inverso, de 4 — 1, devido a complexidade das fungdes, ¢
percorrido o caminho 4 — 3 — 2, que utiliza as unidades basicas graficas e simbolicas, e cujo
objetivo ¢ produzir uma andlise qualitativa do esboco da curva sem necessariamente a
preocupacdo com a escrita simbdlica.

Os trabalhos apresentados aqui, que tratam do esboco de curvas de fungdes a partir do
procedimento de interpretacdo global figural, revelam uma forma de tragar curvas em que sdo
valorizados os seus aspectos qualitativos. Diferentemente da visdo pontual e local, oriunda da
abordagem ponto a ponto, comumente utilizada no ensino e contemplada em livros didaticos e
livros textos, tal procedimento busca o olhar mais amplo acerca das qualidades da curva, uma
vez que o tragado ¢ a representacdo de um objeto descrito por uma expressao algébrica.

Estes trabalhos tém trazido contribuigdes significativas para o ensino e para a
aprendizagem de Calculo no nivel superior, bem como para o ensino Fundamental e Médio, ja

que o esbogo de curvas ¢ tratado na Educacdo Basica.

1.2.3 O registro das linguas

O registro das linguas compreende as representagdes discursivas provenientes do
registro da lingua natural ou do registro da lingua formal. Ele permite desenvolver tanto a
comunicac¢do quanto as operacoes que estdo associadas as fungdes discursivas, essenciais para
a constru¢ao de conhecimentos.

Para Duval (2004), o emprego de uma lingua deve mobilizar certas fungdes, ndo apenas
para haver um discurso, mas para haver uma diversidade de discursos. Estas funcdes a serem
mobilizadas estdo separadas em dois grupos: o das fungdes meta-discursivas e o das fungdes

discursivas.

1.2.3.1 Fun¢odes meta-discursisvas

No grupo das fungdes meta-discursivas estdo as fungdes de comunicagdo, de tratamento

e de objetivacdo, que sdo comuns a quaisquer sistemas de representagao.
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A comunicagdo permite o reagrupamento de elementos para tornar possivel a
transmissao de informagdes e para promover a mudanga de base da comunicag¢do. Um exemplo
de mudanga de base ¢ a passagem de um discurso oral para um discurso escrito, utilizando um
alfabeto. Todos os sistemas semi6ticos podem cumprir a fungdo de comunicagdo, mas nenhum
desenvolve a comunicag¢do tdo apropriadamente como a lingua natural.

O tratamento ¢ uma fun¢do interna ao registro e consiste em transformar uma
informacdo em outra. Ele possibilita criar uma variedade de discursos, pois se consegue
comunicar de maneiras diferentes. Ao reelaborar uma frase com outras palavras se estd
modificando o discurso, ou seja, efetuando a operacdo de tratamento. Em sala de aula, esta
operagdo ¢ bastante comum para tornar o discurso mais compreensivel entre professor e aluno.

A objetivagdo ¢ a possibilidade de tomar consciéncia daquilo que, até o momento, ainda
se apresentava obscuro. Ela é “uma exteriorizagdo que permite desenvolver a significacdo dos
objetos quando ainda ndo se possuia consciéncia antes da sua objetivacao semiotica” (DUV AL,
2016, p. 11). E a partir do trabalho de exteriorizagio com fins de organizag¢io que se chega a

clarificagdo do obscuro e consequentemente a conscientizagao.

1.2.3.2 Funcoes discursivas

Além das fungdes meta-discursivas, comuns a quaisquer sistemas de representacao, ha
também fungdes mais especificas, aplicaveis a certos sistemas. Sdo as chamadas fungdes
discursivas.

Quando fala em discurso, Duval (2004) ndo se restringe ao linguistico. Ao contrario,
considera os diferentes discursos, seja a partir de simbolos, de expressdes algébricas, etc, e por
conta disso apresenta quatro fungdes discursivas, que ao seu ver, sdo capazes de:

e Designar objetos (fungdo referencial);,

e Dizer alguma coisa sobre os objetos designados, a partir de um enunciado completo

(fungdo apofantica);

e Articular um enunciado completo a outro, coerentemente (fungdo de expansdo

discursiva)

e Mostrar o valor, o modo ou o status de um enunciado completo, por parte de quem

enuncia (fungdo de reflexividade).

Duval (2004, p. 89) afirma que “a organizacdo de um discurso depende sempre das

fungdes discursivas que cumpre e das operagdes discursivas realizadas”. Cada fungdo
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discursiva estd associada a operagdes (Figura 17) e o predominio de algumas destas fungdes e

de algumas de suas operagdes acabam por influenciar diretamente a organizacao e a analise do

discurso.
Figura 17: Fungdes discursivas de uma lingua e suas operagoes
LINGUA NATURAL
Funcgoes Discursivas
Referencial Apofantica Expansao discursiva Reflexividade
Operacdes Operacdes Operacdes
Designagéo pura Predicacio o
Categorizagdo simples Elocucio Substituigdo
Determinagao Predicagéo e Elocugéo Acumulagdo
Descrigdo
Similitude | Similitude
Formas Interna Externa
Lexicos Valores Similitude | Expanséo | Expansdo
Sistemitico Logico Descri(;;éo semiotica | lexical formal
Associativo Epistémico Narragdo _ 5o | E .
De extensdo semantica Social Explicagao Simi 1t1_1de Expansdo xpansao
Raciocinio semantica | natural | cognitiva

Fonte: Adaptado de Duval (2004, p. 85- 124); Brandt, Moretti e Bassoi (2014, p. 480)

Com base nesta figura sdo descritas a seguir, as fungdes discursivas e as operagoes
associadas a elas. A primeira fun¢do, chamada referencial, esta ligada a designacao de objetos
€ possui quatro operacdes discursivas:

1) a designagdo pura identifica um objeto utilizando-se de alguma marca particular,
podendo ser uma letra (identificacdo de um vértice A de um triangulo), um simbolo (angulo @),
um gesto corporal (apontar o dedo para designar o lado de um quadrado). As marcas servem
unicamente de referéncias e ndo t€m a intencdo de produzir quaisquer significacdes;

i1) a operagdo de categorizacdo simples identifica objetos a partir da associagdo de uma
marca a uma categoria, que pode ser vértice, lado, angulo, ponto médio, bissetriz, etc. Diante
da letra B, ¢ necessario especificar a categoria designada, indicando se B ¢ ponto de interse¢do
de curvas, origem de uma semirreta, ponto médio de um segmento, etc.

ii1) a determinacdo ¢ a operacao que visa reforcar a categorizagdo do objeto, a partir do
uso de artigos definidos e indefinidos, por exemplo, B ¢ a intersecdo das curvas.

iv) a descri¢do ¢ comparada a categorizacdo, porém mais complexa, ja que consiste na

combinagdo ou no cruzamento das operagdes de categorizacdo. A descricdo permite que um
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objeto seja designado ou nomeado mesmo quando ndo existe uma nominacdo ou uma
categorizagdo propria.

A segunda funcao discursiva da Figura 17 ¢ a apofantica. Ela tem a finalidade de dizer
alguma coisa sobre o objeto designado, pois se uma lingua se restringisse a cumprir apenas a
fungdo referencial, seria equiparada a uma atividade de codificagdo. E a partir da fungdo
apofantica, com seus enunciados completos, que a lingua cumpre essa finalidade.

Sobre os enunciados completos, também denominados unidades apofanticas, Duval
(2004) afirma que um enunciado completo se diferencia de uma expressao referencial pelo valor
social, logico ou epistémico que assume. O valor social refere-se a normas, apelos, ordens,
enquanto que o valor logico refere-se a verdade ou a falsidade e o valor epistémico indica
certeza ou necessidade. Os valores do enunciado completo dependem ndo s6 do contexto no
qual o discurso se situa, mas do universo cognitivo, representacional e relacional dos
interlocutores.

As operagdes associadas a funcdo apofantica sdo a predicagdo e a elocucdo. As duas
operacdes estdo ligadas a producdo de enunciados completos, entretanto distinguem-se pelos
valores assumidos. Um enunciado produzido a partir da predicacdo assume valor légico ou
epistémico, enquanto que um enunciado formado por elocugdo assume valor social.

A terceira funcdo a ser apresentada ¢ a expansao discursiva. Como o préprio nome ja
indica, esta fun¢do expande o discurso a partir da articulacdo entre enunciados completos. Isso
porque, um discurso nem sempre mostra tudo o que realmente quer dizer e portanto, sdo as
entrelinhas, que quando explicitadas, permitem esta expansao.

Ha duas operagdes por tras da expansdo do discurso, a saber, a substituicdo e a
acumulagdo. A primeira ¢ inerente a atividade matematica, ja que os célculos se efetuam por
substituicdo. As inferéncias também funcionam por substituicdo, pois a nova inferéncia
substitui a anterior, possibilitando o progresso do discurso. A expansdo por acumulacdo ¢
caracteristica de discursos descritivos, narrativos ou explicativos. Neste modo de expansdo do
discurso, as frases se juntam formando uma sequéncia de informagdes que complementam as
frases ja escritas. Nao ha substituicdes de frases, mas cada nova frase vem para reafirmar ou
completar a anterior, permitindo que o discurso progrida.

A inferéncia, a descricdo, a explicagdo, a narragdo e o raciocinio sao formas pelas quais
o discurso pode ser expandido e possibilitam reconhecer a inten¢ao por tras de um conjunto de
frases ou de proposi¢des. Partindo de tais formas se reconhece, por exemplo, passos de um

raciocinio, episddios de um relato, descri¢des de um objeto ou justificativas de uma declaragao.
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A tultima fun¢ao discursiva ¢ a funcdo de reflexividade. Ela esta relacionada a elocugao.
Ao utilizar uma lingua, o locutor produz enunciados que expressam suas intengdes, para que o
interlocutor consiga interpretar o que lhe foi dito. A relagdo entre o ato intencional de produgao
do enunciado e suas condigdes de interpretacdo ¢ denominada elocucdo. A funcdo de elocugdo
permite que em um enunciado aparegam marcas de enunciagdo, as quais sao importantes para
a comunica¢do e para o discurso com finalidade estritamente cientifica. A referida fungao,
atrelada ao discurso cientifico ¢ chamada fun¢ao de reflexividade.

Ao considerar a existéncia de diferentes discursos e de inumeras fungdes discursivas
associadas a eles, Duval (2004) chama a atengdo para dois discursos em particular: o da lingua
natural e o da lingua formal. Mais especificamente, sua atencdo se volta para a dificuldade de
conversdao de um discurso em lingua natural para um discurso em lingua formal. Sabendo que
o discurso em lingua formal é proprio de atividades matematicas, a referida conversdo ¢

discutida a seguir.

1.2.3.3 A conversao da lingua natural para a lingua formal

Para Duval (2004) os diferentes empregos da lingua natural, seja na conversacao
(emprego comum), seja num enunciado de teoremas matematicos (emprego especializado) ou
na escrita (emprego literario), produzem uma variedade de discursos.

Para analisar cada um dos discursos ¢ preciso que haja a separagdo entre o plano das
fungdes meta-discursivas e o plano das fungdes discursivas. E esta separagdo, em que as fungdes
discursivas se mantém independentes das meta-discursivas, que da conta de explicar os
diferentes empregos da lingua natural, pois “a organizac¢do de um discurso depende sempre das
fungdes discursivas que cumpre e das operagdes discursivas selecionadas para cumprir tais
fungdes” (DUVAL, 2004, p. 89). Assim, o autor considera que as fungdes meta-discursivas
devem exercer apenas uma influéncia indireta na organiza¢do de um discurso, enquanto que as
fungdes discursivas, influéncia direta.

Sabendo que a lingua natural e a lingua formal cumprem as mesmas fungdes discursivas,
a saber, as fungdes referencial, apofantica e de expansdo discursiva, poderia inferir-se que as
linguas possuem estruturas semelhantes. Neste caso, a conversao entre os referidos registros
seria uma operagao simples e espontdnea. No entanto, o que se percebe ¢ a dificuldade de
transformar um enunciado em lingua natural em uma expressdo algébrica ou vice-versa, o que

comprova que as linguas possuem estruturas proprias e distintas.
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Apesar de cumprirem as mesmas fungdes discursivas, as linguas se diferem pelo fato de
que cada uma mobiliza certas operagdes para que sejam cumpridas as fungdes discursivas. E
estas operagdes nao sdo necessariamente as mesmas, gerando dificuldades durante o processo
de conversdo, uma vez que a conversao depende da comparagao das operacdes mobilizadas em
cada registro.

Para reconhecer a complexidade dessa comparagdo ¢ preciso compreender como sao

cumpridas as trés fungdes discursivas, em cada registro de lingua:

e Funcdo apofantica: para cumprir essa fun¢do, em lingua natural, sdo usadas as
conjungdes. Ja na lingua formal, s3o empregados conectivos proposicionais que
funcionam parecidos com as conjungdes, mas sdo utilizados somente quando os
enunciados possuem valor de verdade. A diferenga entre as conjuncdes € o0s
conectivos proposicionais € que as conjungdes articulam o conteudo dos enunciados
que combinam.

e Fungdo referencial: em lingua natural, constroi-se uma lista de nomes de predicados
primitivos a partir da qual se originam todos os outros predicados por combinagao
ou por associa¢do. Em lingua formal ndo se consegue criar uma lista de simbolos
primitivos, sendo necessario um simbolismo caracteristico.

e Funcdo de expansdo discursiva: em lingua natural se cumpre esta fungdo por
acumulagdo ou adjun¢do enquanto que em lingua formal, por substituicao.

A passagem de um registro de lingua para outro requer a superacdo de obstaculos

inerentes a cada uma das trés fungdes discursivas, especialmente os relacionados as fungdes

referenciais e apofantica, pois estas ndo ocorrem no interior do registro.

1.2.4 O registro grafico-geométrico

Discutidos os grandes registros de representacdo semidtica, apresenta-se o registro
grafico-geométrico, que surge da necessidade deste estudo em trabalhar uma representagao
pertencente simultaneamente aos registros grafico e geométrico.

Tendo em vista que o registro grafico e o registro geométrico abrangem respectivamente
o esboco de curvas e as figuras geométricas, ¢ proposta a nomenclatura registro grafico-
geométrico para o registro que estd no plano cartesiano, mas € uma figura geométrica.

Esta nomenclatura ¢ necessaria uma vez que o estudo da integral no célculo de area

envolve o esboco de curvas no plano cartesiano e estas curvas limitam uma regido plana,
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formando uma figura geométrica. Assim, o registro grafico-geométrico compreende as figuras

geométricas representadas no plano cartesiano, como se observa na Figura 18.

Figura 18: Registro grafico-geométrico

g(x)

w@

f()

Fonte: Autora

A figura geométrica A ¢ formada a partir do esbogo das curvas f(x) e g(x), no plano
cartesiano. Ele ¢ uma representagdo geométrica produzida no registro grafico, o que justifica a

nomenclatura registro grafico-geométrico.



CAPITULO 2

Neste capitulo discutimos temas relacionados ao nosso estudo: o computador no ensino,
visto que o GeoGebra ¢ usado na resolu¢do das atividades da sequéncia didatica; as elevadas
taxas de ndo aprovacdo em Célculo em universidades brasileiras, em particular na Universidade
Federal da Fronteira Sul, com intuito de justificar a producdo deste trabalho voltado ao ensino
e a aprendizagem de Calculo; pesquisas que envolvem Calculo Integral e Teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica; a resolu¢ao de problemas de area em livros textos de Célculo, que
revela a abordagem dos autores em relacdo a teméatica e a necessidade de mobilizar multiplos
registros de representagdo no estudo da integral no célculo de area; a equivaléncia de areas, nao
contemplada em livros textos; e aspectos historicos do Teorema Fundamental do Célculo, uma

vez que o calculo de area de regides limitadas por curvas remete ao uso deste teorema.

2.1 O COMPUTADOR NO ENSINO

O computador ¢ considerado um outro modo fenomenolégico de produgdo de
representacdes semidticas, assim como o mental, o oral, o grafico ou o visual. Cada qual, possui
estrutura propria que permite a execucao de diferentes fungdes: mentalmente se desenvolvem
as fungoes de objetivagdo e de tratamento rapido; por meio da fala sdo cumpridas as fungdes de
comunicac¢do ou de objetivacdo; no modo grafico ou visual, pela escrita e por desenhos em
geral, sdo desenvolvidas as fungdes de tratamento, de objetivacdo e de comunicagdo; e
computacionalmente se executam as fungdes de simulacdo e de tratamento “instantdneo”
ilimitado, via afixagem sobre um comando (DUVAL, 2011b).

Duval (2011b) afirma ser possivel analisar uma atividade cognitiva a partir dos modos
fenomenologicos de produgdo, em que se privilegia a andlise das fun¢des de produgdo de
representacdes, ou a partir dos registros mobilizados nessa producdo, em que sdo tratados a
estrutura e o sentido das representacdes produzidas.

O uso do computador com softwares matematicos tem ampliado as possibilidades de

transformacao visual de figuras, permitindo explorar propriedades e relagdes matematicas:

Os programas computacionais atuais oportunizam, nao sé construir as figuras, mas
explorar transformagdes de figuras por um simples deslocamento de um “objeto”: um
ponto, um segmento, etc. Nao somente preenchem, também, uma funcdo heuristica,
mas possibilitam uma abordagem “experimental”’, ao menos quase experimental das
relacdes e propriedades geométricas (DUVAL, 2015, p. 7-8).
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Infere-se das palavras do autor que o computador ndo s possibilita a construgdo e a
exploragdo dindmica de figuras, em um ambiente de experimentagdo, mas também contribui
para o desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico. Sobre esse assunto Duval
(2011b; 2015) enuncia que:

e Os computadores ndo constituem um novo registro de representacdo. As
representacdes produzidas no computador ou no papel sdo as mesmas e exigem a
operagdo de desconstrug¢do dimensional das formas bidimensionais que geralmente
predominam na visualizacdo;

e Eles constituem um modo fenomenolégico de produgdo radicalmente novo,
fundamentado na aceleracdo dos tratamentos. Isso significa que o resultado de uma
atividade aparece imediatamente na tela do monitor apos um clique. Se obtém muito
mais do que se obteria a mao livre e portanto, automatizam a producdo cognitiva de
representacdes semioticas;

e A inovacdo mais fascinante estd relacionada ao poder de visualiza¢do, pois as
representacdes semiodticas ndo discursivas tornam-se manipuldveis: sdo deslocadas,
alongadas ou comprimidas a partir de um ponto. Os softwares ndo servem
unicamente de instrumentos de calculo, mas assumem fungdes de simulacdo e de
modeliza¢do que ultrapassam os limites do que possa ser concebido “mentalmente”
ou manualmente no modo grafico.

O autor também discorre que o dinamismo da visualizacdo das representagdes
semidticas ndo discursivas, como graficos e figuras geométricas, ¢ consequéncia do poder
ilimitado dos tratamentos efetuados por meio de softwares. Ademais, afirma que em trabalhos
que exigem a observa¢ao e a comparacao de representacdes semioticas, produzidas em registros
distintos, € preciso que as diferentes formas do objeto apare¢am na tela do monitor para que os
alunos identifiquem as alteragdes nas representacdes e estabelecam correspondéncias entre os
elementos significantes de cada representacao.

O uso do computador no ensino de Calculo ¢ uma pratica recente entre professores
universitarios brasileiros. De acordo com Souza Junior (2000), na década de 90, poucos destes
profissionais ousaram utilizar o computador no ensino. O autor destaca que algumas iniciativas
foram tomadas por professores que ministravam Calculo, na tentativa de introduzir o recurso
computacional em sala de aula, porém, sem registros documentais. Por exemplo, a reunido de
orientacdo de pesquisa em 1998, em que Jodo Frederico da Costa Azevedo Meyer relata sua
experiéncia desenvolvida na década de 70, sobre o uso da programacdo Pascal para auxiliar

alunos na compreensao de conteudos de Célculo.
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Ainda segundo Souza Junior (2000), as primeiras referéncias a programas de derivacao
e integragdo simbdlicas, voltadas a pesquisa em Matematica Aplicada, aparecem em 1988 no
XI Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC). Contudo, elas
ndo apresentam preocupacao explicita com as implica¢des didaticas ou com o ensino.

Com o decorrer dos anos, novas pesquisas tém surgido e mostrado a crescente inser¢ao
do computador e das tecnologias de comunicac¢io no ensino de Célculo e seus efeitos positivos
para a aprendizagem.

A utilizagdo do computador em praticas educativas para a produ¢do de conhecimentos
¢ defendida por Borba e Penteado (2010, p. 45) quando os autores destacam que “[...] uma nova
midia, como a informatica, abre possibilidades de mudancas dentro do proprio conhecimento e
que ¢ possivel haver uma ressonancia entre uma dada pedagogia, uma midia e uma visdo de
conhecimento.”

Nessa perspectiva, os computadores com seus softwares, complementam os
instrumentos educacionais ja existentes resultando numa nova forma de producdo de

conhecimento embasada em experimentacdes, verificagcdes e refutacdes de hipoteses:

Da mesma forma, devemos entender a informatica. Ela é uma nova extensdo de
memoria, com diferengas qualitativas em relac@o as outras tecnologias da inteligéncia
e permite que a linearidade de raciocinios seja desafiada por modos de pensar,
baseados na simulagdo, na experimentagdo e em uma “nova linguagem” que envolve
escrita, oralidade, imagens e comunicag¢ao instantanea (BORBA; PENTEADO, 2010,
p. 48).

Para os autores, a informatica se diferencia de outros instrumentos educacionais
tradicionais, como o papel, a calculadora ou o quadro negro e desafia o pensamento linear a
partir da simulacdo, da experimentagdo e da interagdo com uma linguagem que integra escrita,
oralidade, imagens e comunicagdo instantanea.

Além de conferir maior grau de confianga e de objetividade em relagdo aos instrumentos
educacionais tradicionais, o computador também proporciona dinamismo a atividade,
experimentacdo, confronto, validagdo ou descarte de hipdteses relacionadas ao problema
estudado, de forma a fortalecer as discussdes que culminardo na constru¢do do conhecimento.

O computador ganha espaco entre os professores de Calculo e ¢ considerado um
importante recurso para visualizacdo grafica, que complementa e da significado as
representacdes algébrica e numérica. Programas computacionais, a exemplo do Maple, Derive

e GeoGebra recobrem diversos dominios do ensino e permitem a construgdo, a visualizagdo e



56

a analise dindmica de figuras e graficos, além de possibilitar uma melhor articulagdo entre
diferentes registros de representagdo semiotica.

O GeoGebra ¢ um software gratuito, atualmente utilizado para o ensino de conceitos
matematicos relativos 2 Geometria, a Algebra, a Estatistica e ao Calculo. Nele se pode construir
e explorar figuras geométricas planas e espaciais, graficos de fungao bi e tridimensionais, além
de calcular distancias, areas, volumes ou inclinagdes.

Em relacdo a proposta deste estudo, o GeoGebra possibilita o esbo¢o de curvas de
fungdes no mesmo plano cartesiano. Contribui para a comparagdo qualitativa entre curvas e
para a articulacdo entre curvas e expressdes algébricas. Isso porque as representacdes
semidticas produzidas nos registros grafico e algébrico aparecem na mesma tela do computador
e cada alteragdo efetuada em uma das formas pode ser visivel imediatamente na outra forma.

Quanto ao calculo de area de uma regido limitada por curvas, o software possibilita,
entre outros, efetuar tratamentos figurais relativos & decomposi¢ao da regido em retangulos, de

modo que a area da regido seja aproximada pela soma das areas destes retangulos.

2.2 A PROBLEMATICA DO ENSINO E DA APRENDIZAGEM DE CALCULO

Na década de 90, a problematica com o processo de ensino e de aprendizagem de
Célculo, mais especificamente com os altos indices de ndo aprovacdo, ganha a atengdo de
estudiosos. Preocupados, desenvolveram trabalhos que apontam para a iminente necessidade
de discutir o problema e de buscar elementos que contribuam para a melhoria do processo.

Um destes trabalhos ¢ a tese de Barufi (1999) que mostra as elevadas taxas de alunos
reprovados e desistentes em Célculo, no Instituto de Matematica e Estatistica — IME da

Universidade de Sao Paulo, entre 1990 e 1995:

De fato, verificamos que no ano de 1995, a taxa de ndo aprovagio — isto €, reprovacao
por nota ou por falta, ou desisténcia em MAT 135 (Célculo para Fungdes de uma
Variavel Real) foi de 66,9 %, e, em MAT 131 (Célculo Diferencial e Integral), de
43,8% (BARUFFI, 1999, p.3).

Os dados mostrados por Baruffi (1999) ndo sdo exclusivos do IME. Em 1994, na Escola
Politécnica, a autora constata que a taxa de ndo aprovagdo se manteve em 46,9%, mesmo em
cursos de re-oferecimento para alunos que ja haviam cursado a disciplina de Célculo Diferencial

e Integral.
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A exemplo de Baruffi (1999), Rezende (2003) afirma que as taxas de ndo aprovagdo em
Célculo, na Universidade Federal Fluminense, no periodo de 1996 a 2000, permeiam entre 45%
e 95% para cursos em geral, chegando a no minimo 65% para o curso de Matematica.

Corroborando com os autores ja citados, Olimpio Junior (2006) e Do Nascimento (2003)
também apresentam dados semelhantes. O primeiro autor, em 2006, afirma que no curso de
Matematica da Universidade de Sao Paulo, a taxa de reprovacdo média na disciplina de Calculo
I oscila entre 40% e 50%. O segundo, constata que na Universidade Federal de Pernambuco,
no segundo semestre de 1997, a disciplina de Calculo Diferencial e Integral aplicada ao
Bacharelado em Quimica e a Licenciatura em Fisica teve indice maximo de reprovagao, ou seja,
atingiu 100% destas turmas.

Os dados citados anteriormente revelam que os resultados insatisfatorios nos
componentes de Calculo vém se agravando e se constituindo em um fendmeno educacional
complexo que assola alunos, professores e comunidade cientifica em geral.

Na Universidade Federal da Fronteira Sul’- UFFS, campus Chapecd, esta preocupacio
também ¢ pertinente. O grande niimero de reprovagdes e de desisténcias tem causado um
fendmeno, chamado por professores de Matematica desta institui¢do, de ‘represamento’. Ao
reprovar ou desistir do Célculo, o aluno acaba impedido de cursar componentes curriculares
cujo pré-requisito ¢ o Calculo. Desta forma, o termo empregado pelos professores faz jus ao
fendmeno, uma vez que, semelhante & acdo de uma represa que impede a passagem da 4gua,
assim também a reprovacao ou a desisténcia impede o progresso natural do aluno, em seu curso
de graduagdo.

As tabelas que sdo apresentadas a seguir, explicitam dados referentes a reprovagdo por
nota e a nao aprovagdo (que corresponde a reprovagdo por nota ou por falta, ou a desisténcia),
nos dois primeiros componentes de Célculo, a saber, Calculo I e Calculo II ou Célculo A e
Célculo B. Os dados provém dos quatro cursos de graduagao da UFFS, campus Chapeco, que
apresentam em suas matrizes curriculares, componentes de Célculo. S3o eles: Agronomia,
Ciéncia da Computacdo, Engenharia Ambiental e Licenciatura em Matematica.

A Tabela 1 exibe os dados relativos ao curso de Agronomia, que possui entrada anual,
no inicio de cada ano e contém em sua matriz curricular apenas o componente Calculo 1. A

notacdo TE, que aparece na primeira coluna da tabela, indica turma especial.

7 A Universidade Federal da Fronteira Sul (UFFS) possui seis campus distribuidos nos estados de Santa Catarina,
Parana e Rio Grande do Sul. Em Santa Catarina ha o campus de Chapec6, no Parana ha os campus de Realeza e
de Laranjeiras do Sul e no Rio Grande do Sul ha os campus de Erechim, Cerro Largo e Passo Fundo.
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Tabela 1: Reprovagdes em Calculo I — curso de Agronomia

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
Turma por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2011/1 37 18 20 48,6 54,1
2012/1 57 13 16 22,8 28,1
2013/1 25 8 8 32 32

2013/1 -TE 16 1 1 6,3 6,3
2014/1 38 14 21 36,8 55,3
2015/1 50 15 22 30 44

2015/2 - TE 39 17 32 43,6 82,1
2016/2 58 9 11 15,5 19
201772 53 1 3 1,9 5,7

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Com base nessa tabela, ¢ possivel calcular o indice médio de reprovacao por nota e de
ndo aprovacao, em Calculo I, no curso de Agronomia, periodo 2011 a 2017. Tais indices
aproximaram-se de 26,4%, e de 36,3%, respectivamente. Também, o curso ofertou no primeiro
semestre de 2013 e no segundo semestre de 2015, turmas especiais de Calculo 1. As turmas
especiais, geralmente sdo ofertadas quando ha um grande niimero de alunos ndo aprovados em
um componente curricular.

O segundo curso de graduagdo ¢ Ciéncia da Computacdo, que possui duas entradas
anuais oferecidas em turnos diferentes. A primeira entrada ocorre no primeiro semestre de cada
ano, no turno vespertino. A segunda entrada ¢ oferecida no segundo semestre de cada ano, no
noturno. Ambas as ofertas possuem a mesma carga horaria, componentes curriculares,
ementarios e referéncias, diferindo apenas no tempo de integralizacdo curricular. A matriz
curricular contém os seguintes componentes de Calculo: Calculo I, Calculo II e Calculo
Numérico.

As proximas duas tabelas contém dados referentes aos componentes de Célculo I e de
Célculo II no curso de Ciéncia da Computacdo. As notagdes T1 e T2 referem-se as turmas com
ingresso no primeiro € no segundo semestre, respectivamente, enquanto que TE, a turma

especial.
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Tabela 2: Reprovagdes em Calculo I — curso de Ciéncia da Computagao

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
Turma por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2010/2-T1 31 15 21 48,4 67,7
2011/1 -TE 30 15 18 50 60
2011/2-T1 26 9 13 34,6 50
20112 -T2 23 5 11 21,7 47,8
2012/2-T1 35 3 28 8,6 80
2012/2 -T2 39 8 25 20,5 64,1
2013/2-T1 34 10 19 29,4 55,9
20132 -T2 37 5 20 13,5 54,1
2014/1 -T1 47 16 25 34 53,2
2014/2 -T1 14 2 9 14,3 64,3
2014/2 -T2 28 11 21 39,3 75
2015/2-TI 38 17 32 447 84,2
2015/2 -T2 46 36 36 78,3 78,3
2016/2 -T1 37 20 26 54,1 70,3
2016/2 -T2 47 10 20 21,3 42,6
2017/2-T1 42 26 30 61,9 71,4
2017/2 -T2 50 12 16 24 32

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

De acordo com os dados da tabela, a média de reprovagdo por nota, em Calculo I, no
curso de Ciéncia da Computacao, entre 2010 e 2017 ficou em torno de 35,2% e a média de ndo
aprovacao em 61,8%. A diferenga entre os percentuais revela que um numero significativo de
alunos ndo alcangou o minimo de 75% de presenca ou desistiu do Calculo I. De fato, no segundo
semestre de 2012, dos 35 matriculados na Turma T1, apenas 3 reprovaram por nota enquanto
que outros 25 reprovaram por falta ou desistiram de frequentar as aulas. O mesmo fendmeno ¢
registrado na turma T2, segundo semestre de 2013, em que dos 37 matriculados, 5 reprovaram
por nota e outros 15 reprovaram por falta ou desistiram.

Outro dado intrigante da Tabela 2 refere-se a turma T1 do segundo semestre de 2015.
Aqui, dos 38 alunos matriculados em Calculo I, 32 ndo foram aprovados, chegando ao maior

indice do periodo, 84,2% de ndo aprovagao.
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Tabela 3: Reprovagoes em Calculo 11 — curso de Ciéncia da Computacao

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
Turma por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2011/1-T1 8 1 5 12,5 62,5
2012/1 -T1 13 5 5 38,5 38,5
2011/1 -T2 13 2 4 15,4 30,8
2013/1-T1 4 2 2 50 50
2013/1 -T2 18 4 7 22,2 38,9
2014/1 -T1 15 7 12 46,7 80
2014/1 -T2 19 3 6 15,8 31,6
2015/ 1-TI 20 2 4 10 20
2015/1 -T2 31 7 10 22,6 32,3
2016/1 - T1 22 8 10 36,4 45,5
2016/1 -T2 14 10 10 71,4 71,4
2017/1 -T1 15 7 8 46,7 53,3
2017/1 -T2 36 2 7 5,6 19,4

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Segundo esta tabela, a média de reprovacao por nota, em Calculo I, no curso de Ciéncia
da Computacgdo, entre 2011 e 2017, ¢ de 30,3%, enquanto que a média de ndo reprovacao se
aproxima de 44,2%.

Tomando os dados da Tabela 2 e da Tabela 3 como referéncia, ao se comparar as médias
de Calculo I e de Célculo II, percebe-se que as reprovacdes por nota ficam proximas, na faixa
dos 30%. Ja as médias de ndo aprovagdo permeiam 60% em Célculo I e 40% em Calculo II,
indicando que as reprovagdes por falta ou as desisténcias sdo mais acentuadas no primeiro
componente de Calculo do que no segundo componente.

O proximo curso contemplado ¢ a Engenharia Ambiental, que possui entrada anual e
em sua matriz curricular hd os componentes Calculo I, Calculo II, Calculo III, Calculo IV e
Célculo Numérico.

A Tabela 4 expoe os dados de reprovagao por nota e de ndo aprovagdo nos componentes

de Calculo I e II, na Engenharia Ambiental, entre 2010 e 2017.
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Tabela 4: Reprovagdes em Calculo I — curso de Engenharia Ambiental

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes

por nota aprovacoes por nota (%) (%)
201072 29 8 15 27,6 51,7
2011/2 38 23 25 60,5 65,8
2012/2 19 3 6 15,8 31,6
2013/2 46 27 30 58,7 65,2
2014/2 41 9 24 22 58,5
2015/1 34 9 21 26,5 61,8
2015/2 27 12 12 44.4 44 4
2016/2 32 9 11 28,1 34,3
2017/2 24 8 14 33,3 58,3

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Observando os dados da tabela acima, em média, cerca de 35,2% dos alunos de

Engenharia Ambiental reprovaram por nota e 52,4% reprovaram por nota ou por falta, ou

desistiram de cursar o componente de Calculo, nos anos de 2010 a 2017.

Tabela 5: Reprovagdes em Calculo Il — curso de Engenharia Ambiental

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2011/1 19 1 5 53 26,3
2012/1 22 2 2 91 91
2013/1 19 2 2 10,5 10,5
2014/1 18 9 9 50 50
2015/1 17 6 6 35,3 35,3
2016/1 28 17 20 60,7 71,4
2017/1 46 11 24 23,9 52,2

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

J& no Célculo 11, a média de reprovagao por nota permeou 27,8% enquanto que a média

de ndo aprovacdo ficou em 36,4%. A exemplo do curso de Ciéncia da Computagdo, a

Engenharia Ambiental também apresenta maior taxa de reprovacdo por nota e de ndo aprovagao

no componente de Calculo 1.
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O 1ultimo curso de graduacao que contém componentes de Calculo ¢ a Licenciatura em
Matematica. Com entrada anual, esse curso contém em sua matriz curricular os componentes
Célculo A, Célculo B, Célculo C, Calculo Numérico e optativas em Célculos. As ementas dos
Calculos A e B sdo bastante semelhantes aos dos Célculos I e II, porém por se tratar de um
curso de Licenciatura em Matematica, busca-se enfatizar demonstragdes formais dos resultados

matematicos, em comparagao com os outros cursos. Os dados relativos aos Calculos A e B, da

Licenciatura em Matemadtica, estdo apresentados nas Tabelas 6 e 7, nesta ordem.

Tabela 6: Reprovagdes em Calculo A — curso de Matematica

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2014/2 27 10 17 37 63
2015/2 35 16 26 45,7 74,3
2016/2 28 10 16 35,7 57,1
2017/2 40 22 22 55 55

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Observando os dados desta tabela, em Calculo A, no curso de Licenciatura em

Matematica, entre 2014 e 2017, a média de reprovacdo por nota se aproximou de 43,4%

enquanto que a média de ndo aprovagao ficou em 62,4%.

Tabela 7: Reprovagoes em Calculo B — curso de Matematica

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacgoes Nao Reprovacoes | Nao aprovacoes
por nota aprovacoes por nota (%) (%)
2015/1 10 2 2 20 20
2016/1 13 3 4 23,1 30,8
2017/1 14 3 6 21,4 42,9

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Entre 2015 e 2017, em média, 21,5% dos licenciandos em Matematica reprovaram por

nota e 31,2% nao foram aprovados em Célculo B.
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Para melhor visualizar as médias de reprovacdes por nota e de ndo aprovacao nos dois
primeiros componentes de Calculo, relativos aos quatro cursos da UFFS, campus Chapeco, sdo

apresentadas as Tabelas 8 ¢ 9.

Tabela 8: Reprovagdes por nota e ndo aprovagdes em Calculo I/ Célculo A

Curso Componente de Reprovacgoes por Naio aprovacgoes
Calculo nota (%) (%)
Agronomia Calculo I 26,4 36,3
Ciéncia da Computacao Calculo I 35,2 61,8
Engenharia Ambiental Calculo I 35,2 52,4
Licenciatura em Matematica Calculo A 434 62,4

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

Tabela 9: Reprovagdes por nota e ndo aprovagdes em Calculo II / Calculo B

Curso Componente de Reprovacgoes por Naio aprovacgoes
Calculo nota (%) (%)
Ciéncia da Computacao Calculo I 30,3 44,2
Engenharia Ambiental Calculo II 27,8 36,4
Licenciatura em Matematica Calculo B 21,5 31,2

Fonte: Autora com base nos dados da Diretoria de Registro Académico da UFFS, campus Chapecd

De acordo com as Tabelas 8 e 9, com excecdo do curso de Agronomia que contém
apenas Célculo I, nos cursos de Ciéncia da Computagdo, Engenharia Ambiental e Licenciatura
em Matematica, os maiores indices de reprovacao por nota ou de ndo aprovagdo estdo ligados
ao primeiro componente de Calculo. O curso de Licenciatura em Matematica ¢ o curso com
maior média de reprovagdo por nota, com 43,4%, e de ndo aprovagdo, com 62,4%, no
componente Calculo A. Em contrapartida, esse curso contém as menores médias, relativas ao
componente de Calculo B.

De modo geral, os indices de ndo aprovagdo evidenciam a existéncia da problematica
de ensinar e de aprender Célculo. Contudo, ndo ¢ pretensao deste trabalho resolver tal problema,
visto que sdo multiplas as suas causas e as quais podem ter relagdes com a falta de
conhecimentos basicos de matematica, com a dificuldade de conciliar estudo e trabalho, com
habitos inadequados de estudo, com as metodologias de ensino, etc.

Cada autor ao desenvolver seu trabalho de pesquisa ou cada professor ao ministrar sua

aula, pode identificar inimeros fatores que contribuem para a problemdtica do ensino e da
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aprendizagem. Ouvindo alunos que concluiram a disciplina de Calculo e professores que
ministraram este componente, Nascimento (2001) revela em sua pesquisa que, para os alunos,
os fatores primordiais sdo a diferenca de metodologias adotadas no ensino médio e na
graduacdo, bem como dificuldades préoprias do Calculo, enquanto que para os professores,
predomina a falta de conhecimentos de matematica basica.

Sdo diversas as causas e também diversas as tentativas para solucionar o problema,

conforme expdem Cabral e Baldino (2006):

[...] dar preponderancia a questdo metodologica na consolidacao da base conceitual
dos alunos (NASCIMENTO, 2001), fazer uso de projetos tematicos (PEREIRA;
CARVALHO,2003), estabelecer cursos de nivelamento e apoio para alunos
ingressantes (FRANCHI, 2003; DZIEDZIC et al., 2001), fazer uso da resolucdo de
problemas como metodologia de ensino (CONCEICAO; GONCALVES, 2003) e
mudar a concepgao epistemologica do professor sobre as disciplinas (LODER, 2001)
(CABRAL E BALDINO, 2006, p. 4).

Na mesma dire¢do de Franchi (2003) e de Dziedzic et al. (2001), os professores de
Matematica da UFFS, campus Chapecd, participam de editais institucionais de monitorias de
Calculos e de disciplinas basilares, com intuito de oferecer outras oportunidades aos alunos para
sanarem duvidas relativas a conteudos de Calculo e de matematica basica.

No projeto de Monitoria de 2015 (UNIVERSIDADE FEDERAL DA FRONTEIRA
SUL, 2015), o professor Pedro A. P. Borges, escreve que as monitorias sdo recursos
pedagbgicos e t€m objetivo de monitorar e apoiar os processos de ensino e de aprendizagem
das referidas disciplinas, visando uma aprendizagem consistente e a redugdo do nivel de
reprovagdo. Mais, a monitoria ¢ um espacgo que permite a troca de experiéncias de estudo entre
estudantes, possibilita o ambiente de questionamento, o envolvimento e a identificagdo pela
linguagem mais simplificada e, em muitos casos, a compreensdo dos conceitos e
desenvolvimento de habilidades, inviabilizados em aulas conduzidas pelo professor.

Nesse sentido, o professor conclui que a monitoria tem se mostrado uma alternativa
parcialmente eficaz, mas indispensavel para todos os alunos, principalmente para aqueles que
tém rendimento médio e disponibilidade de tempo para procurar a monitoria visando superar
suas dificuldades.

As diferentes tentativas para minimizar a repeténcia e a desisténcia de alunos, citadas
anteriormente, sdo igualmente validas & medida que fornecem elementos significativos que
contribuem para a compreensao da problematica em torno do complexo processo de ensinar e

de aprender Calculo.
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2.3 CALCULO INTEGRAL E TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO

Muitos trabalhos, sob diferentes perspectivas, t€ém contribuido para o ensino e para a
aprendizagem de Calculo. Ha aqueles que investigam as potencialidades e os limites das
Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo — TIC’s para o ensino de conceitos de Calculo
(VILLARREAL, 1999; OLIMPIO JUNIOR, 2006; BARBOSA, 2009); os que discutem as
dificuldades inerentes ao ensino deste componente curricular (REZENDE, 2003; DO
NASCIMENTO, 2003; BARBOSA, 2004); os que utilizam mapas conceituais como
sinalizador de aprendizagem (FERRAO, 2013; CARGNIN, 2013); os que tratam mais
especificamente sobre derivadas (MEYER, 2003; ANDRE, 2008; JUNQUEIRA, 2014) e
integrais (OLIVEIRA, 2004; SUCUCUGLIA, 2006); os que, sob a perspectiva da Teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica, estudavam derivadas (GODOY,2004, PASA, 2017),
integrais (DA SILVA, 2004; HSIA, 2006; CAMPOS, 2007; PICONE, 2007, ANDRADE
FILHO, 2011; CARGNIN, 2013) e conceitos que sdo fundamentais para o Célculo, a exemplo
do esbogo de curvas de fungdes (SILVA, 2008; LUIZ, 2010; MENONCINI ¢ MORETTI,
2017).

Dentre os trabalhos citados, alguns apresentam certa proximidade com essa pesquisa,
que trata do ensino e da aprendizagem da integral no calculo de area, a luz da Teoria dos
Registros de Representacdo Semiodtica. Por esta razdo, as principais ideias dos trabalhos
desenvolvidos por Da Silva (2004), Hsia (2006), Campos (2007), Picone (2007), Andrade Filho
(2011) e Cargnin (2013) s@o apresentadas.

Da Silva (2004) estuda a abordagem do conceito de integral em dois livros textos de
Calculo, frequentemente utilizados em universidades e destinados a publicos diferenciados.
Tais livros sdo de autoria de Guidorizzi e de Stewart. O autor apresenta o livro do Guidorizzi
afirmando que foi preparado para atender aos cursos de Célculo da Escola Politécnica da USP,
do Instituto de Matematica e Estatistica da USP e do Instituto de Engenharia do IEEP, enquanto
que o livro do Stewart foi elaborado para a sociedade americana.

Considerando o livro um significativo recurso pedagdgico, muitas vezes o principal
material didatico usado por professores e alunos, Da Silva (2004) investiga como tais livros
tratam do conceito de integral. Ele mostra os registros, os tratamentos e as conversoes
contempladas pelos autores, concluindo que as conversdes e as visualizagdes graficas contidas
nos livros textos, quando exploradas, podem promover maior entendimento do conceito de

integral, por parte do aluno.
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Na mesma dire¢do de Da Silva (2004) estdo Hsia (2006) e Campos (2007), que também
se voltaram para livros didaticos, apesar de explorarem aspectos diferentes do Célculo Integral.

Hsia (2006) investiga a maneira que alunos, do segundo e também do quinto semestre
de um curso de Licenciatura em Matematica, usam o livro didatico, quando estudam o contetido
de integral. Os alunos que pertenciam ao segundo semestre ainda ndo haviam estudado integrais
e o livro de Célculo analisado era de autoria de James Stewart.

Por meio de conversdes, a autora analisa as produgdes escritas dos alunos, apontando se
elas apresentam-se encadeadas. Com base nos resultados, conclui que ndo foi possivel apontar
diferencas nas produgdes dos alunos, mesmo eles estando em semestres distintos. Também,
descreve as estratégias dos alunos ao interagirem com o livro. Cita que inicialmente recorrem
ao indice do livro para localizar o contetido de integral, em seguida elaboram um esquema
embasado nos topicos que consideram essenciais e por ultimo, resolvem os exercicios propostos
tomando de referéncia os exemplos e os exercicios ja resolvidos, utilizando varios registros de
representacao.

Campos (2007) restringe-se ao Teorema Fundamental do Célculo. Ele aponta os
enfoques de autores de livros textos em relacdo ao ensino deste teorema e analisa se a
coordenacdo de registros de representacdo semiotica ¢ explorada. A conclusdo sinaliza que os
enfoques sdo diversificados, que o registro algébrico ¢ o mais utilizado e que a coordenagdo
entre os registros algébrico, grafico e da lingua natural é realizada com maior ou menor
intensidade, variando de autor para autor.

Trabalhando com professores, Picone (2007) investiga os registros de representacao
mobilizados por estes profissionais quando abordam o Teorema Fundamental do Célculo. A
autora busca compreender a importancia dada pelos professores a coordenagao de registros e a
maneira com que exploram a visualizagao a partir da representacdo grafica.

O trabalho, que usa questiondrios para a coleta de dados, mostra a importancia e o papel
das varidveis visuais significativas para a realizagdo da conversao da representagcdo no registro
grafico para o registro algébrico e em sentido inverso, bem como para as argumentagdes em
lingua natural. Segundo o autor, os professores envolvidos afirmam que os principais registros
empregados por eles sdo o algébrico, o grafico e o da lingua natural. Também, reconhecem que
a coordenagdo dos registros ¢ fundamental para o ensino de Célculo.

O estudo de Andrade Filho (2011) trata de integrais duplas. O autor apresenta uma
sequéncia didatica que visa auxiliar os alunos na compreensao da referida integral, por meio da
mobilizacdo de diferentes sistemas semidticos. O registro grafico ¢ explorado para obtengao

dos limites de integracdo, tanto no célculo de areas quanto no célculo do volume, via integral
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dupla. Os resultados sinalizam que os registros de representacao sao fundamentais para permitir
0 acesso ao objeto de estudo no processo de transposi¢ao didatica dos objetos matematicos.

Ja Cargnin (2013) trabalha com alunos e busca identificar as contribui¢des da Teoria
dos Registros de Representagdo Semiotica e da Teoria das Situagdes Didaticas para conceituar
integral definida. A autora usa mapas conceituais que servem de instrumentos didaticos para
acompanhar o desenvolvimento dos alunos no que tange ao referido conceito. No trabalho se
discute o fendmeno de congruéncia semantica entre representagcdes dos conceitos de somatorio,
de convergéncia e de area de regido delimitada por curvas, considerados pela autora, pré-
requisitos para a conceitualizacdo. Por fim, conclui que as atividades planejadas, baseadas na
exploracdo de diferentes registros de representagdo semidtica, permitem aos alunos atribuir
significagcdo ao contetido ensinado.

Dos seis trabalhos apresentados, apenas Cargnin (2013) faz referéncia ao calculo de area
sob uma curva para mostrar os tratamentos e as conversdes possiveis de serem realizadas.
Contudo, a autora ndo adentra profundamente nos problemas de area, haja vista que sua
intencdo ¢ discutir o fendmeno de congruéncia semantica entre as diferentes representacdes do
conceito de area. Assim, tais trabalhos diferenciam-se desta pesquisa que visa identificar e
analisar as operagdes semioticas empregadas pelos alunos, no estudo da integral no célculo de

area.

2.4 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE AREA EM LIVROS TEXTOS DE
CALCULO

As aplicagdes da integral definida, que tratam do célculo de area de regides limitadas
por curvas de fungdes, requer a mobilizacdo dos registros algébrico, grafico-geométrico e da
lingua natural. O transito entre os registros ocorre por meio de conversdes, as quais devem
ocorrer em duplo sentido (Figura 19) para que haja coordenagdo dos registros e
consequentemente, compreensao integral de um conteudo, conforme hipdtese fundamental de
Duval (2004).

Para realizar as conversdes ¢ preciso reconhecer as unidades bésicas significativas nos
registros de partida e de chegada e estabelecer correspondéncias entre elas de modo que
modificagdes em uma unidade gerem modificagdes em sua unidade correspondente. As

unidades basicas significativas recebem nomes diversificados, de acordo com o registro. No
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registro discursivo, s3o nominadas elementos formais, no registro grafico-geométrico, unidades

visuais e no registro algébrico, unidades algébricas.

Figura 19: Conversdes requeridas em aplicagdes da integral definida

Conversoes

DISCURSIVO ALGEBRICO
6 1 4

Conversoes Conversoes

5 3
GRAFICO - GEOMETRICO

Fonte: Autora

Nessa figura, as setas azuis indicam o sentido da conversdo. Seguindo as ideias de Duval
(2004) ¢ possivel afirmar:

e Para a conversao no sentido 1, os elementos formais sao identificados e associados
as unidades algébricas. O sentido 2 implica na descricdo discursiva das
representacdes produzidas no registro algébrico;

e A conversdo 3 corresponde a associagdo das unidades significativas algébricas as
unidades visuais. O sentido 4 parte da representacdo grafico-geométrica e associa as

unidades visuais as unidades algébricas;

e O sentido 5 requer o reconhecimento dos elementos formais aos quais devem ser
associados as unidades visuais grafico-geométrica. Por fim, o sentido 6 consiste em
reconhecer e descrever os elementos visuais pertinentes.

Destas seis conversdes possiveis, nem todas sdo tratadas no ensino, pois em alguns

sentidos sdo bastante complexas, especialmente quando ndo ha congruéncia semantica entre as
representacdes. A conversdo mais frequente ¢ aquela que parte do discursivo para a escrita

algébrica, como se observa na resolugcdo do Exemplo 1 apresentado por Flemming e Gongalves

(2007).

Exemplo 1: Encontre a drea limitada pory = x? ey = x + 2.

Para resolver esse exemplo, as autoras inicialmente apresentam a Figura 20, resultante

do esbogo das curvas y = x2 ey = x + 2.



69

Figura 20: Regido plana limitada pory = x?2 ey = x + 2.

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p. 275).

Em seguida destacam a regido hachurada S e com base nela constatam que os pontos
de intersec¢do das curvas tém abscissas -1 e 2 e portanto, que o intervalo de integracao ¢é [-1,2].
Afirmam que neste intervalo, ambas as fungdes sdo positivas e que x + 2 > x2. Por fim,

encontram o valor da drea S por meio do Teorema Fundamental do Célculo:

2

A= f_zl(x+2—x2)dx=(x;+2x—x;)

9
= -u.a
-1 2

O procedimento de resolugdo aplicado neste exemplo parte do enunciado, que esté
representado no registro discursivo e chega a uma integral definida que estd no registro
algébrico, ou seja, pressupde a conversdo em sentido 1 (Figura 19). Esta conversdo nao
acontece diretamente, pois para calcular a integral, via Teorema Fundamental do Calculo, ¢
preciso conhecer o intervalo de integragdo e a fungdo integrando, os quais dependem do esboco
de curvas e da identificacdo da regido de integracao.

A regido de integracdo, representada no registro grafico-geométrico, ¢ construida com
base no discurso o que implica na realizacdo da conversdo em sentido 5. Determinada a regido
de integragdo e reconhecidos o intervalo de integracdo e a fungdo integrando, a passagem destas
informagdes para o registro algébrico origina uma outra conversao, desta vez, no sentido 4.

Portanto, o calculo da area S esté atrelado as conversdes nos sentidos 1, 4 € 5, sendo que
o registro grafico-geométrico serve de registro intermedidrio entre o discurso e a integral. Além
dessas conversdes, outros sentidos podem ser explorados no ensino da integral no calculo de

area, como revela a Figura 21.
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Figura 21: Os sentidos das conversoes

Conversoes
. .. 2
Encontre a area limitada 2
) J (x+2—x%)dx
pory=x“ey=x+2
1 4 A4-1
Conversoes Conversoes

Fonte: Autora

Quanto as seis conversoes apresentadas nesta figura, tem-se que:

e No sentido 1, a palavra 4rea ¢ o elemento formal, ou seja, a palavra-chave do registro
discursivo que deve ser associada a unidade significativa algébrica, que neste caso
¢ uma integral do tipo f: h(x)dx;

e O sentido 2 consiste na elaboragdo de um discurso que parte da interpretagdo do
conceito de integral definida, do intervalo de integragdo [-1,2] e da funcdo
integrando h(x) = x + 2 — x?;

e No sentido 3 sdo reconhecidos os dados pertencentes a integral e associados as
unidades visuais da regido de integragcdo, ou seja, o intervalo de integragdo ¢
associado 2 intersec¢do das curvas e a fungdo h(x) =x + 2 — x? a regido S
limitada superiormente pela curva y = x + 2 e inferiormente pela curva y = x?2;

e A conversdo em sentido 4 parte da visualizagdo da regido e busca fornecer os dados
necessarios a resolugdo da integral;

e No sentido 5 sdo esbogadas as curvas das fungdes y = x + 2 ¢ y = x? ¢ associado
o elemento formal do discurso a regido S;

e O sentido 6 explora discursivamente a representacao da regido S no registro grafico-
geométrico.

Problemas que partem do registro discursivo, como o Exemplo 1, requerem inicialmente

a identificagdo e a compreensao dos elementos formais, sem os quais o aluno ndo consegue
iniciar o processo do calculo de area. Da mesma forma, problemas que partem de outros

registros também exigem a identificacdo das suas unidades significativas. Identificar estas
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unidades em cada registro e ainda estabelecer correspondéncias entre elas pode ser fonte de
dificuldades para os alunos e por esta razdo as conversdes precisam ser exploradas no ensino
da integral.

E fundamental proporcionar atividades que permitam realizar as conversdes em duplo
sentido. Cada sentido revela uma faceta do objeto matematico ‘area’ e sao os multiplos sentidos
que possibilitam ao aluno reconhecer a complementaridade das facetas, distinguindo o objeto
de suas representagdes, conduzindo-o a coordenagdo dos registros e a compreensdo conceitual,
segundo Duval (2004).

A resolugdo do Exemplo 1 permitiu a constatagdo de trés pontos importantes que
justificam e reforgam a proposta deste trabalho:

1° ponto: as conversdes sdo executadas em apenas alguns sentidos;

2° ponto: o registro grafico-geométrico serve exclusivamente de intermediario para a
conversdo entre os registros discursivo e algébrico;

3° ponto: a funcdo integrando, resultado da operacao entre fungdes algébricas, ndo ¢
explorada em nenhum registro.

No 1° ponto se afirma que a conversdo nao ¢ realizada em todos os sentidos. De fato,
basta observar o procedimento de resolugdo, em que aparecem apenas as conversoes do registro
discursivo para o algébrico, em sentido 1, do registro grafico-geométrico para o algébrico, em
sentido 4, e do registro discursivo para o grafico-geométrico, no sentido 5, como ilustra a figura

abaixo:

Figura 22: Conversdes no ensino da integral no céalculo de area

Encontre a 4rea limitada por y =x%2 ey = x + 2

A= |[(x+2)—x%]dx

|
r—n
w

Fonte: Autora

Nesta figura, ¢ preciso aten¢do para ndo concluir a existéncia da conversao do registro
algébrico para o grafico-geométrico, aparentemente indicada pela seta vermelha R. Observa-se
que as expressdes algébricas y = x? e y = x + 2 integram o registro discursivo e estdo

contempladas na conversdao em sentido 5, que parte do discurso para a representacdo da regiao
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S no registro grafico-geométrico. Portanto, na resoluc@o do livro, a conversdo em sentido 3, que
representa a passagem da escrita algébrica para o grafico-geométrico, ndo € realizada.

O 2° ponto destaca que o registro grafico-geométrico ndo ¢ explorado, servindo
unicamente de intermediario. De fato, a conversdo do discurso para a expressao algébrica da
integral, em sentido 1, ndo ¢ uma passagem direta. Ela necessita do registro grafico-geométrico,
para identificacdo da regido, obtencdo do intervalo de integracdo e da fun¢do integrando,

necessarios ao célculo da integral, de acordo com a Figura 23.

Figura 23: O registro grafico-geométrico como registro intermedidrio

2

Encontre a area limitada _
pory=x*ey=x+2 A= | h(xydx
-1
Identiﬁcar a re~gi§0 R Determinar a fungio
de integragdo integrando h(x)

Determinar o intervalo de integragio

Fonte: Autora

Nessa figura, o esbogo das curvas y = x*> e y = x + 2 permite identificar a regido, cuja
area esta sendo procurada. A partir da visualizacdo desta regido sdo determinados o intervalo
de integrag¢do, por meio da resolugdo da equagdo x? — (x +2) =0, ¢ a fungdo integrando
h(x) = x* — (x + 2). Assim, a0 mesmo tempo que sdo efetuados tratamentos no registro
algébrico para encontrar o intervalo de integracdo e a fun¢do integrando, sdo também efetuados

tratamentos figurais e algébricos que revelam os pontos de interse¢do das curvas e a regido S.

Figura 24: Os tratamentos figurais no registro grafico-geométrico

Py

5 T A=Jh(x)dx

\ 5 1
¢/ Al

Tratamentos figurais

Encontre a area limitada
pory=xey=x+2

Fonte: Autora
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Na Figura 24, a localizagdo dos pontos P e P’ indicam a realiza¢do de tratamentos
figurais. Por meio destes tratamentos sdo reconhecidos os limites de integra¢do, necessarios ao
calculo da area S.

Quanto ao 3° ponto, sobre a ndo exploragdo da fun¢do integrando, as autoras optam por
desenvolver apenas a integral A = f:(f(x) — g(x)dx, com f(x) = x + 2 e g(x) = x2, cujo
integrando é f(x) — g(x) = (x + 2) — (x?). Esta operagdo entre f(x) e g(x) pode ser
interpretada como uma unica fungdo h(x) = x + 2 — x2, cujas propriedades sio diferentes das
propriedades de suas fungdes componentes f (x) e g(x). A fungdo h(x) ¢ utilizada para calcular
a area S, mas ndo ¢ explorada em nenhum registro de representagdo semiotica. Um estudo mais
detalhado sobre a funcdo integrando h(x) ¢ apresentado na proxima se¢do, que trata da
equivaléncia de areas.

Ao representar a fungdo h(x) = x + 2 — x2 no registro grafico é obtida uma nova

regido S’ que apresenta formato distinto de S:

Figura 25: Regides equivalentes S e S’

> Observando as regides S e S’
surge uma indagacao:

Ha relagdes entre as regides?

fo A

Fonte: Autora

A érea da regido S ¢ a diferenca entre a area abaixo da curva de f(x) = x + 2 e a area

abaixo de g(x) = x?2, sendo representada pela integral definida:
b b
§=J, fdx — [, gdx (D

Sabendo que a integral f: f(x)dx representa a area abaixo da curva f(x) e f: g(x)dx
a area abaixo de g(x), o aluno precisa:
e compreender que a expressdo S = f: fx)dx — f: g(x)dx fornece a diferenca

entre estas areas, isto €, fornece a area limitada entre as curvas f(x) e g(x).
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e reconhecer que a regido S esta limitada superiormente pela curva f(x) e
inferiormente pela curva g(x) e por esta razao a ordem das integrais na expressao
(I) ¢é essencial para obter resultado positivo, o qual representa a area S.

Ainda observando a Figura 25, constata-se que a area sob a curva h(x) = f(x) —

g(x) = x + 2 — x? e acima do eixo x ¢ determinada via integral:

b b
S'= f h(x)dx =f (f(x) — g(x))dx

Ao calcular a integral S', o aluno deve interpretar o significado da operagdo de subtragéo

entre f(x) e g(x). Neste caso, a integral fornece a 4rea abaixo da curva h(x) = x + 2 — x2,

diferentemente de S = f: fx)dx — f: g(x)dx que trata da area limitada entre as curvas f(x)

e g(x). Pela propriedade da integral f: f(x)dx — f: g(x)dx = f:(f (x) — g(x))dx,
conclui-se que as duas expressoes produzem o mesmo valor para a area. Logo, as regides S e
S’ apresentam uma relagdo de equivaléncia entre si.

O Exemplo 1, extraido do livro das autoras Flemming e Gongalves (2007) e analisado
nesta secdo, chamou a atengdo para livros textos de Calculo. Neste sentido, buscou-se observar
o enfoque dos autores ao abordarem a integral no calculo de area. Mais especificamente,
perceber de que forma sdo apresentados os problemas de area e quais curvas e regides sao
exploradas na resolugdo desses problemas.

Para a observacao foram selecionados trés livros textos que fazem parte da bibliografia
basica dos cursos de graduacdo da UFFS que contém em suas matrizes curriculares
componentes de Calculo:

e FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: funcdes, limites, derivagao

e integracdo. 6. ed. Sdo Paulo: Makron Books, 2007.
e LEITHOLD, L. O calculo com geometria analitica.3ed. S3o Paulo: Harbra, 1994.
vl.

e STEWART, J. Célculo. 6. ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2009. v1.

Os trés livros apresentam semelhangas entre si ao tratar da integral no calculo de area,
porém diferem na apresentacao:

a) A grande maioria dos exemplos parte do registro discursivo;

b) A resolucdo dos exemplos segue um procedimento algoritmizado que consiste: no

esbogo das curvas e na identificacdo visual da regido formada; na determinacao dos
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pontos de interse¢do para encontrar o intervalo de integragdo [a,b]; na afirmacao de
que as curvas assumem valores ndo negativos em [a,b]; na aplicacio de uma
formula que envolve integral definida para o calculo da area da regido;

c) Todos os exemplos tratam de regides limitadas entre curvas, em que a area ¢
calculada por meio da integral f: [f(x) — g(x)]dx, cujo integrando ¢ a diferenca
entre representacdes de fungdes no registro algébrico;

d) Os exercicios, em sua maioria, sdo reproducdes dos exemplos;

e) Sao raros os exemplos e exercicios que partem do registro grafico-geométrico;

f) Nenhum exemplo ou exercicio parte do registro algébrico;

g) Nenhum exemplo ou exercicio considera como registro de chegada, o discursivo;

h) O esbogo de curvas ¢ utilizado unicamente para encontrar a regido, que por sua vez
determina os dados necessarios a integral;

i) O esbogo da curva da fungdo integrando h(x) = f(x) — g(x) e a regido abaixo
desta curva ndo sdo explorados, nem algébrica, nem graficamente.

Esses pontos em comum sinalizam que o discurso € o registro de partida que predomina

e que o registro grafico-geométrico serve de intermedidrio para fornecer os dados necessarios

a integral para determinar a area procurada.

, " . . b , ,
E unanime entre os autores o uso da integral fa ( fx)— g(x))dx para o calculo da area,

cuja validade é comprovada pela propriedade f: f(x)dx — f: g(x)dx = f: [f(x) — g(x)]dx.
No entanto, ndo ha nenhum tratamento da fungdo integrando h(x) = f(x) — g(x), visto que a
regido abaixo de h(x) se difere da regido limitada entre as curvas de f(x) e de g(x).

O tratamento dado pelos autores ao célculo de area sinaliza um ensino baseado na
aplicagdo de formulas sem exploracdo da fun¢do integrando h(x) e da regido abaixo desta

curva.

2.5 A EQUIVALENCIA DE AREAS

Conforme observado em livros textos de Calculo, a fungdo h(x) = f(x) — g(x) serve
de integrando no calculo de area, mas sua curva ndo ¢ esbogada, tdo pouco ¢ identificada a
regido abaixo do seu grafico. A func¢do h(x) pode ser reescrita a partir de fun¢des distintas de
f(x) ede g(x). A combinacdo dessas outras fungdes, acaba por gerar regides especificas com

formatos variados, porém com areas equivalentes.
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Para exemplificar esta afirmacdo, voltando a fungdo h(x) = x + 2 — x? tratada no
Exemplo 1, € possivel fazer inhmeras combinacdes de fungdes, que geram areas equivalentes a
regido abaixo desta curva e também a regido limitada entre as curvas f(x) e g(x). Logo, h(x)
pode ser escrita de maneiras distintas:

a) a diferenca entre as fungdes f(x)=x+2 e g(x) = x2. Neste caso,

h(x) = x + 2 — x? ¢ a regido sob a curva é da forma:

Figura 26: Regido limitada pelas curvas f(x) = x + 2 e g(x) = x?

4

2 R o 1 2

Fonte: Autora
a) adiferencaentre f(x) =x +2 —x?eg(x) =0, ouseja, h(x) =x + 2 — x2, cuja

regido sob h(x) é:

Figura 27: Regido limitada pelas curvas f(x) =x+2 —x2 eg(x) =0

2

[ A

Fonte: Autora

b) a diferenca entre as fungdes f(x)=2 e gx)=-x+x% em que
h(x) = 2 + x — x? e aregido esta limitada superiormente pela reta e inferiormente

pela parabola:

Figura 28: Regido limitada pelas curvas f(x) = 2 e g(x) = —x + x?

\ |/

Fonte: Autora
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c) a diferenga entre f(x) =x e g(x) =—2+x% Aqui, a fungdo ¢ dada por

h(x) = x + 2 — x? e a regido de integragdo pode ser vista na Figura 29.

Figura 29: Regido limitada pelas curvas f(x) = x e g(x) = —2 + x?

=

Fonte: Autora

d) a diferenca entre f(x) = —x? e g(x) = —x — 2, cuja expressdo algébrica é
h(x) = —x2?+ x + 2 e cuja regido estd posicionada abaixo do eixo x, conforme
figura:

Figura 30: Regido limitada pelas curvas f(x) = —x? e g(x) = —x — 2

3

4 !

Fonte: Autora

e) a diferenca entre as fungdes f(x)= x2+2 e g(x)=2x2—x, ou seja,

h(x) = x? + 2 — 2x% + x e a regido ¢ limitada por f(x) e g(x):

Figura 31: Regido limitada pelas curvas f(x) = x? +2e g(x) = 2x% — x

2 -1 o 1 2

Fonte: Autora
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O processo de encontrar areas equivalentes permite o desenvolvimento de tratamentos
algébricos e figurais. Por meio deles sdo produzidas regides que apresentam-se sob diversos
formatos, porém com a mesma area. Sendo assim, qualquer uma das regides apresentadas
anteriormente poderia ser a regido S, procurada no Exemplo 1, cujo enunciado e regido sdo

reapresentados abaixo:

Exemplo 1: Encontre a drea limitada pory = x> ey = x + 2.

Em livros textos, no estudo da integral no célculo de area, ndo sdo mencionadas, nem

- . o . \ ~ b
exploradas as regides equivalentes, somente a regido S associada a expressao fa f(x)dx —

b
J, 9(x)dx.

A equivaléncia de areas ¢ um tema pouco abordado no ensino atualmente, mas ja foi
muito contemplado na antiguidade.

No trabalho de Euclides, intitulado Os Elementos®, a area ¢ considerada um atributo da
figura e os problemas envolvendo area sdo tratados a partir da busca por figuras iguais’, sem
preocupacdo com um valor numérico para a area.

Datado de aproximadamente 300 a.C, Os Elementos ¢ a obra que marca o auge da
organizacdo da geometria grega, até esta época. Nela, os Unicos instrumentos usados na
resolu¢do de problemas relativos a construgdo de figuras eram a régua ndo graduada e o

compasso.

A régua e o compasso, apesar de serem instrumentos de constru¢do, podem ser
representados, respectivamente, pela linha reta e pelo circulo, figuras geométricas
com alto grau de perfeicdo. Na realidade, nos Elementos, as construgdes realizaveis
com régua e compasso sao executadas por meio de retas e circulos definidos de modo
abstrato (ROQUE, 2012, p.160).

8 A obra completa de Os Elementos est4 disponivel em www.dominiopublico.gov.br.

° Para Euclides, afirmar que duas figuras sdo iguais pode significar que elas sdo congruentes ou que elas tém a
mesma area, segundo De Carvalho (2006).
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Segundo Roque (2012), o uso de régua ndo graduada e de compasso mostra a
preocupagdo dos gregos com uma geometria mais abstrata e rigorosa, segundo o contexto de
rigor vigente naquela época. Corroborando com a autora, De Carvalho (2006) destaca que a
ideia de perfei¢do estava associada a reta e ao circulo, uma vez que os movimentos retilineo
uniforme e circular uniforme eram considerados pelos gregos movimentos ‘naturais’, livres de
imperfei¢des e de irregularidades.

Em Os Elementos, a éarea de figuras ¢ explorada considerando-a uma grandeza
geométrica, sem a preocupacdo em associar valores numéricos as dimensdes. As figuras sdo
transformadas em outras para a comparagao de suas areas. Esta outra figura, usada pelos gregos
como padrdo, ¢ o quadrado. Para calcular a area de uma figura qualquer ¢ preciso encontrar um
quadrado que tenha igual area, utilizando somente a régua ndo graduada e o compasso. Tal
procedimento foi chamado quadratura. De acordo com essa nog¢ao s € possivel inferir o conceito
de equivaléncia. Neste, duas figuras sdo ditas equivalentes quando possuem a mesma grandeza,
isto ¢, a mesma area, cuja comprovagao se dava pela decomposi¢do e comparagdo de superficies
planas.

Vale ressaltar que os gregos deram conta da quadratura para figuras poligonais, ou seja,
de mostrar que a drea de uma figura poligonal era igual a drea de um determinado quadrado.

Resolvida a quadratura de um poligono, era hora de se ater ao problema da quadratura
de figuras limitadas por curvas, como a quadratura do circulo e a da pardbola. Buscando
solugdes para o problema da quadratura destas figuras, os gregos utilizam o método da
Exaustdo, creditado a Eudoxo de Cnidus (408 a 355 a.C). Este método consiste em ‘exaurir’
uma figura por meio de outras figuras. A ideia basilar ¢ inscrever na figura um poligono regular
e aumentando o nimero de lados do poligono, fazer crescer a area do poligono até chegar muito
proxima da area da figura inicial.

Arquimedes (287 a.C — 212 a.C) refina o método da Exaustao criado por Eudoxo, € no
caso do circulo, propde que ele seja simultaneamente inscrito e circunscrito por um poligono
regular. Partindo de sucessivas duplicagcdes do niimero de lados, até que os seus tamanhos se
tornem cada vez menores, chega a figuras cujas areas tendem a uma mesma quantidade, de

acordo com a ilustragao:

Figura 32: Método da Exaustdo
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Fonte: Roque (2012, p.206)

A Figura 33 apresenta a ideia do método de Arquimedes para a quadratura do circulo,
em que essa figura foi inscrita e circunscrita por quadrados. Partindo de sucessivas duplicagdes
do numero de lados dos quadrados, as areas das duas figuras se tornam muito proximas, de
modo a determinar na area do circulo.

Arquimedes também estuda a quadratura da pardbola, que consiste em calcular a area

da regido limitada por um arco de parabola e por uma corda, conforme abaixo:

Figura 33: Quadratura da parabola

\ I
\ ]

A Corda AB I.-'JI
\
\ B

\ |'I‘II
\ ]
&co AOB/
wah-f/
o
Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho (2012, p. 272)

Para encontrar a 4rea da figura curvilinea limitada pelo arco AOB e pela corda AB,
Arquimedes emprega o método da Exaustdo, porém em vez de usar retangulos para as
aproximacdes das 4reas, utiliza tridngulos. Ele inscreve um grande tridngulo na figura e em
seguida inscreve outros menores, até que a soma de suas areas se aproximem da area procurada
(ROQUE; CARVALHO, 2012).

No século XVII, os problemas envolvendo area ganham novas interpretacdes a partir
das ideias de decomposicao de figuras e também do método dos indivisiveis. Estudiosos desse
século, como Cavalieri, Galileu, Pascal, Fermat, Newton, Leibniz ¢ Cauchy aprimoram os
conhecimentos construidos ao longo dos tempos e criam procedimentos que permitem chegar

ao Célculo Diferencial e Integral.
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Segundo Boyer (2010), Boaventura Cavalieri (1598-1647) publica em 1635 o livro
Geometria Indivisibilibus Continuorum (Geometria dos Indivisiveis Continuos) em que
apresenta uma maneira de pensar geometricamente o volume, com base na soma de um niimero

indefinido de 4reas paralelas, que sdo volumes indivisivesis.

Figura 34: O volume como soma de um nimero indefinido de areas paralelas

Fonte: Roque, (2012, p. 347)

Essa figura mostra a ideia de Cavalieri sobre os indivisiveis. Para ele, o volume de uma
piramide ¢ obtido pela soma de infinitas areas de quadrados sobrepostos, que formam o referido
solido. Ademais, para o calculo de areas de figuras planas, propde a soma de uma infinidade
de segmentos de reta paralelas ou “indivisiveis”.

Os estudos de Cavalieri sobre os indivisiveis foram aprimorados e a area de uma figura
passa a ser decomposta em uma quantia indefinida de retdngulos em vez de segmentos de retas.
Assim, a drea da figura curvilinea era aproximada pela soma das areas dos retangulos

infinitamente finos que a decompunham.

2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece relagdes entre o Calculo Diferencial € o
Calculo Integral e ¢ a ferramenta que possibilita calcular areas de figuras limitadas por curvas
com maior rapidez. Neste sentido, reconhecendo a importancia do teorema e sua estreita ligacao
com o objeto deste estudo, sdo apresentados aspectos histéricos relacionados a ele, embasados
em Edwards Junior (1979), Eves (2004), Boyer (2010), Roque (2012) e Roque e Carvalho
(2012).

Apesar de ter eclodido junto aos trabalhos desenvolvidos no século XVII, as origens do
Teorema Fundamental do Calculo datam da antiguidade, com as tentativas de resolver os

problemas de quadratura e de tangentes. Assim, um longo caminho foi percorrido e inimeras
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contribui¢cdes foram aprimoradas até chegar aos conhecimentos de hoje sobre este teorema e
sobre o Calculo Diferencial e Integral.

Galileu (1564 — 1643) foi um dos estudiosos que deixou contribui¢des significativas ao
Calculo. Em seu trabalho sobre o movimento de um ponto ao longo de uma linha reta, com
velocidade variavel, Galileu percebe que o movimento pode ser representado por um gréafico
que relaciona as variaveis velocidade e tempo.

Usando a ideia de Galileu e a ideia dos indivisiveis de Cavalieri, Torricelli (1608- 1647)
mostra que a distancia percorrida pelo ponto ¢ igual a 4rea sob a curva velocidade-tempo, uma
vez que a distancia percorrida durante um elemento infinitesimal de tempo ¢ igual ao produto
do tempo pela velocidade instantinea (EDWARDS JUNIOR, 1979).

Para Torricelli, um ponto P que inicia seu movimento no tempo t = 0, com velocidade

v(t) = t™, num tempo t, percorre a distdncia y dada pela expressao algébrica:

tn+1

y:n+1

Graficamente, a distancia y percorrida por P, corresponde a area sob a curva v(t):

Figura 35: Curva velocidade-tempo
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Fonte: Adaptado de Edwards Junior. (1979, p. 138)

Por outro lado, o movimento do ponto P pode ser representado por um gréfico cujas
variaveis sdo a distancia percorrida e o tempo. Se o ponto se mover ao longo da curvay = y(t),
com velocidade horizontal 1 e velocidade vertical v (a velocidade do ponto cujo movimento €
representado na Figura 36), o vetor velocidade do ponto sera o resultante de um vetor horizontal
de comprimento 1 e um vetor vertical de comprimento v (Figura 37). Logo, a velocidade v ¢ a

inclinacdo da linha tangente a curva na posicao y = y(t).
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Assim, se a distancia percorrida no tempo t ¢ y = —.entdoa velocidade ¢ dada por:
v(t) = t"
. T . \ gntt .
e coincide com a inclinagdo da linha tangente a curva y = o mostrada na Figura 37.
n

Figura 36: Inclinagdo da linha tangente
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Fonte: Adaptado de Edwards Junior (1979, p. 138)

Apoiado nas descobertas de que:

n+1

r A x
a) aareasobacurvay = x™ édadapory = 1

n+1

\ X . . -
b) atangente dcurvay = tem inclinacdo x",

n+1

Torricelli chega a no¢ao intuitiva acerca da relagdo inversa entre as equagdes y = x" ey =

n+1

—a qual indica que os problemas de tangente e de quadratura sdo inversos entre si. Esta ¢

uma embriondria formulagdo do Teorema Fundamental do Calculo, em que a taxa de variagdo
da area sob uma curva ¢ igual a sua ordenada (EDWARDS JUNIOR., 1979).

Segundo Boyer (2010), com a morte de Torricelli, seus trabalhos foram parcialmente
transmitidos aos sucessores, chegando a Isaac Barrow (1630 -1677).

Barrow também observa a relagdo inversa entre os problemas de tangente e de
quadratura, porém, a preferéncia por métodos geométricos ao invés de algébricos para
demonstrar seus trabalhos, acaba tornando inoperante esta relacdo. Mais tarde, os
procedimentos analiticos, em especial os desenvolvidos por Descartes (1596 -1650) e Fermat

(1607-1665), permitem a efetivacdo da relagdo observada por Barrow.
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Por meio de procedimentos analiticos e notagdes atuais, o exemplo a seguir, extraido de
Roque (2012, p. 348), descreve a aproximagdo entre a drea sob a parabola y = x?2 e as éreas
dos retangulos, por Fermat e Pascal (1623 -1662).

Para calcular a drea da pardbola y = x? entre dois pontos O e B, constroem-se
retangulos sobre as abscissas de pontos de distancia d, 2d, 3d, ..., nd. Ha n retdngulos cujas
bases medem sempre d, e suas alturas, de acordo com a equagdo da parabola, serdo dadas,
respectivamente, por d?, 4d?, 9d?, ..., n?d?. Para encontrar a drea, somam-se as dreas desses
retangulos, obtendo-se:

A= d3+4d®+9d3+ -+ n?d3> = d3(1 + 22+ 3%+ ---.+n?)

[-F: L S

O dzd3d - 8

Segundo a autora, Pascal e Fermat ja sabiam encontrar a soma das m-ésimas poténcias
dos n primeiros nimeros naturais, entdo a soma dos termos 1 + 22 + 32 + ---. 4+ n? poderia ser

substituida por:

3

1+22432 4+ +n?=-(n+D@n+1) =+

n2

=+
2

e

Sabendo que d ¢ a divisdo de OB por 7, entdo:

A () = o (et

2n  6n2

Quando o nimero de retangulos aumenta, os dois ultimos termos podem ser desprezados

e a soma das areas dos retangulos passa a ser dada por:

O procedimento empregado por Pascal e Fermat resulta em uma expressao analitica para

o calculo de areas, a qual possibilita a evolugcdo do método da Exaustdo e abre espago para a
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definicdo atual de integral. Ademais, este exemplo comprova as ideias de Torricelli de que a

xn+1

area abaixo da curva y = x™ era expressa pory = T

Os trabalhos desenvolvidos no século XVII, especialmente os de natureza infinitesimal,
deram conta de explicar inimeros problemas que permaneciam em aberto desde a antiguidade,

mas careciam de certa organizagdo e estruturacdo. Sobre isso, tem-se que:

A maior novidade introduzida na matematica por Newton e Leibniz reside no grau de
generalidade e unidade que os métodos infinitesimais adquiriram com seus trabalhos.
Os matematicos ja tinham um enorme conhecimento sobre como resolver problemas
especificos do célculo infinitesimal, mas ndo se dedicaram a mostrar a generalidade e
a potencialidade das técnicas empregadas (ROQUE, 2012, p. 354).

Segundo Roque (2012), o trabalho de sistematizacdo que contribuiu significativamente
para o avanco do conhecimento ocorreu de forma independente e foi creditado a Newton (1642
a 1727) e a Leibniz (1646 a 1716).

Newton e Leibniz também exploraram problemas envolvendo areas. O primeiro, por
exemplo, determina que a area sob a curva y = f(x) pode ser obtida observando as taxas de
variacdo de y em relagdo a x. Ele prova que a area abaixo de y = x", com # inteiro positivo ¢

A= 1 xn+1
1

" e usando série binomial infinita prova que a expressdo 4 ¢ também valida para
n

n racional, n # —1. Com isso, complementa as ideias de Torricelli e em 1.666 apresenta a

equacao:

dA
ax 7
Para chegar a esta equacdo, apds estabeler a relagdo Z—i =% da equagdo polinomial

f(x,y) = 0, Newton propde o problema inverso, que consiste em encontrar y em termos de x,

dada uma equagdo que realcione x e % Esse problema implica em encontrar a equagao:

p(x) =§

Do ponto de vista gréfico, a relagdo estabelecida por Newton pode ser representada por:

Figura 37: Problema inverso de Newton
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Fonte: Edwards Junior (1979, p. 194)

O problema de encontrar y em termos de x recebeu o nome de antidiferenciacao,

enquanto que o caso geral g (x, %) = 0 ficou conhecido por equacgdo diferencial.

Entdo, em 1.666, ao discutir o calculo de areas por meio de antiderivagdo, Newton
apresenta a equagao:

dA_
dx_y

em que A denota a area sob a curvay = f(x).

Newton ndo apenas comprova que os problemas de tangente e de quadratura sdo
processos inversos, mas também apresenta, pela primeira vez na historia, o Teorema
Fundamental do Calculo em sua forma explicita, fornecendo a base para uma abordagem
algoritmica para o calculo de areas. Porém, a linguagem e as notagdes usadas por ele sdo
consideradas confusas pela comunidade cientifica da época, o que acaba prejudicando a difusao
de suas ideias.

Da mesma forma que Newton, Leibniz também se dedica aos problemas de quadratura
e de tangente. Sua teoria estd alicer¢ada sobre as operagdes inversas de soma e de diferenca.
Para ele, determinar a tangente a uma curva implica em calcular a razdo das diferencas das
ordenadas e das abscissas quando essas se tornam infinitamente pequenas, enquanto que a
quadratura de uma figura implica em somar as areas dos retangulos infinitamente pequenos que
a decompde. Com isso, Leibniz também conclui que os problemas de quadratura e de tangente,
sdo inversos um do outro.

O método de Leibniz, baseado em somas e diferengas, torna-se importante para a
comunidade cientifica, devido a sua generalidade. Para dar conta dos novos resultados, Leibniz
cria notagdes mais claras e adequadas, em comparacdo com as de Newton, e por esta razdo,

permanecem até hoje, como dy e dx para as diferengcas menores possiveis (diferenciais) em x
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e y respectivamente e o simbolo de integral que corresponde a letra S alongada, que representa
soma.

Os problemas de quadratura e de tangente originaram os conceitos de integracdo e de
derivagdo. Da inicial e aparente desconex@o entre tais problemas emergiu um forte resultado

conhecido por Teorema Fundamental do Célculo. Sobre isso, Stewart (2009) discorre:

O mentor de Newton em Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), descobriu que esses
dois problemas estdo, na verdade, estreitamente relacionados. Ele percebeu que a
derivagdo e a integracd@o sdo processos inversos. O Teorema Fundamental do Célculo
d4 arelagdo inversa precisa entre a derivada e a integral. Foram Newton e Leibniz que
exploraram esta relagdo e usaram-na para descrever o calculo como um método
matematico sistematico. Em particular, eles viram que o Teorema Fundamental os
capacitava a calcular areas e integrais muito mais facilmente, sem que fosse necessario
calcula-las como limites de somas [...] ( STEWART, 2009, p. 357).

De acordo com o autor, o Teorema Fundamental do Célculo estabelece uma relacao
inversa entre os processos de derivagdo e de integracdo, sendo que, ao solucionar um problema
de tangentes se esta solucionando também um problema de érea.

Na época de Newton e Leibniz, o processo de integracdo era entendido como operagao
inversa da diferenciagdo. Porém, esta concep¢ao muda quando o matematico francés Augustin-
Louis Cauchy (1789 a 1857) define formalmente limite e a partir dele apresenta sua defini¢cao

sem vinculagdo com a diferenciagdo, escrevendo a soma:

Sp = (1 = x0)f(xo) + (G = x) f(x) + -+ (xy — X1 f (Xp—1)

emquea = x, < x; <...<Xx, =b ¢éadivisdo do intervalo [a, b] em n subintervalos.

No século XIX o matematico alemao Bernahrd Riemann (1826 a 1866) aprofunda os
estudos sobre a integral, formalizando o limite da soma das particdes dos intervalos. Este limite
passa a ser chamado soma de Riemann e origina a defini¢do de integral de Riemann.

As ideias de Riemann generalizam o conceito de integral definida, apresentado por
Cauchy e se mostram validas para resolver inimeros problemas, permitindo a evolugdo da
ciéncia. Entretanto, sdo inadequadas para certos problemas relativos a Analise Matematica.

Buscando suprir algumas das inadequagdes, o matematico francés Henri Léon Lebesgue
(1875-1941) apresenta estudos com base na teoria de medidas, criando a integral de Lebesgue '°.

As duas integrais sdo coincidentes quando as fungdes sdo integraveis no sentido de Riemann.

10 Sobre a integral de Lebesgue sugere-se a leitura dos trabalhos de Otero-Garcia (2015) e de Palaro (2006).



88

No entanto, funcgdes integraveis no sentido de Lebesgue ndo implicam, necessariamente
integraveis no sentido de Riemann.

Atualmente, os problemas de area, em que a regido ¢ limitada por curvas de fungdes em
determinado intervalo, podem ser resolvidos por meio do Teorema Fundamental do Calculo,

cujo enunciado ¢ apresentado por Flemming e Gongalves (2007, p. 267):

Teorema Fundamental do Calculo: Se f ¢é continua sobre [a,b] e se F é uma

primitiva de f neste intervalo entdo:

b

[ reax =) - F@

a

Neste teorema, ao afirmar que F' ¢ uma primitiva de f, subintende-se que a derivada de
F(x) coincide com a funcdo f(x). No entanto, a relagdo entre as fungdes F e f s6 ¢ valida

quando f (x) for continua em um intervalo fechado, o que garante a existéncia de F (x), tal que
F'(x) = f(x).
Ademais, sabendo que F'(x) = f(x), tem-se a expressdo algébrica f: flx)dx =

f: F'(x)dx = F(b) — F(a). Decorre dessa expressdo que uma soma provém do processo de

integracdo enquanto que a variacdo da referida soma ¢ oriunda da diferenca entre a primitiva
aplicada no valor b e a primitiva aplica em a, comprovando que o Teorema Fundamental do
Calculo proporciona a conexdo entre integral e derivada.

Ao longo dos anos, mas nao linearmente, muitos matematicos e estudiosos contribuiram
direta ou indiretamente para o avango do Célculo. A cada tempo e em seu contexto, ndo
produziram conhecimentos a partir do nada, mas retomando estudos de seus antecessores,
aperfeicoaram métodos que permitiram o desenvolvimento e o surgimento de novas ideias.
Hoje, os métodos do Calculo sdo aplicados em diferentes areas do conhecimento e servem para

resolver inlimeros problemas reais.



CAPITULO 3

Neste capitulo sdo apresentados os aspectos metodologicos que adotamos para conduzir
e desenvolver o trabalho empirico. Trata-se de uma investigacdo aplicada no ambiente
académico, a qual foi incorporada aos processos de ensino e de aprendizagem de um
componente curricular de Calculo. Nela, buscamos observar, interpretar e descrever as agdes
dos alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal da Fronteira Sul,
campus Chapecd, ao desenvolverem uma sequéncia didatica que abordava a integral no calculo
de area.

Amparados por elementos da Engenharia Didatica, organizamos uma sequéncia didatica
composta por cinco blocos de atividades em que cada bloco contém objetivos especificos e que

juntos visam contribuir para a aprendizagem do objeto em estudo.

3.1 0 PERCURSO METODOLOGICO

Esta pesquisa apresenta caracteristicas que configuram-na como uma pesquisa de cunho
qualitativo, segundo critérios estabelecidos por Bogdan e Biklen (1991) e abordados por Liidke
e André (1986): a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural; os dados coletados sao
predominantemente descritivos; da-se maior atencdo ao processo do que ao produto; o
significado que as pessoas ddo as coisas e a sua vida sdo focos de atengdo especial pelo
pesquisador. De fato, os sujeitos da pesquisa participam de um experimento pedagdgico em seu
ambiente natural, que ¢ o ambiente universitario; a resolu¢ao das atividades pelos sujeitos, as
observagoes e as anotacoes da pesquisadora sdo registradas descritivamente, constituindo-se a
base para as analises; o interesse maior da pesquisa ¢ analisar a manifestacdo dos sujeitos ao
interagirem com o objeto de estudo.

Nesta investigacao busca-se conhecer e analisar as operagdes semidticas, especialmente
os tratamentos e as conversdes, desenvolvidas pelos sujeitos da pesquisa ao estudarem a integral
no calculo de area. Embasados nos pressupostos tedrico-metodolégicos da Teoria dos Registros
de Representagdo Semidtica e da Engenharia Didatica, foi organizada uma sequéncia didatica,
a qual viabilizou as ac¢des dos sujeitos para a coleta de dados.

A Engenharia Didatica de Michele Artigue (1996) ¢ uma teoria educacional ou uma
metodologia de pesquisa baseada em experiéncias de sala de aula. Elaborada no inicio da

década de 1980, para trabalhos de Educagdo Matemdtica, apresenta-se como um “esquema
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experimental baseado em “realizagdes didaticas” na sala de aula, isto €, na concepg¢do, na
realizagdo, na observagdo e na andlise de sequéncias de ensino” (ARTIGUE, 1996, p. 196).
Nesta metodologia, uma sequéncia didatica ¢ planejada com objetivo de obter
informacdes para desvelar o fendmeno investigado e sua execucdo estd atrelada ao
desenvolvimento de quatro etapas:
1. Anadlise prévia ou preliminar
Esta etapa visa formar a concepcdo da engenharia, apoiando-se no quadro teorico
didatico e nos conhecimentos didaticos ja adquiridos acerca do objeto de estudo:
a) A analise epistemolédgica dos contetidos contemplados no ensino;
b) A analise do ensino habitual e de seus efeitos;
c) A analise das concepgdes dos alunos, as dificuldades e obstaculos;
d) A andlise do campo das limitagcdes onde se situard a efetiva realiza¢do didatica;
e) Os objetivos especificos da investigagao.
2. Analise a priori
A anélise a priori consiste na descri¢do do objeto e na proposicdo de melhorias para
interveng@o no ensino e na aprendizagem. Para apresentar melhorias, ¢ necessario primeiro
identificar os problemas referentes ao objeto de estudo e elencar hipdteses, as quais serdo
averiguadas ao longo do desenvolvimento da proposta didatica.
3. Experimentacio
E 0 momento em que o pesquisador entra em contato direto com os sujeitos do estudo.
Para esta fase ¢ fundamental que ele tenha clareza do objetivo da pesquisa e identifique as
condigdes sob as quais a pesquisa esta sendo realizada. A sequéncia didatica e os instrumentos
para a coleta de dados sdo aplicados e as observacdes acerca dos mesmos sdo registradas.
4. Analise a posteriori e validacdo
De posse dos dados coletados da aplicacdo da sequéncia didatica, faz-se o tratamento
dos dados e o confronto das andlises a priori e a posteriori com intuito de validar ou refutar as
hipoteses elencadas no inicio da pesquisa. Partindo desse confronto sdo feitas adequacdes a
sequéncia didatica. Caso necessario, para complementacdo de informagdes, sdo realizados ou
utilizados outros instrumentos, como entrevistas individuais ou coletivas e questionarios.
Adaptando as etapas supracitadas a esta pesquisa, pode-se dizer que a analise prévia
corresponde ao estudo desenvolvido sobre a Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica,
o computador no ensino, a problematica do ensino e da aprendizagem do Calculo, as pesquisas

que envolvem Calculo Integral, a resolugdo de problemas envolvendo areas em livros textos de
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Célculo, a equivaléncia de areas, e os aspectos historicos do Teorema Fundamental do Calculo.
Assim, a analise prévia estéa disposta ao longo dos Capitulos 1 e 2.

Na andlise a priori sdo apresentadas as descricdes matematicas das atividades que
compdem a sequéncia didatica. Esta descricdo representa a tentativa de prever o
desenvolvimento matematico dos alunos durante a execucao das atividades.

A etapa da experimentacdo incide na aplicacio da sequéncia didatica. E o momento em
que os alunos utilizam seus conhecimentos para resolver as atividades propostas e desta forma,
produzem os dados para a analise a posteriori e validagao.

Na analise a posteriori e validag¢do sdo confrontados os dados produzidos pelos alunos
na experimenta¢do com os dados previstos na analise a priori, visando validar ou ndo a proposta
executada.

As etapas relativas a andlise a priori, experimentagdo e andlise posteriori sido
apresentadas neste capitulo, se¢des 3.2, 3.3 e 3.4. Ja os instrumentos para a coleta de dados

estdo no Apéndice 2.

3.2 A ORGANIZACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

O ponto de partida para a criacdo das atividades que compdem a sequéncia didatica foi
a observacdo, em livros textos de Calculo, acerca da abordagem dos autores em relacdo a
integral no calculo de 4rea, ja apresentada na secdo 2.4. Nestes materiais, constatou-se que a
tematica ¢ abordada de forma tedrica, em que se prioriza o registro discursivo como registro de
partida e que os exercicios sdo reproducgdes dos exemplos.

Com base nas observagdes planejou-se uma sequéncia didatica para oferecer aos alunos
uma visao em que a integral no célculo de area ndo ¢ apenas resultado da aplicagdo de formulas,
mas um processo que articula os varios registros de representacao semiotica e explora operagoes
semidticas, especialmente os tratamentos e as conversoes. Desta forma, a sequéncia didatica
contempla a diversidade de representagdes semiotica, possibilita a aplicacdo de tratamentos e
conversdes e usa o software GeoGebra para proporcionar dinamismo grafico e também para
permitir a articulacdo entre os registros algébrico e grafico.

As conversdes ocorrem entre os registros discursivo, grafico-geométrico e algébrico. As
operacdes semidticas de tratamento e de conversao fomentam a coordenagdo dos registros e
consequentemente, a compreensdo integral do conceito matematico, conforme propde Duval

(2004).
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As atividades da sequéncia didatica foram elaboradas de modo a ensejar reflexao,
discussdo, criagdo de conjecturas e refutagdo de hipoteses, por meio de operacdes semiodticas e
do uso do GeoGebra. Assim, pretende-se criar espagos de didlogos e de experimentacdes que
contribuem para tornar os alunos agentes ativos e autdnomos no processo de construgdo do
conhecimento.

A compreensdo da integral no célculo de area requer, inicialmente, a retomada dos
conceitos de area e de integral definida e posteriormente o entendimento de trés pontos
basilares, considerados pré-requisitos para tal compreensao. O primeiro ponto pressupde a
relacdo entre a integral enquanto area de uma regido e a posicdo desta regido no plano
cartesiano. H4 que se destacar que a integral pode ter outros significados além do significado
de area. Assim, como ja mencionado na introdugdo deste estudo, a integral pode ser o trabalho
realizado por uma for¢a, ou o volume de um sélido, ou a massa de uma particula, por exemplo.
O segundo ponto trata da identificacdo das curvas que limitam a regido. E o terceiro discute a
possibilidade de mudanca da variavel de integracao.

Esses trés pontos estdo contemplados no Bloco 2, Bloco 3 e Bloco 5, respectivamente.
Para além deles, faz-se uma retomada dos conceitos de area e de integral definida, no Bloco 1,
e apresenta-se um elemento a mais a ser explorado no estudo da integral no célculo de area, que
¢ a equivaléncia de areas, tratada no Bloco 4.

Procurando desenvolver nos alunos a compreensao dos pontos elencados anteriormente,
a sequéncia didatica foi pensada e organizada em 5 blocos, em que cada bloco apresenta
objetivos especificos ligados a compreensdo dos referidos pontos. Desta forma, o Bloco 1
resgata o conceito de area como limite de uma soma de areas de retangulos e relaciona este
limite ao conceito de integral definida. O Bloco 2 mostra que a integral enquanto area esta
associada a posicao da regido no plano cartesiano e que portanto, depende do esbogo de curvas.
O Bloco 3 trata da area entre curvas e sinaliza para a importancia da regido ser limitada por
uma Unica curva superior e outra curva inferior. O Bloco 4 contempla a equivaléncia de areas
e o Bloco 5 discute a escolha da variavel de integragao.

As atividades e os blocos levaram em conta as analises prévias e estdo ordenados
segundo um critério a priori, alicercado na experiéncia docente da pesquisadora, considerado
adequado ao alcance do objetivo maior desta pesquisa. Outrossim, o ordenamento permite que
os conhecimentos construidos em uma atividade ou em bloco possam ser utilizados em
atividades ou em blocos posteriores.

As atividades foram nomeadas por Atividade X-Y, em que X indica a ordem da

atividade no bloco Y. Por exemplo, a Atividade 1-3 indica a primeira atividade do bloco 3.
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3.3 A APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didatica foi aplicada no Laboratorio de Informatica (sala 408 —A) da
Universidade Federal da Fronteira Sul, Chapec6, que conta com 50 computadores, todos
instalados com o software GeoGebra.

Os sujeitos da pesquisa eram alunos da Licenciatura em Matematica desta universidade,
que cursavam a terceira fase, no primeiro semestre de 2018. A escolha pelo curso se justifica
pois neste semestre, o referido curso prevé a disciplina de Célculo B, cuja ementa contém o
conteudo de integral no cdlculo de area. Nao ha nenhuma especificidade que direcione a
aplicagdo das atividades para tal curso de graduagdo, o que torna a sequéncia didatica passivel
de ser executada em outros cursos da instituicdo ou de outras instituigdes.

A aplicagdo da sequéncia didatica iniciou-se apos a professora de Calculo B finalizar,
em sala de aula, o estudo sobre soma de Riemann, integral definida, Teorema Fundamental do
Calculo e técnicas de integragdo, porém antes de iniciar as aplicagdes da integral que envolvem
o célculo de 4rea. Teoricamente, os alunos ja conheciam o conceito de integral definida e sua
associacdo com a area abaixo do grafico de uma fungdo. Entretanto, mesmo com tais
conhecimentos, optou-se por iniciar a sequéncia didatica com atividades que retomassem e
reforcassem a compreensdo dos referidos conceitos, considerados fundamentais para o
desenvolvimento do estudo.

O primeiro contato da pesquisadora com os sujeitos da pesquisas ocorreu na noite de 20
de marc¢o de 2018, quando, com o consentimento da professora de Calculo B, a pesquisadora
dialoga com a turma acerca das ideias do trabalho de Tese e da importancia da participacao
deles nas atividades propostas.

A professora de Calculo B disponibilizou trés encontros consecutivos, de 4 horas/aula
cada encontro, para a aplicacdo da sequéncia didatica. Assim, as atividades se desenvolvem no
horario de aula, a noite, possibilitando a participa¢do dos alunos. Em consequéncia desta atitude
da professora, dos 21 alunos que frequentavam o componente de Célculo B, 20 fizeram parte
da populacdo da pesquisa, sendo que, em todos os encontros, pelo menos 16 alunos iniciaram
as atividades de cada bloco.

Os trés encontros da pesquisadora com os alunos ocorreram nas tercas-feiras, dias 03,
10 e 17 de Abril de 2018. Além destas datas, a pesquisadora também esteve presente, em sala
de aula, dia 24 de Abril, noite destinada pela professora de Calculo B para sanar duvidas dos

alunos em relagdo aos conteudos da primeira prova avaliativa.
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No primeiro encontro, dia 03 de Abril, foi realizada uma breve ambientacdo do
GeoGebra e também a aplicagdo das atividades do Bloco 1. Esta ambientacdo se fez necessaria,
pois mesmo ja conhecendo ou utilizando o software em outros componentes curriculares, serviu
para os alunos relembrarem a constru¢do de graficos, bem como conhecerem os comandos
necessarios a resolugdo das atividades. Esta ambientacdo esta apresentada no Apéndice 1.

No segundo encontro, dia 10 de Abril, foram aplicadas e desenvolvidas as atividades
dos blocos 2 e 3 e no terceiro encontro, dia 17 de Abril, as atividades dos blocos 4 € 5.

No encontro do dia 24 de Abril, a pesquisadora realizou um feedback aos alunos em que
foram retomadas e discutidas atividades dos blocos e apresentado os objetivos pretendidos com
tais atividades. Os alunos puderam questionar e tirar dividas a respeito das atividades e de suas
resolugdes.

Buscando sintetizar as informagdes relativas a organizacdo e a aplicagdo da sequéncia

didatica, apresenta-se a tabela:

Tabela 10: Sintese da organizagdo e da aplicagdo da sequéncia didatica

Encontro | Atividades realizadas Objetivos
de 4h/a
a) Ambientacdo ao a) Reconhecer o software e comandos necessarios a resolucao
1 GeoGebra; das atividades;
b)Bloco 1 b) Retomados os conceitos de soma de Riemann, area e
integral definida.
c¢) Bloco 2 c) Compreender que a integral como area de uma regiao,

depende da posicao desta regido no plano cartesiano, ¢ esta,

2 depende do esbogo de curvas;
d) Bloco 3 d) Identificar as curvas que limitam superior e inferiormente
uma regiao.
3 e) Bloco 4 e) Identificar e encontrar areas equivalentes;
) Bloco 5 ) Decidir quando integrar em relagdo as variaveis x ou ).
4 g) Feedback g) Apresentar os objetivos de cada bloco e sanar duvidas

relativas as atividades e suas resolugoes.

Fonte: Autora

A pedido da pesquisadora, a professora de Calculo B aplicou a sequéncia didatica e

amparou os alunos, quando surgiram davidas acerca das atividades. A pesquisadora se manteve,
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na maioria do tempo como observadora, mas em alguns momentos fez intervengdes junto aos
alunos.

Reconhecendo a importancia da discussdo entre os pares para a construcdo de
conhecimentos, os alunos tiveram a liberdade para decidir se desejavam realizar as atividades
em dupla ou individualmente. A maior parte optou por trabalhar em duplas, mas em certas
atividades, as discussdes acabaram envolvendo o grande grupo.

Os 20 alunos, sujeitos da pesquisa, foram designados pelas notagcdes Aluno 1, Aluno 2,
... Aluno 20, de forma aleatoria, sem qualquer referéncia a posi¢ao que ocupavam no laboratorio
de informatica ou a numeraciao dos computadores que usaram para desenvolver as atividades.

A resolugdo das atividades foram registradas individualmente em folhas de papel e por
meio de prints de telas do GeoGebra gravados nos computadores utilizados pelos alunos.
Mesmo aqueles que optaram pelo trabalho em dupla, fizeram seus registros individuais. No dia
subsequente a aplicagdo das atividades, a pesquisadora retornava ao laboratorio para salvar os
prints de telas.

Além dos registros em papel e prints de tela, as falas dos alunos também foram
consideradas para as andlises. Em certos momentos, as expressdes orais revelaram informagdes
importantes acerca da maneira que os alunos pensavam e formavam seus raciocinios
matematicos. Por isso, algumas delas aparecem ao longo das analises a posteriori.

Durante a analise dos dados descritivos, alguns registros ndo foram suficientes para
promover a correta interpretacdo sobre os mesmos, por parte da pesquisadora. Nesses casos, foi
realizada entrevista semiestruturada com estes alunos, visando elucidar e ou complementar os
registros produzidos.

Ainda em relagdo a andlise dos dados, procurou-se contemplar a0 maximo as respostas
de diferentes alunos. Assim, sempre que os alunos apresentavam respostas similares, ora era
apresentada a resposta de um, ora, do outro. Com esta atitude, pretendia-se ndo privilegiar
aqueles que se destacassem por ‘dons matematicos’ ou pela rapidez com que os célculo eram
efetuados, mas aqueles que, mesmo apresentando dificuldades, superavam-nas e davam conta
de resolver as atividades.

Apresentada a estrutura metodoldgica que orienta a pesquisa empirica, seguem as

andlises a priori e a posteriori das atividades propostas na sequéncia didatica.
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3.4 ANALISES A PRIORI E A POSTERIORI DAS ATIVIDADES

Esta secdo contempla as andlises a priori e a posteriori das atividades que compdem a
sequéncia didatica.

A andlise a priori, que contém a previsdo do comportamento dos alunos no que tange a
resolugdo das atividades da sequéncia didatica, passa a ser confrontada com a andlise a
posteriori que revela o que os alunos produziram durante a execucao das referidas atividades.

Inicialmente ¢ apresentada a analise a priori de cada atividade do bloco e em seguida, a
sua analise a posteriori. A interpretacdo e a descricdao das andlises a posteriori ocorrem a partir
de dados coletados computacionalmente, por meio de prints das telas do GeoGebra, de dados
coletados manualmente, por meio do registro em papel, e também das falas dos alunos.
Contudo, o registro em papel se constituiu a base para as analises enquanto que os prints € as
falas serviram de complementos.

Antes de expor as analises a priori e a posteriori das atividades ¢ conveniente relembrar
que a integral no céalculo de area requer a mobilizacdo de diferentes registros de representacao

semidtica, e por esta razao, a Figura 19 da se¢do 2.4 ¢ reapresentada:

: Conversoes requeridas na integral no céalculo de area

Conversoes

DISCURSIVO ALGEBRICO

Conversoes Conversoes

5 3
GRAFICO - GEOMETRICO

Fonte: Autora

Ao longo das andlises a posteriori sao explicitados alguns dos sentidos de conversdes
mostrados neste figura, porém outros estardo implicitos. E na totalidade da execucio dos cinco
blocos de atividades que sdo contemplados todos os seis sentidos de conversdo, os quais visam
contribuir para a coordenagdo dos registros e consequentemente, para a aprendizagem da

integral no célculo de area.
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3.4.1 Analises a priori e a posteriori das atividades do Bloco 1

BLOCO 1: Soma de Riemann, area e integral definida

Neste bloco sdo retomados os conceitos de soma de Riemann, de area e de integral
definida, sem a preocupagdo com a constru¢do de tais conceitos, uma vez que os sujeitos da
pesquisa ja os estudaram em Calculo B. Contudo, desejando adentrar nesta construgdo,
recomenda-se o trabalho de Cargnin (2013) voltado a conceitualizagdo da Integral de Riemann.

O bloco contém duas atividades, das quais a primeira ¢ desenvolvida unicamente em
papel e sem auxilio do software GeoGebra. Nela, os alunos constroem somas de Riemann para
diferentes quantidades de retangulos e percebem a relacdo entre o nimero de retangulos e a area
da regido.

A segunda atividade retoma e aprofunda a nocdo de soma de Riemann, explorando o
GeoGebra. No final do bloco, os conceitos de soma de Riemann e de integral definida sdo

apresentados com intuito de sistematizar os conhecimentos construidos pelos alunos.

3.4.1.1 Analise a priori da Atividade 1-1

Segue a primeira atividade do Bloco 1:

Atividade 1-1 - Considere a fungfo f(x) = x? — 1 definida em [-2,2]. Esboce a curva
de f(x) no intervalo dado e responda as demais perguntas com base neste esbogo.

a) Observe a curva no intervalo [1,2]. Divida este intervalo em 4 subintervalos de
mesma amplitude Ax (mesmo tamanho) e identifique as abcissas x, = 1, x4, X5, X3
e x, = 2. Responda:

e Qual a amplitude Ax de cada subintervalo? Qual o valor de x;, x,, x3?

. Se o intervalo [1,2] fosse dividido em 10 subintervalos, qual a amplitude de cada
subintervalo? E se fossem 50 subintervalos?

. Seja um intervalo qualquer [a,b] dividido em n subintervalos. Escreva uma
formula para encontrar a amplitude Ax dos subintervalos, levando em consideragdo o
comprimento do intervalo e o numero de subintervalos n.

b)  Traceretas verticais nas abcissas X, X1, X5, X3 € X, até a intersecgdo com a curva
de f(x) e forme 4 retangulos R1, R2, R3 e R4 cujas extremidades direitas coincidam
com as retas verticais em X, X,, X3 € X, . Responda:

e A altura dos retdngulos ¢ um valor positivo ou negativo?

e  Escreva algebricamente a expressdo que fornece as alturas dos retangulos.
Calcule o valor de cada altura.

e  Qual o valor da base de cada retangulo?

c¢) Escreva uma expressao algébrica (formula) para encontrar a 4rea de cada retdngulo
R1, R2, R3 ¢ R4 em fungdo da amplitude Ax e das alturas f(x;),..., f(x,) e em
seguida calcule suas areas.

d) Seja A a area abaixo da curva de f(x) e acima do eixo x, definida no intervalo
[1,2]. Estime o valor da area A a partir da soma das areas dos retangulos R1, R2, R3
e R4 (arredonde o valor para duas casas decimais). Reescreva esta soma usando o
simbolo do somatorio Y, a amplitude Ax e as alturas f(x;), ..., f(x,) .
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e Observe o valor da estimativa da area A feita a partir da soma das areas dos 4
retangulos e responda: O valor da area A ¢ um valor maior, menor ou igual ao valor
estimado que vocé encontrou? Justifique.

Esta atividade ¢ realizada apenas no papel, sem o uso do software GeoGebra.

Inicialmente espera-se que os alunos esbocem corretamente a curva de f(x) e
identifiquem no intervalo [1,2] os retdngulos R1, R2, R3 e R4. Em seguida, percebam que a
amplitude dos subintervalos ¢ 1/4 e que o nimero de particdes do intervalo ¢ inversamente
proporcional a amplitude, ou seja, quanto maior a quantidade de subintervalos, menor a

amplitude. Mais, que a amplitude ¢ dada pela expressao algébrica Ax = b%a.

Por meio da apreensdo perceptiva, devem identificar os retangulos abaixo da curva de
f(x) e a altura como sendo positiva. Com base na percep¢ao visual ¢ feita a conversdo da
representacdo grafico-geométrica da altura de cada retangulo para a escrita simbolica, chegando
ao valor da fungdo f(x) nas abcissas Xxq, X5, X3 € X4.

A area dos retangulos é calculada pela formula A = (x; — x;-4). f(x;) = Ax.f(x;) =

if(xi), para i = 1,2,3.,4, ja que a base dos retangulos ¢ fixa e corresponde a amplitude 1/4. A

estimativa da drea ¢ a soma das areas dos quatro retingulos dadaporA = Y}, i S(x) =1,72.

Esta atividade permite o desenvolvimento de conversdes entre o registro discursivo, o
registro grafico-geométrico e o registro algébrico, bem como operagdes discursivas e a
operacao de reconfiguracdo intermediaria.

Uma da intengdes desta atividade ¢ promover calculos manuais, para que os alunos

entendam o que ha por tras dos resultados instantaneos, mostrados na tela do computador.
3.4.1.2 Analise a posteriori da Atividade 1-1

Dos 20 alunos de Célculo B que aceitaram participar das atividades, 2 estavam ausentes
neste primeiro encontro com a pesquisadora. Assim, as atividades do Bloco 1 foram aplicadas
aos 18 alunos presentes na noite de 03 de Abril, no laboratério de informatica da Universidade
Federal da Fronteira Sul, campus Chapeco.

Esta atividade ndo utilizou o0 GeoGebra, pois pretendia-se que os alunos desenvolvessem
manualmente o esbogo de curvas e os calculos.

Todos esbocaram corretamente a pardbola f(x) =x2—1 no intervalo [-2,2] e

observaram a curva em [1,2].



99

Ao dividirem o intervalo [1,2] em quatro partes iguais e formarem os retangulos R1, R2,
R3 e R4, os alunos desenvolveram a operacdo semiotica de reconfiguracdo intermedidria, que
¢ uma modifica¢do mereoldgica vinculada a apreensdo operatdria. Por meio desta modificacao
a figura ¢ dividida em partes, originando a reconfiguracdo intermediaria, que busca reorganizar
as subdivisdes, permitindo a aplicacdo de tratamentos figurais (DUV AL, 2012a). Um exemplo

da reconfiguracdo produzida pelos alunos ¢ apresentada abaixo:

Figura 38: Reconfiguracdo intermediaria desenvolvida pelo Aluno 1

Fonte: Autora

Nesta figura, o Aluno 1 efetuou a reconfiguracdo intermediaria dividindo a regido
abaixo da curva, no intervalo [1,2], em quatro partes retangulares homogéneas. Também,
executou a designagdo pura e a categorizagao simples, que sdo operacdes discursivas ligadas a
fungao referencial, que visam identificar um objeto a partir de marcas particulares e associa-las
a certas categorias (DUVAL, 2012a). Neste caso, as marcas R1, R2, R3 e R4 foram associadas
aos retangulos formados em [1,2] e a marca A designou a regido abaixo da curva de f(x) e
acima do eixo x, no referido intervalo.

A primeira inquietacdo dos alunos surgiu quando solicitada a escrita da expressdo
algébrica das alturas dos retangulos R1, R2, R3 e R4. Aqui, a apreensdo perceptiva os levou a
reconhecerem as alturas como tracos verticais dos retdngulos, mas ndo foi suficiente para iniciar
o processo de substitutividade inter registro, ou seja, para a conversao da representacao grafico-
geométrica em uma representacao algébrica. Isso porque, as representacdes grafico-geométrica
e algébrica da altura ndo eram semanticamente congruentes e tendo em vista que a congruéncia
estd fortemente relacionada ao processo de conversdo, o ndo reconhecimento do objeto

matematico em suas diferentes formas provocou o entrave neste processo.
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Figura 39: Representagdes grafico-geométrica e algébrica do objeto altura

Conversao

f(x), i=1234

/

; /

\ ‘/I Representacdo algébrica
'-. : il

N

Representacao grafico- geométrica

Fonte: Autora

A Figura 40 ilustra as representacdes do objeto altura nos diferentes registros e também
o sentido da conversdo a ser realizado pelos alunos. A conversao explorada neste momento da
atividade partia da representagdo grafico-geométrica para chegar a representacdo algébrica. No
registro de partida, a altura correspondia ao trago vertical que coincidia com a extremidade
direita dos retangulos, enquanto que no registro algébrico, era o valor da fung¢do nos pontos x;,
com [=1234 A n3o congruéncia semantica entre as representagdes se mostrou,
inicialmente, um obstaculo a associacdo dos tragos verticais aos valores da funcdo f(x) em x4,
Xp, X3 € Xg.

Buscando respostas a inquietagdo, os alunos consultaram o caderno de Calculo B que
continha a teoria sobre integrais, porém o material consultado acabou confundindo-os, pois
nele, o ponto médio dos retangulos havia sido usado para a altura. A confusio suscitou diversos

questionamentos, dos quais um exemplo ¢ apresentado:

Aluno 13: “Para calcular a altura devo usar o ponto médio dos subintervalos ou devo usar um
dos extremos?”

A fala'' do Aluno 13 explicita a duvida que pairava no ar, naquele momento da
atividade. Questdes semelhantes a esta foram levantadas no grande grupo e um debate coletivo
iniciou. Se os alunos tivessem mobilizado a apreensdo discursiva, ou seja, se tivessem feito a

releitura e a interpretacdo do enunciado da questdo, perceberiam que a altura estava ligada ao

! Durante a aplicagdo da sequéncia didatica a pesquisadora anotou falas dos alunos referente ao desenvolvimento
das atividades e algumas delas aparecem nas analises a posteriori.
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ponto extremo de cada retdngulo. Para Duval (2012a), a apreensdo discursiva ¢ fundamental
em atividades que envolvem figuras, pois auxilia no controle da percep¢ao imediata, atrelando
os elementos figurais as informagdes enunciadas.

Somente quando a professora de Célculo B chama a atencdo para o fato de que o ponto
médio era uma opg¢do para determinar a altura, mas que poderiam ser utilizados quaisquer
valores pertencentes ao subintervalo [x; x;_4], i = 1, ...,4, os alunos reconheceram as alturas
em suas diferentes representacdes, nos tragos verticais da extremidade direita dos retangulos e
no valor da fung¢do f(x) nos pontos x;, x,, X3¢ x4, conforme hipoteses enunciadas na
atividade.

Superada a questdo das alturas, os alunos nao tiveram dificuldade em estimar a area A
por meio da soma das areas dos quatro retdngulos. A reconfiguracdo intermediéria provocou
novas percepcdes aos alunos, permitindo-lhes associar a area da regido A, abaixo da curva de
f(x) = x% em[1,2], a soma das 4reas dos retingulos R1, R2, R3 e R4.

Quanto a formalizag¢ao da estimativa para a rea A, a partir da soma das areas dos quatro
retangulos, mais da metade dos participantes conseguiu escrevé-la no registro da lingua formal,

chegando a expressdo A = Y.}_,; f(x;)Ax, conforme tabela a seguir.

Tabela 11: Formalizagdes corretas da estimativa da area A

Exemplos de respostas Nimero de

alunos

A=) -0+ Qi) (ra-) 1403 ) (1) + TECHE TTIETS

Resposta do Aluno 13

10

Resposta do Aluno 1

Fonte: Autora
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A Tabela 11 exemplifica operagdes semioOticas de tratamento e de conversdo
desenvolvidas pelos alunos que chegaram a formalizacdo correta da estimativa da area A para
quatro retangulos. Nela, o Aluno 13 realizou tratamentos no registro algébrico, enquanto que o
Aluno 1 efetuou a conversdo das representagdes produzidas no registro numérico para a lingua
formal, transformando a soma numérica das areas dos retdngulos em uma soma algébrica.

Dentre os alunos que ndo conseguiram formalizar corretamente a estimativa, alguns

apresentaram incoeréncias em relacdo a notagdo somatorio ), como se observa abaixo:

Tabela 12: Incoeréncias na estimativa da area A

Exemplos de respostas Numero de
alunos
Resposta do Aluno 6
6
Resposta do Aluno 2

Fonte: Autora

De acordo com a tabela acima, o Aluno 6, ao efetuar a conversio do registro numérico
para o registro da lingua formal ndo inseriu o indice i na expressao f(x). O Aluno 2 também
exibe fragilidades semelhantes a do Aluno 6 quanto a utilizagao da referida notagado, pois usou,
simultaneamente os indices i e n. A confusdo de indices, deste tltimo aluno, pode ter ocorrido
por conta dele ter consultado o caderno de Célculo B, e neste material, o indice » era utilizado
no estudo da soma de Riemann, em vez do indice i. Nos dois casos, infere-se que a causa das
incoeréncias na escrita algébrica se deve a falta de compreensao, do tipo referenciagdo, sobre o
uso da notagdo somatoério ) .

Ainda em relagdo a formalizacdo da estimativa da area, apenas 2 alunos, os quais
discutiam as questdes em dupla, ndo chegaram a uma expressdo com a nota¢do somatorio. A

tentativa de um deles ¢ apresentada na Figura 41.
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Figura 40: Nao formalizagdes da estimativa da area A, pelo Aluno 17

Fonte: Autora

O Aluno 17 efetuou corretamente os tratamentos numéricos com as areas dos quatro
retangulos para chegar ao valor aproximado de 1,72 para a drea A, contudo, ndo conseguiu
realizar a conversdo do registro numérico para o registro formal. Segundo Duval (2004), a
conversdo enfrenta o fendmeno de ndo-congruéncia entre as representagdes do mesmo objeto.
Neste caso, ndo havia congruéncia semantica entre a soma dos valores numéricos das areas dos
retangulo e a expressdo algébrica que a representa. Por esta razdo, o Aluno 17 ndo conseguiu
mudar a forma do objeto, pois precisava abandonar a representagdo inicial, que era numérica,
para chegar a representacao formal.

Dos 8 alunos que ndo formalizaram corretamente a estimativa da area A, 6 apresentaram
incoeréncias no uso da notacdo somatdrio e 2 ndo chegaram a uma expressdo formal para a
soma de Riemann com quatro retangulos. Esses alunos ainda ndo tomaram consciéncia da razao
pela qual a notagdo ¢ empregada, o que indica a auséncia da fungdo meta-discursiva de
objetivagdo, de acordo com Duval (2016). Outrossim, a dificuldade em efetuar conversdes para
o registro da lingua formal vem ao encontro das palavras do autor que afirmam que a conversao
ndo ¢ natural e nem espontdnea para os alunos, precisando ser explorada no ensino de

matematica, e em particular, no Célculo.

3.4.1.3 Analise a priori da Atividade 2-1

Atividade 2 -1 - Esboce a curva da fungdo f(x) = x2 — 1. No GeoGebra, digite
diretamente no Campo de Entrada a expressdo x? — 1.

a) Identifique a regidao A abaixo da curva de f(x), até o eixo x, no intervalo [1,2],
pintando-a

b) Estime a area da regido A para um numero b de subintervalos, ou seja, um niimero
b de retangulos. Use o comando SomaDeRiemannSuperior| <Fun¢do>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos> ] substituindo a variavel <
Numero de Retingulos > por b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o
botdo direito sobre b e clique em Propriedades — Controle Deslizante - min=1,
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Max=1.000 e incremento=1. Além da variavel b aparece na tela do GeoGebra a
variavel a que mostra a soma das areas dos retangulos. Teste valores para b, como
b=4, b=10eb = 1000.

e  Querelacdo hé entre a amplitude Ax dos subintervalos e o numero de retangulos?
e  Para que valor a area A se aproxima?

e O que se observa da relagdo entre o nimero de retangulos e o valor aproximado
da area A?

e  Por que o valor aproximado de A diminui quando o niimero de retangulos
aumenta?

c) Atribua b = 4 e observe a soma das areas dos retangulos. Faca um print da tela
e salve no arquivo Atividades Tese.

e Qual o valor aproximado da area A para 4 retangulos? Este valor coincide com
o valor encontrado na atividade 1-1?

e  Qual o valor da amplitude de cada subintervalo? Escreva a altura de cada
retangulo em fungdo de f(x;),i =1,2,3,4.

e  Escreva uma formula para encontrar o valor aproximado da area A a partir da
soma das areas dos 4 retdngulos, usando o simbolo ), a amplitude Ax e os valores de
fx),i=1234.

d) Atribua b = 10 e observe a soma das areas dos retangulos.

e Qual o valor aproximado da area A quando houver 10 retangulos?

e Qual o valor da amplitude de cada subintervalo?

e  Escreva uma formula para encontrar o valor aproximado da area A a partir da
soma das areas dos 10 retdngulos, usando o simbolo ), a amplitude Ax e os valores
de f(x;),i:1,2,..,10.

e) Atribua b = 1000 e observe a soma das areas dos retangulos . Faga um print da
tela e salve no arquivo Atividades Tese.

e Qual o valor aproximado da area A quando houver 1000 retangulos?

e Qual o valor da amplitude de cada subintervalo?

. Escreva uma formula para estimar o valor da drea A para 1000 retangulos,
usando o simbolo do somatério ).

f) Atribua b = 1.000. Usando o comando Ctr/ + aumente o zoom da tela até a escala
0.01 para os eixos x ¢ y ¢ observe os retangulos. Com esta grande quantidade de
retangulos ¢ possivel afirmar que a area A vale 1,727 Justifique.

f)  Clique com o botdo direito sobre a quantidade b de retangulos e altere o valor
para 10.000. Atribua b = 10.000 e aumente o zoom da tela até & escala 0.001,
observando os retangulos. Com esta quantidade muito grande de retangulos ¢
possivel chegar a area A? Justifique.

g)  E possivel considerar uma quantidade infinita de retangulos? Neste caso, chega-
se a area A? Justifique.

e  Paraestimar a area A, abaixo do grafico de f(x) e acima do eixo x, no intervalo
[1,2] foi utilizada uma soma finita de retdngulos (primeiro para 4 retangulos, depois
para 10, para 1.000 e para 10.000 retangulos), chamada soma de Riemann de f(x).
Escreva a soma de Riemann de f(x) para n retingulos num intervalo qualquer [a,b]
usando o simbolo }, a amplitude Ax e f(x;),i:1,2,..,n.

e O que a soma de Riemann de f(x) fornece?

CONSIDERACOES:

. Soma de Riemann: Nesta atividade, em que a func¢do f(x) = x2—1 ¢
continua ¢ nfio negativa no intervalo [1,2], a soma de Riemann representa uma boa
aproximagdo para a area A, ja que a quantidade de retangulos pode ser aumentada
quanto se queira. Isso significa que a area A ¢ aproximada com qualquer grau de
precisio por uma soma de Riemann, ou seja, € possivel tornar a soma das areas dos
retangulos suficientemente préxima da area A. Considerando estas informagdes e
traduzindo a ideia intuitiva do termo suficientemente proxima para a linguagem
matematica, escreva uma formula para a area A sob a curva de f(x), de a até b, a
partir da soma de Riemann.

e Integral definida: Seja /¢ uma func¢do continua definida no intervalo [a,b].
Dividindo [a,b] em » subintervalos de comprimentos iguais a Ax tem-se a =
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X, X1, -, Xy, = b as extremidades desses subintervalos. Se lim Y, f(x;)Ax existe
n—oo
para todas as extremidades, entdo este limite ¢ chamado Integral Definida de f de a
, b
até b e denotado por fa f(x)dx. Logo, tem-se que:

f bf (x)dx = lim i f(x)Ax

em que a e b sdo os limites de integracdo, chamados respectivamente de limite inferior
e limite superior.

h) No conceito de integral definida aparece a palavra limite. Por que ¢ necessario
aplicar o /imite a soma de Riemann? Justifique sua resposta.

i)  Observe a expressao fab f(x)dx = lim X, f(x)Ax.
n—oo

e Na sua opinido, pode f(x;) ser um valor negativo? Por qué?
o  Caso f(x;) seja negativo, como a amplitude Ax é sempre positiva, entdo a soma

™ f(x)Ax seria negativa também. Neste caso, a integral definida fab fx) =
lil?o 2t f(x)Ax dx representaria a 4rea da regido abaixo de f(x), em [a,b]?
?ustiﬁque.
e O que a expressao fab f(x) dx representa para vocé?

A partir dessa atividade ¢ inserido o recurso computacional, por meio do GeoGebra.
Este software potencializa os tratamentos grafico-geométricos, possibilita a articulagdo entre os
registros algébrico e grafico, além de acelerar os calculos que seriam efetuados manualmente.

Os alunos devem identificar a regido A, limitada superiormente pela curva f(x),
inferiormente pelo eixo x e lateralmente pela reta vertical x = 2.

Usar o comando SomaDeRiemannSuperior no GeoGebra para estimar a area A permite
desenvolver a opera¢do de reconfiguracdo intermedidria de forma dindmica. Isso porque a
regido A passa a ser dividida em n partes retangulares e homogéneas possibilitando a exploragao
da area A em funcdo da soma das areas dos retangulos, levando os alunos a formularem
hipoteses.

Estimar a drea A usando o comando SomaDeRiemannSuperior tende a levantar a
discussdo entre os alunos, a respeito da relagdo entre o nimero de retangulos, a amplitude destes
e o valor estimado da 4rea A. E esperada a compreensio de que quanto maior a quantidade de
retangulos, menor a amplitude dos subintervalos e consequentemente, a soma das areas dos
retangulos aumenta, aproximando-se do valor da area A.

A sequéncia de valores atribuidos para os retangulos b, iniciando com b = 4,b = 10e¢
b = 1000 visa a constru¢do da soma de Riemann Y7, f(x)Ax =X, f(x)(b—a)/n e
espera-se que apos as simulagdes realizadas com as diferentes quantidades de retangulos, os
alunos possam concluir que a soma de Riemann ¢ uma boa aproximacdo para a area A. Mais,
que nesta experimentagdo, a integral em [a,b] representa a area sob a curva f(x), de a até b.

Por fim, ¢ apresentado o conceito de integral definida uma vez que este conceito esta

associado a soma de Riemann e a definicdo de 4rea. Ao questionar a presenca da palavra limite,
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no conceito de integral definida, espera-se que os alunos associem-na a ideia da soma de areas

de infinitos retangulos.

3.4.1.4 Analise a posteriori da Atividade 2-1

Esta atividade marcou o inicio da inser¢do do software GeoGebra.

A turma de alunos se sentiu a vontade para usar o GeoGebra, uma vez que foi realizada
a ambientacdo ao software, antes do inicio das atividades deste bloco. Nesta ambientacdo eles
testaram os comandos que seriam requeridos nas atividades e sanaram diividas de cunho mais
geral sobre o software.

Todos esbogaram a curva de f(x) = x? — 1 e identificaram a regido A limitada por esta
curva e pelo eixo x, no intervalo [1,2]. O esbogo da curva e a identifica¢do da regido A indica
que foi realizada a conversdo da representagdo discursiva em uma representa¢do grafico-
geométrica.

No GeoGebra, o uso do comando SomaDeRiemannSuperior permitiu aos alunos a
construc¢do de conjecturas. Partindo de quatro retangulos e podendo variar a quantidade para 10
e 1.000, eles conjecturaram sobre a relagdo entre o nimero de retangulos e o valor aproximado

da area A, conforme figura:

Figura 41: Conjectura do Aluno 3 sobre o niimero de retangulos e o valor da area A

Fonte: Autora

A resposta do Aluno 3 revela sua interpretagdo sobre como a quantidade de retangulos
se relacionava com o valor da &rea. Questionado sobre o porqué do valor da 4rea A diminuir, o
aluno conjecturou uma rela¢do entre o nimero de retangulos e as areas destes retangulos que

excedem a curva, concluindo que quanto maior o nimero de retdngulos, menor ¢ a area que



107

ultrapassa a curva. Esta compreensdo também foi percebida nas respostas dos outros 17 alunos,

os quais indicaram que o comando SomaDeRiemannSuperior superestimava a area A, isto &,

apresentava uma aproximacao da area A, mas por excesso.

As conjecturas possibilitaram a maioria dos alunos construir a soma de Riemann

superior, respectiva a 4, 10 e 1.000 retdngulos, escrevendo a expressio algébrica ).7; f(x;)Ax,

para essas quantidades. Contudo, alguns erros cometidos na Atividade 1-1, quanto a

formalizagdo da estimativa da drea, via notagdo somatorio, foram novamente identificados neste

momento, os quais estao ilustrados na tabela:

Tabela 13: Formalizagdes da soma de Riemann para 4, 10 e 1.000 retangulos

Exemplo de respostas

Numero de
alunos
4 Jo Jpoo
S b SPman S & 1
i 3 3
Resposta do Aluno 4
Jopo
i S ge i
N IFAPS BZ 3y ax A E 01y4) Ay
| X I " f _j \j 1
Resposta do Aluno 5
=L | )

Resposta do Aluno 17

Fonte: Autora

De acordo com a Tabela 13, € possivel perceber que o Aluno 4 designou a quantidade

de retangulos pelo indice #, mas ndo o registrou junto a nota¢do do somatério. O Aluno 5

cometeu 0 mesmo equivoco do Aluno 4, porém com o agravante de escrever a fung¢do f(x;)
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em vez de f(x;) ou de f(x,). As atitudes desses alunos podem ser provenientes da
incompreensdo acerca do que representa a referida notagao

Ainda em relagdo a Tabela 13, o Aluno 17 escreveu acertadamente a soma de Riemann
via expressdo Ax(f (x1) + === +f(x,)), para4, 10 e 100 retdngulos, mas ndo conseguiu escrevé-
la na forma concisa. A escrita da expressdao por extenso, sinaliza que o pensamento algébrico
do aluno evoluiu, visto que na Atividade 1-1 ele ndo escreveu a soma de Riemann para quatro
retangulos a partir dos termos Ax ¢ f(x;),i = 1, ...,4, conforme se pode observar na Figura 41,
pagina 105. Esta evolugdo pode estar ligada a exploracdo dos diversos registros, por meio de
tratamentos e de conversdes, contemplados nas atividades.

A dificuldade dos quatro alunos em expressar formalmente a soma de Riemann usando
a notacdo somatorio, conforme Tabela 13, demonstra que eles ndo compreenderam o
significado desta notag¢ao, isto ¢, ndo tomaram consciéncia de que o somatodrio indica adi¢cdo de

parcelas. Diante da situacdo a professora de Calculo B comentou com a pesquisadora:

Professora de Cdalculo B: Dificuldades como esta, de escrever uma soma em linguagem formal, muitas
vezes passam despercebidas para nos, quando abordamos o conteudo em sala de aula. Por considerar
algo simples, pensamos que também é simples para os alunos e acabamos ndo explorando essas
questoes....

A fala da professora sinaliza a preocupag¢do com o ensino € com a aprendizagem de
questdes que em seu entendimento parecem simples e imediatas, a exemplo da notacao
somatorio, mas que podem se constituir em grandes desafios para os alunos. Uma alternativa
para reverter esta situacdo ¢ propor atividades que clarifiquem a utilizacdo e a importancia da
referida notacdo antes de introduzir o conceito de soma de Riemann. Tendo em vista que o
presente estudo busca contribuir para a aprendizagem, no Encontro 4 com os alunos, a
pesquisadora aproveitou o momento do feedback das atividades para retomar a referida notagao
e sanar duvidas sobre a sua utilizacao.

Discutida a soma de Riemann superior para até 1.000 retangulos, era hora de considerar
o aumento da quantidade de retangulos para 10.000. De inicio, a representacdo visual da area
A decomposta em 10.000 retangulos, parecia coincidir exatamente com a area A (Figura 43),
mas a redugdo da escala para 0.001 (Figura 44) provocou outras percepg¢des sobre a relagdo da

area A com a area dos 10.000 retangulos.
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Figura 42: Area A decomposta em 10.000 Figura 43: Area A decomposta em 10.000
retangulos, usando escala 1, pelo Aluno 7 retAngulos, usando escala 0.001, pelo Aluno 7

0.003

0.002 7

0.001

0.999 1 1.001
Fonte: Autora /

Fonte: Autora

No GeoGebra, com a redu¢do da escala 1 para 0.001, a exemplo do Aluno 7, os demais
alunos também identificaram os tratamentos figurais associados a decomposi¢do da regido A
em 10.000 retangulos. Eles visualizaram os 10.000 retangulos ultrapassando a curva parabodlica
e por esta razdo concluiram que a soma de Riemann superior superestimava a area A.
Outrossim, reafirmaram as conjecturas de que a soma de Riemann e a area A estavam muito
proximas uma da outra.

Neste momento da atividade, hd que se ressaltar a contribui¢do do GeoGebra para a
compreensdo da no¢do de soma de Riemann. Partindo desse software os alunos desenvolveram
as fungdes de simulacdo e de aceleragdo de tratamentos (DUVAL, 2011), por meio da
manipulagdo das representa¢des ndo-discursivas, as quais os levaram a percepgao das alteragdes
visuais da figura e do valor numérico da area A, decorrentes do aumento do nimero de parti¢des
do intervalo [1,2]. Assim, além do GeoGebra permitir a articulacdo dos registros algébrico e
grafico, propiciou aos alunos um ambiente de transformacdes dindmicas, que ndo poderiam
ocorrer se a atividade fosse resolvida manualmente.

Na sequéncia da atividade, os alunos foram questionados sobre a possibilidade de
considerar uma quantia infinita de retangulos. Uma inquietagdo pairou no ar e por instantes os
alunos debateram, ndo apenas em duplas, mas no grande grupo sobre o que seria somar a area
de infinitos retangulos. Parte da turma sentiu-se fragilizada em redigir, no papel, as conclusdes

do debate coletivo, conforme comentario do Aluno 7:

Aluno 7: Eu entendo que posso dividir o retdngulo ao meio, por exemplo, e ele fica cada vez mais fino.
Fazendo isso sempre eu teria uma quantia infinita de retangulos, mas a area deles ainda seria maior que
a area A. Como posso somar a area desses infinitos retangulos? Como escrever isso?
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A dificuldade enfrentada pelo Aluno 7 estava relacionada a conversdo entre o registro
grafico-geométrico e o discursivo. O aluno precisava transformar a representagdo visual da area
A, decomposta em 10.000 retangulos, em um discurso escrito que descrevesse ndo o que estava
sendo visualizado na tela do GeoGebra, mas para além da tela, aquilo que remetesse a nogao de
infinito. Neste momento, por meio da fala, a lingua natural foi acionada pelo aluno que nao
conseguia externalizar seus conhecimentos via representacdes. Sobre o papel da lingua natural

nas atividades matematicas, Duval e Moretti (2018) destacam que:

[...]1 a utilizagdo da lingua natural nas atividades matematicas é radicalmente
diferente daquela que ¢ feita fora da matematica e em todos os outros dominios do
conhecimento e isso se da, em parte, pelo fato de que a matematica afigura-se como
uma pratica principalmente escrita e ndo oral da lingua (DUVAL & MORETTI, 2018,
p. 97, grifos do autor).

Para os autores, a lingua natural esta presente nas atividades matematicas, no entanto
seu papel se revela a partir da articulagdo cognitiva e coordenada a um dos registros de
representacdo semiotica. No caso do Aluno 7, a lingua natural deveria estar cognitivamente
articulada e coordenada ao registro das escritas simbolicas.

A expressao oral do Aluno 7 precisava ser substituida por uma expressao escrita que
conservasse a equivaléncia referencial e para isso, era necessdrio reconhecer e associar as
palavras ‘quantia infinita de retangulos’ ao conceito de limite. Sua fala chama a atengdo para
um dos problemas do Calculo, que ¢ a conceitualizagdo de limite. As dificuldades inerentes ao
ensino e a aprendizagem de limite e de no¢des ligadas a este conceito, como a nog¢ao de infinito,
sdo compartilhadas por alunos em diferentes instituicdes de ensino.

Percebendo, no estudo em vigor, a emergéncia da dificuldade ligada ao conceito de
limite, mas levando em consideracdo que sua analise foge ao escopo do trabalho, sugere-se aos
interessados, as leituras de Nascimento (2001), Amadei (2005) e Olimpio Junior (2006) que
contemplam a referida problematica.

Durante a aplicacdo da sequéncia didatica, a lingua natural, por meio da fala, foi
frequentemente mobilizada pelos alunos, constituindo-se em um elemento mediador nos
processos de conversao.

O debate coletivo e oral, que emergiu naturalmente para discutir a possibilidade de
somar a area de infinitos retangulos, possibilitou que a fala cumprisse ndo s6 a funcdo de
comunicacdo, mas a fun¢do de objetivacdo (DUVAL, 2011b) que permitiu aos alunos tomarem
consciéncia sobre a nogdo de infinito e o conceito de limite, levando-os a elaborarem

conjecturas, como a da Figura 45.
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Figura 44: Conjectura do Aluno 12 acerca da soma das areas de infinitos retangulos

Fonte: Autora

A resposta do Aluno 12 traduz as respostas dos outros 17 alunos, os quais concordaram
que era possivel somar a area de infinitos retdngulos e que a ‘sobra’ de areas acima da curva de
f(x) poderia ser desconsiderada, uma vez que a soma das areas dos retangulos estava
suficientemente proxima da area A.

A maioria dos alunos registrou a expressdo S = Y™, f(x;)Ax para a soma de Riemann
de f(x) com n retangulos, num intervalo qualquer [a,b], concluindo que ela representava a area
A. As atividades de constru¢do de somas de Riemann, propiciaram aos alunos o
desenvolvimento da operacdo cognitiva de formagdo, pela qual uma marca ou um conjunto de
marcas sdo reconhecidas como representacdo de algo em determinado sistema semidtico
(DUVAL, 2015). Neste caso, a expressio S = Y™, f(x;)Ax ¢ a marca que evoca o objeto
soma de Riemann.

No final do bloco, nas Consideragdes, os alunos relembraram o conceito de integral

definida. Questionados sobre a presenga da palavra limite neste conceito, um aluno afirma que:

Figura 45: Nocao de limite pelo Aluno 10

Fonte: Autora

Da Figura 46, infere-se que o Aluno 10 associou a soma das areas de infinitos retdngulos
ao conceito de limite da fun¢do. Para ele, tomar o limite da fun¢do, quando # tendia ao infinito,

tornava a soma de Riemann tao proxima da area da regido A, quanto se desejava.
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A ultima atividade do bloco indagava acerca da possibilidade da integral definida
apresentar resultado negativo. Sobre isso, a maior parte dos alunos registrou que a fungado f(x;),
i = 1,2,...n poderia ser negativa se a curva estivesse abaixo do eixo x, € neste caso, a integral

definida seria negativa e ndo representaria a area da regido.

3.4.2 Analises a priori e a posteriori das atividades do Bloco 2

BLOCO 2: Areas de regioes em diferentes posicoes no plano cartesiano

O objetivo desse bloco consiste em dar condi¢des para que os alunos compreendam que
a integral enquanto area de uma regido depende da posi¢do desta regido no plano cartesiano, e
esta, por sua vez, depende do esbogo de curvas.

As atividades deste bloco devem esclarecer que a soma de Riemann ¢é positiva sempre
que a regido estiver posicionada acima do eixo x e neste caso, a integral definida representa a
area da regido. Outrossim, para regides abaixo deste eixo, a referida soma e a integral sdo

negativas, o que indica que ndo representam a area da regido.

3.4.2.1 Analise a priori da Atividade 1-2

Atividade 1 -2 - Seja a fungdo f(x) = x.

a) Esboce a curva da fungdo f(x) e identifique a drea A abaixo desta curva, de 0 a
2, pintando-a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo de Entrada a expressao x
e tecle Enter.

b) Determine a soma de Riemann da fun¢do f(x) no intervalo [0,2], para um
numero b de retangulos. Use o comando SomaDeRiemannSuperior][ <Fung¢do>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retingulos> ] substituindo
a variavel < Numero de Retdngulos > por b. Clique em Criar Controle Deslizante.
Clique com o botdo direito sobre b e clique em Propriedades — Controle Deslizante -
min=1, Max=1.000 e incremento=1. Além da variavel b aparece na tela do GeoGebra
a variavel a que mostra a soma de Riemann da funcdo. Teste valores para b, como
b=4, b=10e¢ b = 1000 e observe os valores desta soma. Para que valor a area A
se aproxima?

¢) Reduza a quantidade de retangulos para b = 4. Faca um print da tela e salve no
arquivo Atividades Tese. No intervalo [0,2], observe a posi¢do dos retangulos e a
posi¢do da curva f(x) no plano cartesiano. Com base nestas observagoes justifique
suas respostas:

e A curva esta posicionada acima ou abaixo do eixo x?

e  Osretangulos estdo posicionados acima ou abaixo do eixo x? Neste caso, a altura
dos retangulos € positiva ou negativa? Quem fornece a altura?

e A area de cada retangulo ¢ positiva ou negativa? Por qué?

e O que a soma de Riemann representa?

d) Calcule a area da regidao A usando conhecimentos de geometria.

e) Use ocomando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)
para calcular a integral da funcdo f(x) = x em [0,2] e escreva algebricamente esta
integral. Compare o resultado obtido com a area A encontrada via geometria. O que
se observa? O que a integral definida fornece neste caso?
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Nesta atividade espera-se que os alunos identifiquem a regido A, limitada superiormente
pela reta f (x) = x, inferiormente pelo eixo x e lateralmente pela reta vertical x = 2.

O uso do comando SomaDeRiemannSuperior, no GeoGebra, auxilia na apreensdo
perceptiva e operatoria dos alunos. Partindo destas apreensdes eles devem perceber que os
retangulos e a curva f(x) estdo posicionados acima do eixo x e por esta razdo, a altura e a area
de cada retangulo sdo positivas. Logo, a soma de Riemann representa a area A.

O calculo da area A via geometria e o célculo da integral fornecem o mesmo valor da
soma de Riemann, o que deve levar os alunos a afirmarem que a integral de f(x) em [1,2]

representa a area da regido A.

3.4.2.2 Analise a posteriori da Atividade 1-2

As atividades do Bloco 2 foram aplicadas aos 20 alunos, na noite de 10 de Abril.

Procurando explicitar a relagdo entre a integral definida e a posi¢do da regido no plano
cartesiano, esta primeira atividade pretende mostrar que a soma de Riemann € positiva sempre
que a regido estiver posicionada acima do eixo x.

Com auxilio do GeoGebra os alunos esbogaram a curva f(x) = x e da apreensdo
perceptiva, identificaram a regido A com formato triangular, definida no intervalo [0,2],

conforme ilustragao:

Figura 46: Identificac@o da regido A, pelo Aluno 18

2 -1 5] 2

Fonte: Autora

Aqui, o Aluno 18 identifica a regido A, limitada pela reta f(x) = x, pelo eixo x e pela
reta vertical x = 2.
Por meio do comando SomaDeRiemannSuperior do GeoGebra, os alunos realizaram a

operacdo de reconfiguragdo intermediaria. Variando a quantidade de parti¢des do intervalo
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[0,2], identificaram o posicionamento dos retangulos acima do eixo x e perceberam que suas
alturas e suas areas eram positivas.

Usando conhecimentos de geometria calcularam a area A. Aplicando o comando
Integral no GeoGebra, chegaram ao mesmo valor encontrado para a soma de Riemann e para a

area via geometria. Essa coincidéncia levou o Aluno 10 a afirmar:

Figura 47:Consideragoes do Aluno 10 sobre o que a integral fornece

Fonte: Autora

Ao verificar que a soma de Riemann superior da fun¢do possuia o mesmo valor da
integral definida e também da &rea A calculada via geometria, o aluno sentiu-se a vontade para

concluir que a integral definida representava a area da regido A.

3.4.2.3 Analise a priori da Atividade 2-2

Atividade 2 -2 - Considere a mesma fungio f(x) = x.

a) Abra um novo arquivo no GeoGebra. Esboce a curva da fungio f(x), digitando
no Campo de Entrada do GeoGebra a expressdo x. Identifique a regido B sob esta
curva, no intervalo [-1,0], pintando-a.

b) Determine a soma de Riemann da fungo f(x) em [-1,0] para um niimero b de
retangulos. Use o comando SomaDeRiemannlnferior][ <Fung¢do>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos> | substituindo a variavel <
Numero de Retingulos > por b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o
botdo direito sobre b e clique em Propriedades — Controle Deslizante - min=1,
Max=1.000 e incremento=1. Além da variavel b aparece na tela do GeoGebra a
variavel a que mostra a soma de Riemann da fun¢ao. Teste valores para b, como b =
4, b =10¢ b = 1000. A soma de Riemann ¢ positiva ou negativa? Por qué?

e  Para que valor a soma de Riemann se aproxima? Qual a relagdo entre o ntimero
de retangulos e o valor desta soma?

¢) Reduza a quantia de retdngulos para b = 4. Faga um print da tela ¢ salve no
arquivo Atividades Tese. No intervalo [-1,0], observe a posi¢ao dos retdngulos ¢ a
posi¢do da curva f(x) no plano cartesiano. Com base nestas observagdes justifique
suas respostas:

e A curva esta posicionada acima ou abaixo do eixo x?

e  Osretangulos estdo posicionados acima ou abaixo do eixo x? Neste caso, a altura
dos retangulos ¢ um valor positivo ou negativo? Calcule a altura do maior retangulo.
e Por que a soma de Riemann X}, f(x;)Ax ¢é negativa no intervalo [-1,0]?
Justifique.

e  Para que valor a soma de Riemann se aproxima?
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d) Calcule a area da regido B usando conceitos da geometria e compare com o valor
aproximado pela soma de Riemann. O que se percebe?

e) Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)
para calcular a integral em [-1, 0].

e Qual o valor da integral? Este valor coincide com o valor da area obtido por meio
da geometria?

e  (Caso os valores sejam diferentes, qual deles vocé considera adequado para a area
B? Neste caso, a integral definida representa a area B? Caso ndo, o que a integral
definida fornece?

f) Observando a posi¢do da regido B e a posigdo da curva f(x) em [-1,0], ambas em
relagdo ao eixo x, interprete o resultado negativo da integral definida.

g) Escreva uma expressdo matematica (formula) para encontrar a area da regido B,
usando integral definida. Calcule o valor da area B.

Da apreensdo perceptiva dos alunos, espera-se o reconhecimento da regido B, limitada
superiormente pelo eixo x, inferiormente pela reta f(x) = x ¢ lateralmente pela reta vertical
x=-1

O uso do comando SomaDeRiemanniInferior, no GeoGebra, devera chamar a atencao
dos alunos para a soma de Riemann da fungdo, que nesta situagdo assume valor negativo,
diferentemente da atividade anterior em que ela era positiva e representava a soma das areas
dos retangulos. Com isso, a apreensdo perceptiva deve conduzi-los a reconhecerem que os
retangulos e a curva estdo posicionados abaixo do eixo x e que, por esta razdo, a soma de
Riemann ¢ negativa e ndo representa a area B, mas fornece o oposto desta area.

Observando o formato triangular da regido B, ¢ possivel calcular sua drea via geometria,
chegando-se ao valor 0,5. Aplicando o comando Integral para f(x) = x em [-1,0], aparece na
tela do GeoGebra o valor —0,5 que coincide com a soma de Riemann, mas diverge do valor
da area encontrado via geometria. Este ¢ um momento para os alunos refletirem sobre os
resultados obtidos, especialmente sobre o porqué de serem opostos. Eles devem refletir sobre o
conceito de area, entendendo que enquanto grandeza, a area assume valores positivos, e
portanto a integral de f(x) em [-1,0] ndo representa a area da regido B.

Quanto ao resultado negativo da integral de f(x) = x em [-1,0], precisam mobilizar a
apreensdao perceptiva para associd-lo a posi¢do da regido B, que encontra-se abaixo do eixo x.
Assim, devem comegar a perceber que a integral s6 representa a area de uma regido, quando

ela estiver posicionada acima do eixo x. Para encontrar a area B, basta, por exemplo, tomar o

médulo da integral, isto &, B = |[°, f(x)dx| = 0,5
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3.4.2.4 Analise a posteriori da Atividade 2-2

Antes da andlise a posteriori dessa atividade, faz-se necessario mostrar a Figura 49, que
representa a regido A abordada na Atividade 1-2.

Figura 48: Regido A abaixo de f(x) = x e acima do eixo x, em [0,2], pelo Aluno 9

-1

Fonte: Autora

De acordo com a figura, o Aluno 9 identifica a regido A posicionada acima do eixo x.
Aqui, a integral de f(x) = x em [0,2] resultava em um valor positivo e portanto, a referida
integral fornecia a area da regido.

Nesta Atividade 2-2, os alunos sdo instigados a pensar a relagdo da integral definida
com uma regido posicionada abaixo do eixo x, diferentemente da Atividade 1-2 em que a regido
estava acima deste eixo.

Com auxilio do GeoGebra eles ndo tiveram dificuldades para esbogar o grafico de
f(x) = x e identificar a regido B acima da reta e abaixo do eixo x em [-1,0], como ilustra a

figura:

Figura 49: Regido B acima de f(x) = x e abaixo do eixo x, em [-1,0], pelo Aluno 9

Fonte: Autora
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Considerando a representacdo da regido B, semelhante a da Figura 50, e usando o
comando SomadeRiemanninferior, os alunos perceberam que quanto maior o numero de
retingulos, mais a soma de Riemann inferior se aproximava do valor negativo -0,5. A procura
de explicagdes para o valor negativo da soma, o Aluno 1 voltou-se a representacdo visual dos

retangulos que decompunham a regido B, mais especificamente as suas alturas, e concluiu:

Figura 50: Interpretagdo do Aluno 1 para o sinal negativo da soma de Riemann

Fonte: Autora

Mobilizando as apreensdes perceptiva e operatoria, o Aluno 1 justificou o porqué da
soma de Riemann inferior ser negativa. Observando no registro grafico-geométrico os tracos
verticais, que representavam as alturas dos retangulos, percebeu que tais tragos estavam
posicionados abaixo do eixo x e portanto seriam negativas as alturas, as areas dos retangulos e
consequentemente, a soma de Riemann.

Apesar de as representacdes grafico-geométrica e algébrica ndo serem congruentes, a
conversdo foi desenvolvida com espontaneidade pelo Aluno 1, assim como pela maioria dos
colegas. Esta espontaneidade se deve ao fato de que esta conversdo foi explorada nas atividades
anteriores e agora, os alunos ja reconheciam o objeto altura em suas distintas formas. Isso
mostra que os dois registros foram coordenados e que conversdo esta diretamente ligada a
compreensao conceitual, conforme discorre Duval (2012c, p. 282, grifos nosso) em sua hipdtese
fundamental: “a compreensdo (integral) de um conteudo conceitual repousa sobre a
coordenagdo de ao menos dois registros de representagdo, e esta coordenagdo se manifesta
pela rapidez e a espontaneidade da atividade cognitiva de conversdo”.

Na sequéncia da atividade, era necessdrio calcular a 4rea B via conhecimentos de
geometria. Observando o formato triangular da regido B, os alunos aplicaram a férmula da area
de um tridngulo e chegaram ao resultado 0,5 u. a. Também calcularam a integral de f(x) = x
em [-1,0] e chegaram ao mesmo valor da soma de Riemann, a saber, -0,5. Aqui, novamente eles

pararam para refletir sobre os valores divergentes, obtidos via geometria e via integral, ja que
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na Atividade 1-2 eles coincidiam e representavam a area da regidao A. Partindo das reflexdes, o

Aluno 5 apresentou seu entendimento da situagao:

Figura 51: Consideragdes do Aluno 5 sobre o valor adequado para a area B

Fonte: Autora

De acordo com a Figura 52, o aluno descreve que o resultado positivo da area B, obtido
via geometria, ¢ mais adequado do que o valor negativo obtido via integral. Também afirma
que para encontrar a area da regido B, posicionada abaixo do eixo x, era preciso calcular o
modulo da integral.

Ainda sobre a divergéncia dos valores da drea A e da integral, a maioria dos alunos
entendeu que a integral de f(x) = x em [-1,0] ndo representava a area da regido B, justificando
que a imagem da funcdo era negativa ou que a regido estava posicionada abaixo do eixo x. Mais,
concluiram que para calcular a area de uma regido posicionada abaixo do eixo x era preciso
considerar o valor absoluto da integral, a exemplo do Aluno 5 (Figura 52).

Dos 20 participantes, 4 ndao deixaram claro em suas respostas a interpretacdo do

resultado negativo da integral, como exemplifica a Figura 53:

Figura 52: Interpretagdo do Aluno 6 para o resultado negativo da integral

Fonte: Autora

Nesta figura, o Aluno 6 relaciona o resultado negativo da integral a valores negativos,
que podem se referir ao intervalo de integracdo ou as alturas dos retdngulos. No primeiro caso,
haveria o entendimento equivocado, uma vez que o sinal do resultado da integral ndo esta
atrelado aos sinais dos limites de integragao. No segundo caso, seu entendimento estaria correto,

Jja que as alturas dos retangulos sdo negativas no intervalo [-1,0]. Para esclarecer esta questao,
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a pesquisadora entrevistou o aluno, o qual confirmou que o termo ‘niimeros negativos’ se referia
as alturas dos retangulos.

Quando solicitado que escrevessem uma expressao para calcular a area B, ja que a regido
estava posicionada abaixo do eixo x, 3 alunos ndo fizeram nenhuma alteracdo na expressao

algébrica, conforme se observa:

Figura 53: Calculo da area B, pelo Aluno 11

A

,-I"f:] L 1 0 e l

Fonte: Autora

Para calcular a area da regido B, o Aluno 11 ndo acrescentou o mddulo a integral.
Quando questionado pela pesquisadora sobre o motivo de desconsiderar o sinal negativo que
aparecia no resultado da integral, justifica que a area deve ser positiva, e que portanto, basta
assumir o resultado positivo da integral. Isso indica sua compreensdo de que a integral ndo

representa a area de uma regido posicionada abaixo do eixo x.

3.4.2.5 Analise a priori da Atividade 3-2

Atividade 3 -2 - Considere a mesma fungio f(x) = x.

a) Abra um novo arquivo no GeoGebra. Esboce a curva da fungdo f(x) em [-1,2]
via comando Fung¢do( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ) e
identifique a regido C limitada por f(x), pelo eixo x e pelasretas x = —1 e x = 2.
b) Sejam B e A as sub-regides definidas nos intervalos [-1,0] e [0,2]
respectivamente e associadas a fungdo f(x) = x, ja estudadas nas atividades
anteriores. O que afirmar sobre a posi¢do da curva f (x) em relagdo ao eixo x e também
sobre a posicdo das regides A ¢ B em relacio a este eixo?

¢) Resgate os valores das subareas A e B, ja encontrados nas atividades 1-2 e 2-2.
Escreva a area da regido C em funcdo de A e B e encontre o valor de C.

d) Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)
para calcular a integral de f(x) = x em [-1,2] e escreva esta integral e o valor obtido.
Compare o resultado da integral com o valor da area C encontrado no item anterior:
sdo iguais? Neste caso, a integral definida representa a area C?

e) Observe novamente a posicao das subareas A e B em relag@o ao eixo x e 0s seus
valores. Como vocé interpreta o resultado da integral em [-1,2] em fungdo das
subareas A e B? De que maneira as posigdes das regides A e B no plano cartesiano
estdo relacionadas com a integral no calculo de areas? Justifique.

f)  Escreva e calcule as integrais nos intervalos [-1,0] e em [0,2] anotando seus
resultados. Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x
Final>). Também, escreva uma expressdo que fornega a area da regido B.

g) Escreva uma expressdo para calcular a area C em fungao das integrais em [-1, 0]
e em [0,2].
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Inicialmente os alunos devem esbogar a reta f(x) = x, identificar a regido C limitada
lateralmente pelas retas x = —1 e x = 2, reconhecendo as sub-regides A e B definidas em [0,2]
e em [-1,0], nesta ordem. Em seguida, para escrever a regido C em funcdo de A e B, precisam
observar a posicao das sub-regides em relacdo ao eixo x: a regido A estd acima do eixo x e
abaixo da curva f(x), enquanto que a regido B estd abaixo do eixo x e acima da curva de f(x).
Também, a area C ¢ a soma das areas A e B. Sabendo que os valores das areas Ae B, A =2¢
B = 0,5 ja foram determinados nas atividades anteriores, devem concluir C = 2,5.

Ao calcular a integral em [-1,2], aparece na tela do GeoGebra a regido C e o valor
1,5 que difere do valor 2,5 encontrado para a area C, via soma das areas A e B. Este ¢ outro
momento de desestabilizacdo que levara os alunos a questionarem o motivo desta diferenga de
valores e 0 que a integral representa em fungdo das areas A e B. Espera-se que eles interpretem
o resultado da integral a partir da posi¢do das areas A e B e de seus respectivos valores,

chegando a conclusdo de que a integral pode ser entendida como a diferenca das areas A e B,
isto &, [~ f(x)dx = A - B.
Para que a integral fornega a area C ¢ preciso tomar o médulo da integral em [-1,0], j&

que neste intervalo a regido A estd abaixo do eixo x e o resultado da integral ¢ negativo.

Portanto, a area C pode ser calculada pela expressdo C = | f_ol f (x)dx| + foz f(x)dx.

3.4.2.6 Analise a posteriori da Atividade 3-2

Os alunos esbogaram a curva de f(x) = x e identificaram a regido C definida em [-1,2].
Aplicando tratamentos figurais, dividiram a regido em duas sub-regides, definidas nos
intervalos [0,2] e [-1,0]. A maioria efetuou mentalmente esses tratamentos e ndo registrou no
papel as designagdes das sub-regides. Contrariamente a maioria, o0 Aluno 14 recorre as marcas

A e B para designar e categorizar as referidas sub-regides:

Figura 54: Decomposigdo da regido C em sub-regides A e B pelo Aluno 14

Fonte: Autora
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Na Figura 55, o Aluno 14 efetuou a operacdo de designacdo pura e a categorizagdo
simples para mostrar que a regido C era composta pela sub-regido A, definida no intervalo [0,2],
e pela sub-regido B, em [-1,0]. A designacdo ¢ uma operagdo semidtica associada a
categorizacdo e as propriedades do objeto. De fato, as marcas A e B revelam a categoria sub-
regido e algumas de suas propriedades, que neste caso, ¢ a semelhanca de triangulos. Como as
sub-regides possuem formato triangular, a semelhangca pode ser observada por meio da
proporcionalidade dos lados correspondentes de cada tridngulo. Considerando que as
propriedades matematicas sempre fazem referéncia a relagao entre duas unidades figurais, nao
podendo se referir a uma unica unidade (DUVAL, 2004), entdo a semelhanga entre as sub-
regides A e B decorre da relagdo entre os lados correspondentes de cada regido triangular, que
sdo unidades figurais de dimensdo 1. Assim, as marcas A e B ndo se resumem apenas a ‘nomes’
dados as sub-regides, mas carregam consigo, propriedades matematicas inerentes as figuras
geométricas.

Dos 20 alunos que afirmaram que a regido C era a soma das sub-regides A e B, 15
obtiveram valor 2,5 para a area C e valor 1,5 para a integral em [-1,2]. Percebendo a divergéncia

de valores, o Aluno 4 escreve:

Figura 55: Relac@o entre a posi¢do das sub-regides e a integral, pelo Aluno 4

W

Fonte: Autora

Da Figura 56, infere-se que o Aluno 4 efetuou tratamentos, sejam figurais ou algébricos,

que lhe deram suporte para compreender que a integral definida ¢ uma operagao entre areas de
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regides. Mais, que a posicdo destas regides no plano cartesiano determina se a operagdo ¢ de
adicdo ou subtragdo de areas. A resposta do aluno fornece sinais de que compreendeu a relagao
da integral enquanto area e a posicao da regido no plano cartesiano e representa as respostas
dos outros 14 alunos que chegaram a mesma compreensao.

Quanto aos outros 5 alunos, os quais também escreveram a regido C a partir da soma
das sub-regides A e B, tem-se que: 1 aluno encontrou o valor 2,5 tanto para a area C quanto
para a integral em [-1,2] (Figura 57); 4 encontraram o mesmo valor 1,5 para a area C e para a

integral (Figura 58).

Figura 56: Calculo da area C via geometria e calculo da integral, pelo Aluno 11
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Fonte: Autora

O Aluno 11 efetuou tratamentos no registro numérico e encontrou o valor 2,5 para a
area C, somando as subareas B e A. No entanto, ao usar o Teorema Fundamental do Calculo
para desenvolver tratamentos no registro algébrico, confundiu os sinais escrevendo sinal
positivo no lugar do negativo, o que resultou no valor 2,5 para integral, em vez de 1,5.
Observando o valor encontrado a partir da soma das subareas A e B, concluiu que a integral de
f(x) = x em [-1,2] representava a area C. Se o aluno tivesse usado o comando Integral, no
GeoGebra, mesmo que para simples conferéncia do resultado, teria percebido que o resultado
da integral estava equivocado. Segundo Duval (2011b), o computador ndo sé permite a
execucao de tratamentos instantaneos, mas torna os calculos mais seguros. Neste sentido, o uso
do computador poderia levar o aluno a refletir sobre os diferentes resultados e sobre a sua
conclusdo de que a integral representava a area da regido C.

Ainda em relacdo a Figura 57, as marcas vermelhas sobrepostas a resposta original do

Aluno 11 sdo artificios empregados pela pesquisadora para complementar o registro escrito ou
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para destacar erros incorridos por ele, no desenvolvimento da atividade, os quais sdo relevantes

a analise em questdo. Tais artificios aparecem ao longo do trabalho, com intuito de chamar a

aten¢do do leitor.

Os 4 alunos que chegaram ao valor 1,5 para a area C e também para a integral no

intervalo [-1,2], confundiram os conceitos de area e de integral, conforme se observa:

Figura 57: Calculo da area C via geometria e calculo da integral, pelo Aluno 2
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Fonte: Autora

Desta figura ¢ possivel perceber que o valor da integral coincidiu com o valor obtido
para a area C, uma vez que o aluno considerou o valor negativo para a subdrea B. Ele ndo
mobilizou a apreensdo discursiva para fazer a releitura do enunciado que solicitava escrever a
area C em fungdo das subareas A e B. Se tivesse interpretado o conceito de area enquanto
grandeza que assume s6 valores positivos, teria percebido que o valor negativo ndo corresponde
a subarea B, mas indica que a sub-regido B esta posicionada abaixo do eixo x.

Questionados sobre a escrita de uma expressdo algébrica para o calculo da area C, em

funcdo das integrais definidas nos intervalos [-1,0] e em [0,2], a maioria escreveu a expressao

algébrica = | f_ol f (x)dx| + foz f(x)dx. Entretanto, a resposta do Aluno 10 diferencia-se das

demais e ¢ apresentada na Figura 59.
Figura 58: Inversao dos valores do limite, pelo Aluno 10
Fle = * Ay

Fonte: Autora
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. . . : . : 0
Observa-se aqui que o Aluno 10 inverteu os limites de integracio da integral [ L X dx,

-1 : o : :
reescrevendo-a da forma | o X dx.Essaatitude ndo foi mero descuido do aluno, mas proposital.
Na atividade anterior, que requeria a escrita de uma expressao que fornecesse a subarea B, ele
ja havia percebido que a inversao dos limites de integracdo resultava em um valor positivo para

a referida integral:

Figura 59: Calculo da area B via inversao do limite de integracdo, pelo Aluno 10
Area B

W

.

Fonte: Autora

O Aluno 10 executa tratamentos no registro algébrico, invertendo os limites de

integracdo, para alterar o sinal do resultado da integral definida e justifica a validade do
: b

tratamento escrevendo a propriedade fa fx)dx = — fba f(x)dx , na qual se amparou. Em

conversa com o aluno, revelou que a propriedade foi estudada em sala de aula e que neste
momento, resgatou-a para mostrar que a integral pode representar a drea de uma regido

posicionada abaixo do eixo x, bastando para isso, inverter os limites de integracao.

3.4.2.6 Analise a priori da Atividade 4-2

Atividade 4-2 - Considere o grafico da fung¢do f(x) mostrado na figura a seguir e
com base nele responda as questoes.

Figura 60: Grafico de f(x)

! 2 :\4

Fonte: Autora

a) Seja A aregido hachurada. Use a geometria para calcular a area A.

b) Sem resolver a integral definida em [-3,-1], estime se o resultado desta integral
¢ positivo, negativo ou nulo. Este resultado é maior, menor ou igual ao valor
encontrado via geometria? Justifique.
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¢) Por que o valor da area A, via geometria, ¢ diferente do valor estimado via
integral definida em [-3,-1]?

d) Sem efetuar calculos e observando o grafico de f(x), indique se o resultado de
cada integral € positivo, negativo ou nulo:

I7 feodx
2 fGdx
J) fodx
J;, fodx
2 f0dx

e) Toda integral definida em [a,b] pode ser interpretada como a drea resultante da
operagdo entre subareas. Assim, a integral em [-3,-1] pode ser interpretada como area
resultante da operacdo entre as subareas Al e A2, em que Al ¢ a area da sub-regido
acima do eixo x, compreendida em [-2,-1] ¢ A2 ¢ a area da sub-regido abaixo deste
eixo, compreendida em [-3,-2]. Qual das opgdes abaixo representa a integral definida
em [-3,-1] como area resultante:

() J, f(x)dx = A1+ A2

O [1, Fo0dx = A1— A2

O [1, Foodx = A2 — A1

f)  Com base em conhecimentos de geometria, a area da regido A, formada por Al
e A2, pode ser escrita em fung@o destas subareas como:

()A=A1+ A2

()A=A1-A2

()A= A2-41

g) Observe as regides demarcadas na figura a seguir.

Figura 61: Regides abaixo do grafico de f(x)

2

Fonte: Autora

Estime o sinal do resultado de cada integral e interprete-a como area resultante:
a) [°, f(x)dx b) J; f()dx o[ fdx  df fx)dx
A atividade retoma e reforca elementos ja estudados nas atividades anteriores,
chamando a ateng@o para a importancia da posi¢cao da regido no plano cartesiano, a0 mesmo
tempo que apresenta a interpretagdo de area resultante, ou seja, apresenta a integral definida
como diferenca entre a area que esta acima do eixo x e a area que estd abaixo deste eixo.
Mobilizando a apreensdo perceptiva e operatoria, os alunos devem perceber que a regido
A ¢ composta por duas sub-regides, uma sub-regido definida em [-2,-1] e posicionada acima do
eixo x e a outra definida em [-3,-2], abaixo deste eixo. Mais, que as sub-regides possuem a

mesma area e estdo posicionadas em lados opostos ao eixo x € que a area A vale 1 u.a.
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Da estimativa da integral em [-3,-1], espera-se que os alunos efetuem a diferenga das
subareas, concluindo resultado nulo para a integral. Neste momento, o valor da drea A obtido
via geometria ndo coincide com o valor estimado, logo, os alunos deverdo repensar sobre o que
a integral fornece.

Estimar os resultados das integrais definidas, propostas no item d), visa explorar
tratamentos figurais. De fato, para concluir que o resultado ¢ positivo, negativo ou nulo, os
alunos precisam operar sobre a figura, decompondo-a em partes e reconhecendo as partes
equivalentes entre si. Caso a regido associada a integral seja composta por uma unica sub-
regido, posicionada totalmente acima ou totalmente abaixo do eixo x, o resultado da integral
sera positivo ou negativo, respectivamente. Caso a regido seja composta por mais de uma sub-
regido, em que uma sub-regido esteja posicionada acima e a outra esteja abaixo do eixo x, ha

que se anular as regides equivalentes, que tém a mesma area. Para exemplificar o ltimo caso,
o~ . .. 4 , e~ - . .
a regido associada a integral f_3 f(x)dx é composta pelas sub-regides que estdo abaixo do eixo

x, definidas em [-3,-2] e em [3,4], e pela sub-regido posicionada acima deste eixo e definida em

[-2,3]. Logo, da apreensdo perceptiva se conclui que a regido acima do eixo x possui maior area
. : : 4 ..
que a regido abaixo deste eixo e portanto, o resultado de f_3 f (x)dx sera positivo.

Na sequéncia desta atividade ¢ apresentada a defini¢do de area resultante. Espera-se que

os alunos compreendam que a area resultante ¢ a diferenca entre a area da sub-regido acima do
) , . ) . -1 .
eixo x e a area da sub-regido abaixo deste eixo e portanto, f_3 f(x)dx = A1 — A2. Também,

devem diferenciar o conceito de area resultante e do conceito de area no contexto da geometria.
Neste ultimo, a area da regido A no intervalo [-3,-1] serd a soma das subareas Al e A2.

Para reforcar a interpretacdo de area resultante ¢ apresentada a Figura 62, porém,
decomposta em sete sub-regides. Com base nelas os alunos precisam estimar as integrais dadas
e escrevé-las como 4area resultante. Neste momento sdo exploradas conversdes envolvendo os
registros algébrico e simbdlico, sendo que o registro grafico-geométrico serve de intermedidrio.
Tais conversdes requerem a mobilizagdo da apreensdo discursiva, para interpretar o conceito
de area resultante e a mobilizacdo das apreensdes perceptiva e operatoria para perceber regioes

equivalentes e efetuar tratamentos entre as subareas.
3.4.2.6 Analise a posteriori da Atividade 4-2

O foco desta atividade, em que participaram 20 alunos, consiste em reforgar a nocao de

que a integral definida € uma operacdo entre areas, chegando-se a definicdo de area resultante.
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Atendendo a uma das propostas desta pesquisa, que € contemplar os muiltiplos registros
de partida, conferindo a eles o mesmo grau de relevancia para o ensino e para aprendizagem da
integral no calculo de area, aqui, partiu-se do registro grafico-geométrico e explorou-a
visualizag¢do da regido. Seguindo as ideias de Duval (2012a, 2012b), Moretti (2013) considera
a visualizacdo resultado da conexdo entre a apreensdo perceptiva e a apreensdo operatoria.

Da apreensdo perceptiva, os alunos reconheceram de imediato a regido A formada por
duas sub-regides triangulares. Para o célculo da 4rea A, a maioria dos alunos seguiu as
instrugdes do enunciado, que sugeria o uso de conhecimentos de geometria. Assim, calcularam
a area de cada sub-regido usando a formula da area de um tridngulo e depois efetuaram a soma
das subdreas. Contrariamente a maioria, o Aluno 10 apresentou outra maneira para encontrar a

area A, pautada na visualizacdo da regido A.

Figura 62: Mobilizagdo da apreensdo operatoria para célculo da area A, pelo Aluno 10

Fonte: Autora

De acordo com a figura, o Aluno 10 mobilizou a apreensdo perceptiva para reconhecer
que a regido era composta por duas sub-regides triangulares de mesmo tamanho e por meio da
reconfiguragdo, realizada mentalmente, justapos as sub-regides, formando um quadrado de lado
1. Desta forma, o calculo da area A foi resultado da visualiza¢do do aluno, isto é, da conexao
entre as operagdes perceptiva e operatdria, em consonancia com o entendimento de Moretti
(2003). Outrossim, a operagdo de reconfiguracdo se mostrou com ‘forca’ de tratamento
matematico para demonstrar aquilo que o aluno visualizou sobre a figura (DUVAL, 2012a),
que neste caso era a area da regido A.

Quando solicitada a estimativa do resultado da integral em [-3,-1], partindo somente da

visualizacdo grafico-geométrica da regido A, a grande maioria estimou corretamente o resultado
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nulo para a area, porém houve estimativas positivas e negativas. Algumas conjecturas a respeito

das estimativas aparecem na Tabela 14.

Tabela 14: Estimativas da integral em [-3,-1]

Exemplo de respostas Nimero de

alunos

15

7 Uid

Resposta do Aluno 1

/l/u%a w0, poa J,,f//xé/,./,@é Ltuq b Jv\/ﬁfmrzvgﬂ
%ﬂwaJ 3
Resposta do Aluno 16

/ = s

O resacls o indagall pre i alisanis

pfz”;’_/sj‘, & Fras i vl
A

Resposta do Aluno 5

Fonte: Autora

Nesta tabela, o Aluno 1 estimou o valor nulo para a integral no intervalo [-3,-1] porque
percebeu que as sub-regides possuiam a mesma area e estavam posicionadas em lados opostos
ao eixo x. Para ele, estava claro que a integral era uma operacdo entre as areas das sub-regides
e esta operacao dependia da posicdo das sub-regides no plano cartesiano.

Ainda em relag¢do aos dados da Tabela 14, percebe-se que a relagcdo entre a integral e a
posicao das sub-regides ainda estava obscura para outros 5 alunos. De fato, o Aluno 16 estimou
resultado negativo, pois relacionou-o ao intervalo de integracdo em que a regido estava definida.
Infere-se da resposta do aluno que o resultado da integral seria positivo se estivesse definida
em um intervalo positivo e negativo, caso contrario. J4 o Aluno 5, que estimou resultado
positivo, parece ter tomado como referéncia o Teorema Fundamental do Célculo, uma vez que
neste teorema, a integral em [a,b] ¢ a diferenga entre a primitiva aplicada no limite superior b
e a primitiva aplicada no limite inferior a. Transparece que os termos ‘maior valor’ e ‘menor
valor’, usados pelo Aluno 5, referem-se aos limites de integracdo b e a, respectivamente.

Para esclarecer a interpretacdo da pesquisadora, o Aluno 16 ¢ o Aluno 5 foram

entrevistados. Nela, o Aluno 16 menciona que sua resposta estava errada e afirmou que o
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resultado correto seria nulo, uma vez que a integral definida opera com a diferenga da area
acima do eixo x e a area sob este eixo. O depoimento do Aluno 5 reafirmou a interpretacdo da
pesquisadora acerca da referéncia ao Teorema Fundamental do Calculo, contudo, o aluno
discorre que a realizagdo das atividades seguintes clarificaram a ideia de integral enquanto
operacdo entre areas.

Para explicitar a relagdo da integral de f(x) em [-3,-1] com a posi¢do das sub-regides
no plano cartesiano foi apresentada a defini¢do de area resultante. Embasados nesta definicao

os alunos observaram a regido A e escreveram a integral em [-3,-1] em funcdo das subareas Al

e A2. Dos 20 participantes, 13 registraram acertadamente f__; f(x)dx = A1 — A2, enquanto

que 6 escreveram f__; f(x)dx = A1 + A2.

Uma razdo para os alunos terem escrito a integral como soma das subareas Al e A2
pode estar ligada ao termo ‘area resultante’, que de imediato e no contexto da Geometria, remete
a adi¢do de areas. Contudo, no contexto do Calculo e conforme definicdo apresentada
anteriormente, o termo refere-se a diferenga entre a area da regido posicionada acima do eixo x
e a area abaixo deste eixo. Percebe-se que a apreensdo discursiva ndo foi mobilizada por estes
alunos e o discurso foi abandonado, levando-os a somarem as areas, em vez de subtrai-las.
Segundo Duval (2012a), a atitude de abandonar o discurso ¢ comum no ensino, especialmente
quando a atividade exige a articula¢do da figura com o enunciado. Neste caso, os alunos ndo
articularam a definicdo de area resultante com a representacdo das sub-regides no registro
grafico-geométrico.

Oferecendo mais condi¢des para clarificar e fortalecer a interpretacdo de area resultante,
a ultima tarefa desta atividade explorou tratamentos figurais e o sentido de conversdo

contemplado na figura abaixo:

Figura 63: Conversao do registro algébrico para o simbdlico

. . Conversao
Representagdo algebrica E—— Representacdo simbdlica

f_ O3f (x)dx 2

—

Al + A3 - A2

A4

Representacao grafico- geométrica

Fonte: Autora
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A conversdo mostrada na Figura 64 ndo ¢ direta. Converter a representac¢do da integral
no registro algébrico em uma representag@o no registro simbolico depende do registro grafico-
geométrico.

Partindo das integrais dadas do item g), os 19 alunos que responderam esta questdo
exploraram o registro grafico-geométrico para reconhecer as regides correspondentes a cada
integral. Aplicando tratamentos figurais, estimaram o sinal do resultado das integrais e
escreveram-nas em funcdo das subareas Al, A2, ..., A7. Todos estimaram os sinais dos
resultados das integrais, porém nem todos registraram no papel a integral como a area

resultante, de acordo com a figura:

Figura 64: Estimativas dos resultados das integrais e interpretagdo como area resultante

A B A: Estimativa do sinal dos
resultados das integrais

B: Registro da integral
como area resultante

Fonte: Autora

O conjunto A representa os alunos que estimaram o sinal do resultado das integrais e o
conjunto B, os que registraram no papel a interpretacao de area resultante. Observando os dados
dos conjuntos, € possivel concluir que 15 alunos sé estimaram o sinal do resultado das integrais,
nenhum aluno somente registrou a integral como area resultante e 4 realizaram as duas tarefas.

A Figura 66 traz a resposta de um aluno que pertence a interse¢ao dos conjuntos A e B.

Figura 65: Estimativa do Aluno 17

o [°Fdx=
2 foz f(X)dx = + '. QA7 A A
¥ f:f(x)dx: Ml I

o [Pfdx=4 [P Ny 4

Fonte: Autora
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Infere-se desta figura, que o Aluno 17 explorou o registro grafico-geométrico,
realizando tratamentos figurais necessarios para estimar o resultado da integral e para escrever
as integrais em funcdo das subareas Al, A2, ..., A7. Desta forma, converteu a representacdo da
integral no registro algébrico em uma representagao no registro simbdlico.

Dos 15 alunos que sé estimaram o sinal das integrais sem registra-la como area
resultante, 9 estimaram corretamente todos os sinais das integrais e 6 acertaram mais da metade

das estimativas, conforme se observa nas Figuras 67 e 68, respectivamente.

Figura 66: Estimativa do Aluno 13 para os sinais dos resultados das integrais
0
o [f)dx= peh e
o [Pf()dx= p‘@:gj“‘aj;@
4
o« [feax= youlO
4
o [ flx)dx= p@k‘“"n“‘%
0 ( u\:i\}u IV

Fonte: Autora

O Aluno 13 ¢ um dos alunos que estimou corretamente todos os sinais dos resultados

das integrais, porém ndo registrou a integral em funcdo das subareas.

Figura 67: Estimativa do Aluno 5, para os sinais dos resultados das integrais

o [SfEdx= peifive
o [ f)dx= j‘f’}@;;:-{*i Ve
4 - -;T::"-_-' ':.‘,’17“-}
® fz f(x)dx = j{ju._.;-- >

o [f(x)dx= pes L7 18-

Fontéé Autora

Em observacao a esta figura, das quatro estimativas solicitadas na atividade, o aluno
acertou 75%. A conclusio de que a integral em [2,4] seria positiva sinaliza que ele ndo
mobilizou as apreensdes perceptiva e operatdria para reconhecer que as subareas A6 ¢ A7 eram

iguais e estavam em lados opostos do eixo x, o que resultaria no valor nulo para a integral.
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De forma geral, os 15 alunos que somente estimaram o sinal do resultado das integrais,
parecem ter interpretado corretamente o conceito de area resultante, uma vez que a estimativa
do sinal resultado da integral dependia da posi¢do das regides Al, A2,...,A7 no plano cartesiano.

Nesta atividade, esperava-se que os alunos registrassem o sinal do resultado da integral
e também escrevessem cada integral em fun¢do das regides. Todavia, o que se percebeu € que
a grande maioria esqueceu de fazer o ultimo registro. Na tentativa de evitar tal esquecimento,

sugere-se dividir o enunciado da atividade em duas partes, da seguinte maneira:

e [Estime o sinal do resultado das integrais:

o f° f@dx b [Pfdx o [ffdx  df* f)dx

e Interprete cada integral como area resultante:

o f° f@dx b [Pfdx o [ffdx  df* f)dx

A separacdo do enunciado em partes aumenta a chance de os alunos atribuirem respostas
a estimativa do sinal da integral e a interpretagdo de éarea resultante, reduzindo assim a

possibilidade de ndo haver todos os registros escritos.

3.4.2.7 Analise a priori da Atividade 5-2

Atividade 5-2 - Considere o grafico da fungdo f(x) = x3 + 2x% — 1.
Figura 68: Grafico da funcao f{x)

1

Fonte: Autora

a) Identifique aregido A que corresponde a integral A = f_oz (x3 + 2x? — 1)dx. Na
Figura acima, demarque as sub-regides de A, pintando-as.

b) Observe a posi¢ao das sub-regides de A no plano cartesiano e sem fazer calculos
estime se o resultado da integral € positivo, negativo ou nulo. Justifique.

c¢) Calcule e anote o valor da integral A = f_oz(x3 + 2x2 — 1)dx. O resultado da
integral € positivo ou negativo? Este resultado estd em conformidade com a estimativa
anterior? Neste caso, a integral representa a area da regido A?

d) Interprete e escreva a integral definida como area resultante.

e) Com base na geometria, escreva a area A em funcao das subareas.
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CONSIDERACOES:

e Independente da posi¢do de uma regido no plano cartesiano, a integral definida
sempre fornece a area desta regido? Em que casos a integral definida fornece a area?
Justifique.

e O que ¢ preciso acrescentar a integral definida para que ela forneca sempre a
area de uma regido abaixo da curva de f(x) num intervalo qualquer [a,b]?

e A integral definida pode ser interpretada como area resultante. Explique o que
isso significa para voceé.

Por meio da apreensdo perceptiva, os alunos devem identificar a regido A composta
pelas sub-regides Al, A2 e A3, em que Al e A2 estdo posicionadas abaixo do eixo x e A3,

acima deste eixo, de acordo com a Figura 70.

Figura 69: Sub-regides de A

1

Fonte: Autora

Das apreensdes perceptiva e operatdria, os alunos devem reconhecer que as sub-regides
Al e A2 estdo posicionadas abaixo do eixo x, e portanto o resultado das integrais associadas a
cada sub-regido serd negativa. Também, a integral associada a A3 tera resultado positivo, pois
a regido esta acima do eixo x. Observando que a soma das integrais associadas a Al e a A2 ¢
maior que a integral associada a A3, espera-se a estimativa negativa para a integral em [-2,0].

Ao calcularem a integral em [-2,0] confirmarao o resultado negativo, concluindo que a
integral ndo representa a area da regido. Mais, devem escrever a referida integral como area

resultante:

0
A:f (x3 + 2x2 — 1)dx = A3 — A2 — A1
-2

Para obter a area A, devem somar o valor da arca A3 com os valores absolutos das

integrais associadas as sub-regides Al e A2.
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3.4.2.8 Analise a posteriori da Atividade 5-2

Esta atividade foi desenvolvida por 17 alunos.

De forma analoga a Atividade 4-2, buscou-se valorizar outros registros de partida que
ndo unicamente o discursivo, frequentemente abordado em livros textos de Calculo. Neste
sentido, a atividade parte do registro grafico.

Para identificar a regido A os alunos efetuaram a conversio da representacao da integral

no registro algébrico para a representagdo grafico-geométrico. Assim, observando a escrita
.y 0 .. . ~

algébrica A = f_z(x3 + 2x% — 1)dx, reconheceram que os limites de integragdo

correspondiam ao intervalo onde a regido A estava definida e localizaram a regido A. Em

seguida, mobilizaram as apreensdes perceptiva e operatdria para identificar as sub-regides

ilustradas na figura:

Figura 70: Identificagdo das sub-regides de A, pelo Aluno 2

1

% 0 1

. A, ; .
Trago vertical ——» |/ ‘.,T ¢ ) Traco vertical
Ay 4
Trago horizontal ™

Fonte: Autora

Os tragos verticais e horizontal, criados pelo Aluno 2, indicam que ele desenvolveu a
operacdo de reconfiguracdo e as marcas Al, A2 e A3 categorizam as sub-regides. Ademais,
considerando que a atividade exigia apenas a visualizacdo da regido A, a reconfiguragdo
permitiu ao aluno interpretar a integral como area resultante, convertendo a representacdo da
integral no registro algébrico em uma representagao no registro simbdlico.

A exemplo do Aluno 2, outros 14 alunos também identificaram corretamente as trés
sub-regides de A. Contudo, 2 alunos compartilharam a representacdo grafico-geométrica da

Figura 72.
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Figura 71: Identificagdo das sub-regides de A, pelo Aluno 9

Limite de integragao

\Rij da funcéo

hES X' B :

Fonte: Autora

Nessa figura, o Aluno 9 visualiza a regido A formada por duas sub-regides em vez de
trés. Ele confunde o limite de integragdo x = —2 com a raiz x’ da fungdo, devido a falta de
atencdo ou ao abandono da apreensdo discursiva. No ultimo caso, o aluno teria deixado de lado
a informagdo sobre o valor do limite inferior de integrag¢do, apresentada no enunciado da
atividade, voltando-se totalmente a figura, transparecendo que o enunciado ndo era mais

necessario. Esse abandono representa a auséncia de interpretacdo discursiva da figura, segundo

Duval (2012a).

Quanto a estimativa do resultado da integral A = f_oz(x3 + 2x2 — 1)dx, todos os 17

alunos afirmaram que seria um valor negativo. O Aluno 4 justifica sua estimativa escrevendo:

Figura 72: Estimativa da integral, com base na visualizagdo da regido A, pelo Aluno 4

Fonte: Autora

Ao afirmar que o resultado da integral em [-2,0] € negativo, com base na posi¢ao das
sub-regides em relagdo ao eixo x, 0 Aluno 4 demonstra ter efetuado tratamentos figurais. De
fato, os termos ‘regido positiva’ e ‘negativa’, respectivamente, indicam que integral ¢ a
diferenca entre a subarea da regido acima do eixo x e as subdreas posicionadas abaixo deste
eixo.

O fato de todos concluirem que o resultado da integral era negativo e apresentarem
justificativas semelhantes a da Figura 73, indica que ao longo desse bloco as atividades deram
conta de clarificar a interpretacdo de area resultante, a qual permanecia obscura para alguns

alunos.
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Nas Consideragdes do bloco foram retomados trés pontos principais das atividades:
¢ O entendimento de quando a integral representa a area de uma regido.
e Para calcular a area de uma regido, ha necessidade de considerar o valor absoluto das
integrais cujas regides correspondentes estao posicionadas abaixo do eixo x;
¢ A interpretacdo da integral definida como area resultante.
Quanto aos dois primeiros pontos, a maioria dos alunos compreendeu que a integral
definida nem sempre representa a area de uma regido. Para exemplificar segue a resposta do

Aluno 18, diante da pergunta: A integral definida sempre fornece a area de uma regido?

Figura 73: Resposta do Aluno 18 para: A integral sempre fornece a area de uma regido?

Fonte: Autora

Esse aluno descreve sua compreensao a respeito do entendimento de quando a integral
fornece a area da regido e ainda afirma que ¢ preciso acrescentar o modulo as integrais
associadas a regides posicionadas abaixo do eixo x, para obten¢@o da sua area.

Quanto ao terceiro ponto, que trata da interpretacdo de area resultante, os alunos
associaram a integral a operacdes entre areas de regides. Neste sentido, a Figura 75 expde uma
dessas interpretacdes, enquanto que a Figura 76 revela que os conceitos de area resultante e de

area total ndo se equivalem.

Figura 74: Interpretagdo do Aluno 18 para a integral definida como éarea resultante

Fonte: Autora
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Na Figura 75, a palavra ‘sim’ afirma que a integral definida pode ser entendida como
area resultante. Para o aluno, uma regido dividida em ‘partes’ (sub-regides) requer inicialmente
o célculo da integral em cada parte e as ‘integrais das partes’ podem ter resultado positivo ou
negativo. Infere-se dessa resposta a correta interpretacdo de que a area resultante ¢ a soma das
integrais associadas as sub-regides, as quais podem ser positivas ou negativas, dependendo da

posicao das sub-regides no plano cartesiano.

Figura 75: Interpretagdo do Aluno 4 sobre area resultante e area total

Fonte: Autora

Percebe-se que o Aluno 4 diferencia os conceitos area total e area resultante. Infere-se
da resposta que a area resultante pode ser um valor menor que a area total, uma vez que ela ¢ a
subtrag¢do entre a 4rea posicionada acima do eixo x e a drea posicionada abaixo deste eixo,
diferentemente da darea total, que no contexto da Geometria, ¢ a soma das dreas,
independentemente da posi¢do ocupada pelas regides.

Os tratamentos figurais e as conversoes realizados pelos alunos, nesta atividade, foram
necessarios para proporcionar a eles a compreensao de que a integral ¢ uma operagdo entre

areas e que nem sempre representa a area de uma regiao.

3.4.3 Analises a priori e a posteriori das atividades do Bloco 3

BLOCO 3: Area entre curvas

Para calcular a 4rea de regides limitadas entre curvas ¢ imprescindivel que a regido esteja
limitada por uma tUnica curva superior e outra Unica curva inferior. No caso em que a regido
estd limitada por mais de uma curva, seja superior ou inferior, ¢ preciso decompo-la em sub-
regides, para garantir a unicidade das curvas. Portanto, as atividades do Bloco 3 devem levar
os alunos a reconhecerem a necessidade de decompor ou ndo, uma regido, para o calculo de sua

area.
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3.4.3.1 Analise a priori da Atividade 1-3

Atividade 1-3 - Sejam as fungdes f(x) = x2+ 1e g(x) = x + 3.

a) Esboce a curva de f(x) e identifique a regido A abaixoe desta curva, definida no
intervalo  [-1,2], pintando-a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo Entrada
a expressdo x2 + 1.

b) Esboce a curva de g(x) = x + 3. Identifique a regido B abaixo desta curva e
definida em [-1,2], pintando-a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo Entrada
a expressdo x + 3.

c) Esboce as curvas de f(x) = x? + 1 e g(x) = x + 3 no mesmo plano cartesiano
e identifique a regido C limitada pelas curvas, pintando-a. Faca um print da tela e
salve no arquivo Atividades Tese. Em seguida observe a posi¢do de cada curva, uma
em relacdo a outra e responda:

e Que fungdo limita superiormente a regido C?

. Que funcao limita inferiormente a regido C?

e Qual o intervalo em que a regido C esta definida?

e  Qual das regides possui maior area: A ou B?

d) Explique como encontrar a regido C em fun¢ao das regides A e B.

e) Com base na resposta anterior, escreva a expressao para calcular a area C em
fungdo da integral de f (x) e da integral de g(x). Qual o significado dessa expressao
para vocé?

f) Observe a expressdo que vocé escreveu anteriormente. Use duplamente o
comando Integral, da forma Integral( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x
Final> )- Integral( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )
substituindo o termo Fung¢do, que representa o integrando, pelas fungdes f(x) e g(x),
na mesma ordem da expressdo que vocé escreveu anteriormente. Ao aplicar este
comando aparecera na tela do GeoGebra a variavel a que mostra a area da regido C.
Qual o valor da area C? Este valor € positivo ou negativo?

g) Inverta a ordem das fungdes f(x) e g(x) e aplique novamente o comando
Integral( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )- Integral(
<Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ). Qual o resultado? Ele ¢
positivo ou negativo? Ao alterar a ordem das integrais, o que acontece com o valor da
area A? Justifique.

Os alunos precisam esbogar as curvas de f(x) = x2 + 1 ¢ g(x) = x + 3 e identificar
as regides abaixo destas curvas. Em seguida, reconhecer a regido C limitada superiormente pela
reta e inferiormente pela parabola.

No intervalo [-1,2] a regido B, abaixo da reta, possui maior area que a regidao A, sob a
parabola, e portanto a regido C serd a diferenca das regides B e A, nesta ordem, ou seja, C =
B — A. Aqui, a apreensdo perceptiva deve estar subordinada a apreensdo discursiva, pois ¢
preciso que os alunos releiam o enunciado para associar corretamente a expressao algébrica da
funcdo a sua respectiva curva. Sem a apreensao discursiva o aluno pode inverter a ordem das
expressoes, chegando ao resultado negativo para a area.

Reconhecendo que a regido C ¢ a diferenca entre as regides B e A, entdo o célculo da
area C ¢ dado por C = f_zl g(x)dx — f_zlf(x)dx.
Ao calcular a area C no GeoGebra, usando duas vezes o comando Integral, ou seja,

digitando no Integral (<g(x)>, <-1>, <2>) - Integral(<f(x)>, <-1>, <2>), obtém-se resultado
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positivo para a area. Contudo, a inversdo da ordem das integrais produz o oposto deste valor,

oriundo da diferenca da area menor A pela area maior B.

3.4.3.2 Analise a posteriori da Atividade 1-3

As atividades do Bloco 3 foram desenvolvidas dia 10 de Abril, logo apds o término das
atividades do Bloco 2, sendo que 19 alunos iniciaram as atividades.

Com ajuda do GeoGebra todos esbogaram as curvas f(x) =x?+1e g(x) =x+3
identificando as respectivas regides A e B, definidas no intervalo [-1,2]. Também ndo tiveram
dificuldades para reconhecer que a regido C estava limitada superiormente pela reta e
inferiormente pela parabola.

Para determinar a regido C em fungdo das regides A e B, os alunos mobilizaram

diferentes registros de representagdo, os quais sdo apresentados nas Figuras 77 e 78.

Figura 76: Multiplos registros usado pelo Aluno 14 para representar a regido C

Fonte: Autora

E possivel observar nessa figura, que o Aluno 14 identificou a 4rea da regido C de duas
formas distintas. No registro grafico-geométrico localizou a regido C, comum as regides A e B.
No registro algébrico, efetuando tratamentos, representou a regido C por Ao= Ap- A4 € também
por C = AN B. Ambas as representacdes algébricas sugerem que ¢ possivel desenvolver a
funcdo de expansdo discursiva, ja que elas ndo mostram tudo que realmente querem informar,
sendo necessario explicitar o que estad nas entrelinhas (DUVAL, 2004). Assim, subintende-se
que ao designar e categorizar as areas A, B e C pelas marcas Ay, Ag € Ac, respectivamente, e
escrever A.= Ap- A0 aluno quis dizer que a area da regido C ¢ a diferenca entre a area B e a
area A. Da segunda representagdo, subintende-se que a regido C ¢ a interse¢@o das regides A e

B.
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Na Figura 78, o Aluno 12 representa a area C no registro discursivo e no registro

algébrico.

Figura 77: Registros usado pelo Aluno 12 para representar a regido C

Fonte: Autora

De acordo com a figura, o Aluno 12 elabora um discurso para explicar o célculo da area
C em fungdo das areas A e B. No registro algébrico, representa a area C pela expressdo B — A.
A exemplo do Aluno 14 (Figura 77), a expressao B — A possibilita a expansdo do discurso,
pois subintende-se que, para o Aluno 12, a 4rea C ¢ a 4rea da regido B subtraida a 4rea da regiao
A. Mais, subintende-se que a representacdo simbodlica B — A sera substituida por valores
numéricos correspondentes as areas B e A, em que a diferenca desses valores representara a
area C.

Cada registro empregado pelo Alunol4 e pelo Alunol2 mostra uma face do objeto em
estudo, que neste caso ¢ a area da regido C. Assim, ao usarem dois registros para representar o
mesmo objeto matematico, os alunos demonstram distinguir o objeto de sua representagao, indo
ao encontro das palavras de Duval (2012c¢, p. 270, grifos do autor) que afirmam que “o recurso
a muitos registros parece mesmo uma condi¢cio necessaria para que os objetos
matematicos nio sejam confundidos com suas representacdes e que possam também ser

reconhecidos em cada uma de suas representacoes”.
. , . . 2
Para o célculo da area C, todos os alunos registraram a escrita C = [~ 1 g()dx —

(x)dx. Orientados na atividade a inverter a ordem destas integrais, perceberam que o sinal
1 g p q

da area C era negativo e justificaram a mudanca de sinal com base na percep¢ao do tamanho
das regides A e B, uma vez que a area B, abaixo da reta g(x) = x + 3, é maior que a area A,

sob a parabola f(x) = x* + 1.
3.4.3.3 Analise a priori da Atividade 2-3

Atividade 2-3 - Considere a regido A limitada pela curva f(x) = 3x3 — 2x € pela
curva g(x) = x.
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Figura 78: Regido limitada entre as curvas f{x) e g(x)

! =11

Fonte: Autora

a) Com base na figura, identifique o intervalo onde a regifio A esta definida.

b) Sem efetuar calculos, apenas observando aregido A em [-1,1], estime o resultado
da integral neste intervalo. Justifique sua resposta.

¢) No GeoGebra, aplique o comando Integral (<Fun¢dao>, <Valor de x Inicial>,
<Valor de x Final>)em [-1,1]. Escreva a integral e seu resultado. Que integrando vocé
utilizou? O resultado coincide com sua estimativa?

d) Modifique a ordem das fung¢des que compdem o integrando e aplique novamente
o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). O
resultado se manteve? Esta integral representa a area A?

e) Observe a posicdo das curvas f(x) e g(x). No intervalo [-1,1] existe uma unica
curva que limita superiormente a regido A e uma Unica curva que limita inferiormente
esta regido? Para que valores de x se consegue garantir a unicidade das fung¢des
limitantes? Escreva estes valores como intervalos em x e para cada intervalo escreva
uma integral definida.

f)  Escreva a integral definida em [-1,0] e aplique o comando Integral( <Fungdo>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Qual o valor da integral ¢ o que ela
fornece?

g) Escreva a integral definida em [0,1] e aplique o comando Integral( <Fung¢do>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Qual o valor da integral ¢ o que ela
fornece? Compare os resultados das integrais em [-1,0] e em [0,1]. Por que estes
resultados sdo iguais?

h)  Por que o resultado da integral no intervalo [-1,1] é nulo? Justifique.

i)  Escreva uma expressio para calcular a area A a partir das integraisem [-1,0] e
em [0,1] e em seguida calcule o valor de A.

j)  E possivel calcular a drea A usando uma tnica integral definida? Caso sim,
escreva esta integral. Caso ndo, justifique.

Partindo da visualizacdo da regido A, espera-se que os alunos identifiquem o intervalo
[-1,1] em que a regido esta definida e estimem o resultado nulo para integral em [-1,1],
justificando o resultado com base na posi¢ao das sub-regides no plano cartesiano. Para isso a
apreensdo perceptiva e operatoria devem conduzi-los a dividir a regido A em sub-regides Al e
A2, compreendidas em [-1,0] e em [0,1] respectivamente e a reconhecer que elas possuem a
mesma area, ja que as curvas possuem simetria central. Mais especificamente, podem ser
divididas em sub-regides All, A12, A21 e A22 em que All e A22 sdo equivalentes e ocupam

posigdes opostas em relagdo ao eixo x, da mesma forma para A12 e A21 (Figura 80).
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Figura 79: Subdivisdes da regido A

1 !

Al12 A22

All A21

Fonte: Autora

A integral em [-1,1] fornece valor nulo, independente do integrando. Os alunos devem
reconhecer que a integral neste intervalo ndo representa a drea ja que, visivelmente, a regidao A
possui area ndo nula.

Espera-se o reconhecimento de que a regido A nao esta limitada superiormente por uma
unica curva e inferiormente por outra nica curva, o que requer a divisdo em sub-regides Al e
A2, conforme definidas anteriormente.

Ao calcular a integral em [-1,0] aparece na tela do GeoGebra o valor 0,75 que
corresponde a subarea Al, e ao calcular a integral em [0,1], aparece o valor 0,75 para a subéarea
A2. Assim, comprova-se que as subareas Al e A2 sdo equivalentes e que a drea A sera a soma
destas subareas.

O questionamento sobre a possibilidade de escrever uma unica integral definida para o
calculo da area A visa a exploragdo das apreensdes perceptiva e operatoria. De fato, busca-se
observar se alunos percebem que, sendo as regides Al e A2 equivalentes, entdo basta calcular

a integral em um dos intervalos [-1,0] ou [0,1] e duplicar o resultado, escrevendo, por exemplo,

a expressdo A = 2.f01[g(x) — f()] dx.
3.4.3.4 Analise a posteriori da Atividade 2-3

Participaram da atividade 17 alunos.

Todos estimaram resultado nulo para a integral em [-1,1]. De fato, partindo da
representacdo da regido A no registro grafico-geométrico, os alunos mobilizaram as apreensdes
perceptiva e operatdria para perceber que a area acima do eixo x era igual a area abaixo deste
eixo e portanto, a integral seria nula. Sobre isso, a Figura 81 apresenta a justificativa do Aluno

10 para a estimativa nula.
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Figura 80: Estimativa do Aluno 10 para a integral em [-1,1]

Fonte: Autora

De acordo com a figura, hd indicios de que o Aluno 10 mobilizou a apreensdo perceptiva
que lhe permitiu ver a simetria da regido A, mesmo sem apresentar calculos matematicos para
confirmar tal simetria. Por meio da apreensdo operatoria e de suas modificagdes mereologica e
posicional, dividiu a regido A em sub-regides com a mesma area, de modo que estavam
posicionadas em lados opostos ao eixo x. Sem ter registrado as modificagdes no papel, é

possivel que ele tenha visualizado a regido de forma semelhante a da figura abaixo:

Figura 81: Inferéncia sobre as subdivisdes da regido A, pelo Aluno 10

A12 A22
TUA11L 7| A21)

Fonte: Autora

A resposta do Aluno 10 também sinaliza que as atividades desenvolvidas no Bloco 2
alcangaram seu proposito de dar condi¢cdes a compreensdo da relagdo entre a posi¢ao da regido
no plano cartesiano e a integral definida. E um indicativo de que, até o momento, as atividades
da sequéncia didatica foram organizadas coerentemente, permitindo a apropriacdo dos
conhecimentos produzidos e a sua aplicacdo em outras situagdes e contextos.

Observando a representacdo da regido A no registro grafico-geométrico, os alunos
perceberam que ela estava limitada superiormente e inferiormente por duas curvas, ora pela
curva f(x), orapor g(x). Com isso, dividiram o intervalo [-1,1] em sub-intervalos para garantir

a unicidade das func¢des limitantes, como se pode perceber na Figura 83.
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Figura 82: Identificagdo das curvas limitantes pelo Aluno 13

Fonte: Autora

Observa-se na figura que a apreensdo perceptiva do Aluno 13 lhe conduziu a efetuar
tratamentos figurais. De fato, ao perceber que a regido precisava estar limitada penas por uma
curva inferior, dividiu o intervalo [-1,1] em subintervalos [-1,0] ¢ [0,1] e identificou as curvas
limitantes em cada subintervalo.

Neste momento da aplica¢do da sequéncia didatica, proximo das 22h, a pesquisadora
percebeu que alguns alunos demonstravam sinais de cansago e requeriam maior tempo para
desenvolver as atividades em comparacdo com as atividades anteriores. Consequentemente,
nem todos os participantes finalizaram esta atividade e as duas atividades posteriores, previstas
para a noite. Sob o olhar da pesquisadora, alguns fatores podem ter interferido para a nao
continuidade das atividades: neste estudo, diferentemente de uma aula expositiva e dialogada,
os alunos sdo agentes ativos no processo de constru¢do do conhecimento, num constante
movimento de a¢des que integram reflexdes, discussdes e registros, o que pode ter exigido
maior esfor¢o dos alunos; o trabalho diurno, visto que a grande maioria dos alunos trabalha no
contraturno das aulas; a dependéncia de 6nibus municipal ou intermunicipal para se deslocar as
suas casas, 0 que provocou a antecipacao da saida dos alunos. A experiéncia da pesquisadora
no magistério superior, mostra que tais fatores ndo sdo exclusivos desta pesquisa, podendo estar
presentes em quaisquer atividades ligadas ao processo de ensino e de aprendizagem. Contudo,
o fato de terem emergidos nesse trabalho, indica que eles devem ser mencionados, mesmo que
ndo se tenha intencdo de discuti-los ou de averigua-los.

Diante do exposto, a atividade foi concluida por 9 alunos, dos quais, a maioria concluiu

que a area A era obtida pela soma das integrais em [-1,0] e [0,1], ou seja, pela expressdo A =

0 1
JLIFG) — g@oldx + [1g(x) — f(x)]dx.
Questionados sobre a possibilidade de usar uma tnica integral para calcular a area A, os
alunos responderam que seria impossivel. A resposta undnime mostra que eles ndo mobilizaram

a apreensao perceptiva e operatdria para reconhecer que a area A poderia ser calculada a partir
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da integral em [-1,0] ou da integral em [0,1], bastando duplicar o seu valor, isto é, A =

2.J,190) ~ f)] dxoud = 2. [ [f (x) — g ()] dx.

Para auxiliar os alunos a reconhecerem a 4rea A escrita a partir de uma unica integral,
sugere-se modificar e acrescentar outros itens a atividade. No enunciado, por exemplo, ao invés
de questionar a existéncia desta possibilidade, poder-se-ia afirma-la deixando os alunos
refletirem sobre a afirmac¢do. Também poderiam ser exploradas regides simétricas, dando

indicativos da relagdo entre a simetria e a escrita algébrica de uma unica integral.

3.4.3.5 Analise a priori da Atividade 3-3

Atividade 3-3 - Seja a regido S limitada pelas curvas dadas na figura a seguir:

Figura 83: Regido S entre trés curvas

F@E

gx) =x

Fonte: Autora

a) Identifique aregido S pintando-a. Escreva o intervalo onde ela esta definida.

b) Observe a posicdo das curvas f(x), g(x) e h(x). No intervalo onde a regido S
esta definida, existe uma tinica curva que limita superiormente a regido ¢ uma unica
curva que limita inferiormente esta regidao?

c) Calcule a area S e descreva o procedimento utilizado.

Espera-se que o aluno identifique o intervalo [0,2] e a 4rea S conforme figura abaixo:

Figura 84: Regido S

Fonte: Autora
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No intervalo [0,2] hd uma unica curva limitante superior, mas ha duas curvas que
limitam inferiormente a regido S. Neste caso as apreensdes perceptiva e operatdria precisam
conduzir os alunos a dividirem a regido em duas sub-regides S1 e S2, em que cada sub-regido

contenha apenas uma curva limitante superior e outra curva limitante inferior, conforme figura:

Figura 85: As sub-regides S1 e S2
1f(x) =2x
h(x) = x?

glx) =x

Fonte: Autora

De acordo com a Figura 86, a regido S1 esta definida no intervalo [0,1] enquanto que
S2 esta definida em [1,2]. As integrais associadas a estas regides sio S1 = [ 01 [f(x) —g(x)]dx
eS2= | 12 [f(x) — h(x)]dx que resultam nos valores 0,5 e 0,67, respectivamente.

A é4rea da regido S serd a soma das subareas S1 e S2, ou seja, S=

LTf(0) = g(ldx + [7[f(x) — h(x)]dx = 0,5+ 0,67 = 1,17u.a.

3.4.3.6 Analise a posteriori da Atividade 3-3

Dos 9 alunos que finalizaram a atividade anterior, 6 desenvolveram esta atividade e a
atividade posterior. De inicio eles identificaram a regido S, no registro grafico-geométrico,

limitada pelas curvas f(x) = 2x, g(x) = x e h(x) = x?. Entretanto, nem todos reconheceram

o intervalo de integracao [0,2]:

Tabela 15: Intervalo de integracdo relativo a regido S

Intervalo de integracio Alunos
[0,2] Aluno 10, Aluno 11, Aluno 12
[0,3/2] Aluno 5, Aluno 13, Aluno 15

Fonte: Autora



147

De acordo com a Tabela 15, dos 6 participantes, 3 identificaram corretamente o intervalo
[0,2] e os outros 3, o intervalo [0,3/2].

Ap0s encontrarem o intervalo de integragdo, todos perceberam que a regido estava
limitada superiormente por uma Unica curva e inferiormente, por duas curvas.

Na sequéncia da atividade, foi solicitado que descrevessem procedimentos para o
calculo da 4rea S. Reconhecendo a necessidade de decompor a regido em sub-regides, de modo
que cada sub-regido ficasse limitada inferiormente por uma tUnica curva, todos os alunos
realizaram a operagdo de reconfiguragdo intermediaria. Esta operagdo foi registrada pelo Aluno

12:

Figura 86: Tratamento figural realizado pelo Aluno 12

/

| reak 2%/

V&3 T ;
‘ / Trago vertical
|
F ¥ g (x)=x

Fonte: Autora

Nesta figura, o trago vertical que representa a operagdo de reconfiguragdo mostra que o
aluno operou sobre a regido S, decompondo-a em duas sub-regides. A regido, antes limitada
inferiormente pelas curvas g(x) = x e por h(x) = x2, agora pode ser visualizada como unido
de duas sub-regides, definidas nos intervalos [0,1] e [1,2], cada uma limitada inferiormente por
apenas uma das curvas.

Partindo da reconfiguracdo intermedidria, seja mental ou figural, os 3 alunos que
identificaram o intervalo de integracdo [0,2] converteram a representacdo da regido S no

registro grafico-geométrico em uma representagdo no registro algébrico. Desta maneira,
calcularam a area S pela expressdo algébrica S = fol [f(x) — g()ldx + [ 12 [f(x) — h(x)]dx .

A Figura 88 exemplifica o procedimento usado por um dos alunos.
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Figura 87: Calculo da éarea S pelo Aluno 10

Fonte: Autora

Aqui, o aluno compreendeu que a area S era obtida pela soma das areas das sub-regides
definidas em [0,1] e [1,2] e por esta razdo escreveu uma expressdo algébrica contendo as
integrais definidas nestes intervalos. Ademais, para verificar o resultado obtido, usa o software,
conforme descrito em lingua natural “conferido da mesma maneira no GeoGebra”.

O Aluno 10, o Aluno 11 e o Aluno 12 que identificaram corretamente o intervalo de
integracao [0,2] ndo estavam proximos uns dos outros, mas desenvolveram a atividade de forma
bastante semelhante: identificaram o intervalo [0,2], fizeram a decomposicao da regido S em
duas partes, escreveram uma expressao algébrica envolvendo integrais definidas e encontraram
o valor 7/6 para a érea.

J& os alunos que identificaram o intervalo [0,3/2], estavam sentados proximos uns dos
outros e apos discutirem em trio a questdo, registraram o mesmo procedimento para calcular a

area S. Tal procedimento inicia-se com a reconfiguragdo mostrada abaixo:

Figura 88: Reconfiguracdo intermediaria desenvolvida pelo Aluno 13

4 /

| fle) = 2x 4

Blvh—y"

Trqgo

£V g(x) =x
\\ 9 Valor x =1,5
| &7 Limite superior x = 2
“ ‘ = 7?‘/

T
Fonte: Autora
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A Figura 89 revela que a apreensdo perceptiva do Aluno 13 comandou a apreensio
operatoria, permitindo-lhe efetuar tratamentos. O trago indica a operacdo de reconfiguracdo e
sinaliza a mesma compreensdo do Aluno 10, do Aluno 11 e do Aluno 12, acerca da necessidade
de decompor a regido S em duas sub-regides. A partir do traco desenhado, a regido foi
decomposta em duas sub-regides, definidas em [0, 1] e em [1, 3/2], sob a condi¢@o de que cada
sub-regido estivesse limitada por uma Uinica curva superior e por outra Unica curva inferior.

Ainda observando a figura, percebe-se que o Aluno 13 registrou, equivocadamente, o
intervalo de integracdo [0,3/2]. Este equivoco pode estar relacionado a desatencdo ou a escala
gréafica escolhida. Neste ultimo caso, se a escala fosse composta por numeros inteiros, talvez o
aluno tivesse visualizado e registrado corretamente o intervalo [0,2]. Ademais, quando ele
observa no eixo x o valor 1,5, para o limite superior de integragcdo, mas escreve-o na forma 3/2,
efetua espontaneamente a conversao do registro decimal para o registro fracionario.

Ap6s decomposta a regido S, o Aluno 13 registra a seguinte expressao algébrica para o

calculo da area:

Figura 89: Calculo da area S pelo Aluno 13

\i T\ S %‘\1,*7} - \\- : noudx

N e e o)

Fonte: Autora

Conforme Figura 90, para calcular a area S o aluno escreve uma expressao algébrica

contendo trés integrais definidas, cada uma representando a area abaixo de uma determinada
curva e definida em um subintervalo de [0,3/2]. Assim, a integral [ 03/2 f(x)dx representa a area
abaixo da reta f(x) = 2x, em [0,3/2]; a integral fol g(x)dx representa a area da regido abaixo
da reta g(x) = x em [0,1]; e a integral f13/2 h(x)dx, a 4rea sob a pardbola h(x) = x2, em
[1,3/2].

Buscando interpretar e compreender o raciocinio do Aluno 13, foi criada a Figura 91

para mostrar as areas sob cada curva e também a 4rea S, oriunda da operagdo entre essas areas.
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Figura 90: Interpretagdo da autora para o procedimento descrito pelo Aluno 13

05 o 08 1 15 2 05 o 05 1 15 2

Area abaixo da curva f(x) = 2x, Area abaixo da curva g(x) = x, Area abaixo da curva h(x) = x2,
em [0,3/2] em [0,1] em [1,3/2]
s _ .2
£x) = 2x h(x) =x
: gl =x

Area S entre as curvas f(x) = 2x, g(x) = x e h(x) = x%em [0,3/2]

Fonte: Autora

Observando a expressdo algébrica apresentada na Figura 90 e tomando por base a Figura
91, infere-se que o Aluno 13 desenvolveu tratamentos figurais para encontrar o valor da area S.
Inicialmente considerou a maior area, que correspondia a regido sob a curva de f(x) = 2x,
definida em [0,3/2], e subtraiu desta, as areas menores correspondentes as regides sob a curva
g(x) = x, definida em [0,1], € sob a curva h(x) = x?2, definida em [1, 3/2]. Com isso, 0 aluno
chegou ao valor de 0,96 para a area.

A reconfiguracdo desenvolvida pelo Aluno 13 foi importante para o start da resolugio
da atividade, pois lhe proporcionou antecipar tratamentos necessarios ao calculo da area. No
entanto, o desenvolvimento do aluno confirma o que Flores e Moretti (2006) concluiram acerca
de que a reconfigurag@o nio garante a obten¢ao do resultado correto, pois ha outras percepgdes
ou calculos envolvidos na atividade. Nesta situagdo, faltou reconhecer, no inicio da resolugao,

o correto intervalo de integracao [0,2].
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Vale ressaltar que se o Aluno 13 tivesse identificado corretamente o intervalo de

integracdo e efetuado este mesmo raciocinio, teria encontrado o valor da area S, que

corresponde a 2 = 1,1666 ... comprovando a validade do procedimento utilizado.

3.4.3.7 Analise a priori da Atividade 4-3

Atividade 4-3 - Com base nas atividades do Atividades Tese e observando a regido
A limitada pelas curvas das fungdes f(x) e g(x), escreva um texto que sirva de
orientacdo para outro aluno que conhece integrais, mas ndo sabe como encontrar a
area de uma regido limitada entre curvas no intervalo [a,b]:

Figura 91: Regido A
1 4

g(x f)

-1 4

Fonte: Autora

Esta atividade explora a conversdo do registro grafico-geométrico para o registro
discursivo.

Espera-se que os alunos descrevam, usando a lingua natural e a lingua formal, a maneira
para calcular a 4rea da regido, tendo por base a visualizacdo da regido. Assim, eles devem

identificar o intervalo de integragdo [a,b], reconhecer a necessidade de dividir a regido em duas
sub-regides definidas em [a,0] e [0,b], ¢ apresentar a expressdo algébrica f; [g(x) — f(x)]dx +

) Ob [f(x) — g(x)]dx para o célculo da 4rea da regido.

3.4.3.8 Analise a posteriori da Atividade 4-3

Nesta atividade, a intengdo maior era propiciar aos alunos o transito entre os registros
grafico-geométrico e discursivo. A elaboracdo de um discurso faz com que os alunos nao
somente reflitam sobre os elementos pertinentes da representacdo visual, mas construam um
pensamento matematico logico e organizado de modo que o texto se torne compreensivel para

quem faz a sua leitura.
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Os 6 participantes identificaram a regido A no registro grafico-geométrico e embasados
na visualizacdo, elaboraram um discurso que visava orientar outros alunos que conheciam o
conceito de integral, mas ndo estudaram a integral no calculo de area.

Para elaborar seu discurso, a Aluno 10 considerou a ideia usada na sequéncia didatica e

elaborou um texto que remetia ao uso do GeoGebra:

Figura 92: Discurso sobre o calculo de areas via integrais, pelo Aluno 10

Fonte: Autora

O discurso do Aluno 10 instiga o uso de recurso computacional para esbogar as curvas
da funcdo e para calcular as integrais definidas. Estd implicito em sua resposta que ele
reconheceu as condigdes necessarias para calcular a area da regido. Assim, dividiu a regido em
duas sub-regides, tendo o cuidado para garantir que cada sub-regido ficasse limitada superior
por uma curva e inferiormente por outra curva, associou cada sub-regido a uma integral definida
e concluiu que a area da regido era a soma das areas das sub-regides.

Os outros 5 alunos também conseguiram elaborar um texto no registro discursivo, de
forma semelhante ao do Aluno 10, porém nao se reportaram ao uso computacional.

Ao elaborar um discurso, os alunos foram desafiados a refletir € a escrever com atengao
aquilo que compreenderam ou que consideraram relevante sobre o objeto em estudo. Essa tarefa
visava contribuir para o desenvolvimento da autonomia do aluno, ao mesmo tempo que serviu
para informar a pesquisadora as compreensodes dos alunos. Atividades deste tipo, que tratam da
conversao do registro grafico-geométrico para o discursivo ndo sdo comuns em livros textos de
Calculo ou em sala de aula. Por esta razdo, planejou-se a atividade para exigir um pensar de
modo diferente, que vai de encontro aquele tradicionalmente apresentado em sala de aula e que

tende a priorizar a passagem da escrita discursiva para a algébrica ou da algébrica para a gréfica.
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3.4.4 Analises a priori e a posteriori das atividades do Bloco 4

BLOCO 4 - Area equivalente

O objetivo deste bloco de atividades ¢ mostrar aos alunos que a regido A, associada a

: : . b b : . o
diferenga entre as integrais fa g()dx — fa f(x)dx, possui a mesma area que a regido B,

associada a integral f:(g(x) —f (x))dx.

Em livros textos de Calculo, os problemas de areas via integral partem do esbogo das

curvas de f(x) e de g(x) e da visualizagdo da regido A limitada entre tais curvas. Todavia, o

calculo algébrico utiliza a integral f:(g(x) —f (x))dx, a qual esta associada a uma outra

regido B, sequer apresentada nestes materiais. Assim, espera-se que os alunos explorem as

regides A e B, percebendo que apesar de terem formatos distintos, sdo regides equivalentes,

isto ¢, possuem a mesma area. Mais, que percebam a existéncia de inGimeras regides

equivalentes a regido A e a0 mesmo tempo, saibam como encontra-las por meio de tratamentos

figurais ou algébricos.

3.4.4.1 Analise a priori da Atividade 1-4

<)

d)

e)

Atividade 1-4 - Sejam as fungdes f(x) = x e g(x) = x2.

Esboce as curvas no mesmo plano cartesiano e identifique a regido C limitada por
f(x) e por g(x). Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese. Em
seguida, observe a posic¢do de cada curva, uma em relago a outra.

Que func¢@o limita superiormente a regido C?

Que funcao limita inferiormente a regido C?

Escreva uma expressdo matematica que forneca a area C em funcdo da integral de
f(x) e em fungdo da integral de g(x).

No GeoGebra, calcule a area C, usando duplamente o comando Integral, da forma
Integral (<Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) - Integral
(<Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Escreva a integral definida
e anote o resultado.

No GeoGebra, calcule novamente a area C, usando uma tinica vez o comando Integral
(<Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Ao aplicar uma tinica vez o
comando [nfegral ¢ mostrada na tela do GeoGebra uma outra regido D que ndo
coincide com aregido C. O valor da area C e da area D sdo iguais? Como o GeoGebra
entendeu a fungdo integrando f(x) — g(x) utilizada no comando Integral?
Justifique sua resposta. Faga um print da tela salvando-o no arquivo Atividades Tese.
A regido D esta limitada superiormente pela curva de uma fun¢@o que sera chamada
h(x). Encontre a expressao algébrica da fungdo h(x) e descreva como a encontrou.
Em seguida esboce o grafico de h(x) no GeoGebra. Faga um print da tela e salve no
arquivo Atividades Tese.

A fungdo h(x) ndo ¢é unica. Ela pode ser escrita de diferentes maneiras por fungdes
F(x) e G(x), que ao serem subtraidas, voltam a expressdo h(x). Por exemplo,
Fx)=x+1¢e G(x)=x%2+1 formam H(x) =(x+1)— (x> + 1) em que a
regido abaixo desta H(x) possui mesma area de h(x) = x — x2. Encontre outras
fungdes F(x) e G(x) e escreva uma nova expressdo para H(x), de modo que a area
desta regido se mantenha equivalente as areas C e D.
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g) Oculte os graficos de f(x), g(x) e h(x) esbogados anteriormente (para isso, no
GeoGebra, clique sobre a bolinha azul em frente as expressoes algébricas das referidas
fun¢des). Em seguida, esboce o grafico das fungdes F(x) e G (x) que vocé encontrou
e identifique a regido limitada por estas curvas, pintando-a. Faca um print da tela e
salve no arquivo Atividades Tese. Escreva a integral que fornece a area desta regido
e calcule esta area. Como s@o chamadas as regides que possuem a mesma area?

Da apreensdo perceptiva os alunos devem identificar a regido C e reconhecer que ela
esta limitada superiormente pela reta e inferiormente pela parabola no intervalo [0,1], conforme

Figura 94.

Figura 93: Regido C

05 Regido C

05 05 1

Fonte: Autora

Como a regido C é determinada pela a diferenga entre duas regides, abaixo de f(x) = x

e abaixo de g(x) = x?2, respectivamente, entdo sua area ¢ calculada pela expressdo algébrica

1 1
C=[, f(Xdx— [ glx)dx.
Para calcular a area C, usando duas vezes o comando Integral, o aluno deve inserir no

GeoGebra o comando Integral (x,0,1) - Integral (x2,0,1) que corresponde a expressdo C =

1 1 . . , , . ~
J, F)dx — [ g(x)dx. Feito isso, obtém-se o resultado 0,17 para a area C. A inversdo da
ordem das integrais produz o oposto da 4rea C, visto que a area associada a | 0 g(x)dx é menor

, . . rl
que a 4rea associada a [ f(x)dx.

Para calcular a 4rea C, usando o comando Integral uma tnica vez , o aluno deve perceber
que o integrando, anteriormente representado por f(x) ou por g(x), agora ¢ substituido pela
expressdo f(x) — g(x). Ao executar o comando Integral no GeoGebra, o software considera
a diferenga de f(x) e g(x) como uma tnica fungdo h(x) e mostra a regido abaixo do grafico
de h(x) (Figura 95).

Neste momento, em que sdo explorados tratamentos, ¢ importante que os alunos

percebam que operar algebricamente com fungdes resulta em uma outra fungdo com

caracteristicas distintas das fun¢des componentes. Atrelados aos tratamentos algébricos estao
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os tratamentos figurais, que acabam transformando uma dada regido em outra regido, com
formato distinto, porém com a mesma area.

Para encontrar a expressdo algébrica de h(x) basta observar a propriedade da integral

C=[ fdx— [ gt)dx= [ (f(x) = g(x))dx e reconhecer h(x)= f(x)— g(x) =

x — x2. A curva h(x) e aregido abaixo dela é apresentada nesta figura:

Figura 94: Curva A(x) e regido D

0.5

7

Aqui, a curva h(x) ¢ uma parabola voltada para baixo, cujas propriedades sdo distintas

Regido D
05

Fonte: Autora

das curvas de f(x) = x e de g(x) = x2. Contudo, em observagdo a propriedade da integral
C = f: f)dx — f: g(x)dx = f: (f(x) — g(x))dx, a area D sob a curva h(x) é equivalente
a area C, limitada entre f(x) e g(x), mostrada na Figura 94.

Para encontrar outra fungdo H(x), cuja area abaixo do grafico seja equivalente as areas
C e D, os alunos precisam realizar tratamentos com representagdes de funcdes F e G no registro
algébrico. Para exemplificar, sejam as fungdes F(x) = x + 1 e G(x) = x2 + 1. Por meio de
tratamentos algébricos obtém-se H(x) = (x + 1) — (x? + 1), cuja representagdo grafico-

geométrica da regido sob esta curva ¢ ilustrada abaixo:

Figura 95: Outra regido equivalente as regidoes C e D
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Fonte: Autora
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Na Figura 96, a regido E limitada pelas curvas F(x) = x + 1 e G(x) = x? + 1 possui

formato diferente das regides C e D. Entretanto, as trés regides sdo equivalentes entre si.

3.4.4.2 Analise a posteriori da Atividade 1-4

Na noite de 17 de Abril foram aplicadas as atividades dos blocos 4 e 5 aos 16 alunos
presentes.

Com auxilio do GeoGebra, converteram as representagdes das fungdes f(x) = x e
g(x) = x? no registro algébrico para representagdes no registro grafico. Em seguida
identificaram a regido C, reconhecendo que f(x) = x ¢ g(x) = x2, nesta ordem, limitavam

superior e inferiormente a regido:

Figura 96: Regido C, pelo Aluno 3

1

Regido C

Fonte: Autora

Observando o print de tela feito pelo Aluno 3 é possivel perceber que a regido C esta
limitada entre as curvas (x) = x e g(x) = x2.

Para encontrar a area C, em fungdo da integral de f(x) e da integral de g(x), todos os
alunos escreveram a expressdo algébrica C = fol f(x)dx — fol g(x)dx. Usando duplamente o

comando Integral, a referida expressdo foi inserida no GeoGebra na forma Integral (x, 0, 1) —
Integral (x?, 0, 1). Desta maneira, o software forneceu, na janela da 4lgebra, o valor 0,17 para
a area e manteve inalterada a representacdo da regido C, no registro grafico-geométrico,
conforme Figura 97.

Em seguida, a atividade orientava os alunos a aplicarem o comando /ntegral uma tnica
vez. Nesta situagdo, o0 GeoGebra mostrou a imagem da Figura 98, capturada pelo print de tela

feito pelo Aluno 3.
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Figura 97: Regides C e D, pelo Aluno 3

Regido C
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Fonte: Autora

Observando a figura, percebe-se que, ao usar uma tnica vez o comando Infegral, uma
outra regido D foi gerada, com formato distinto da regido C, porém com a mesma area 0,17.
Neste momento, em que foram questionados sobre a origem da regido D e sobre possiveis
relagdes entre as regides C e D, os alunos precisaram refletir e interpretar os dados inseridos no

GeoGebra para justificarem a imagem mostrada na tela.
Comparando a integral C = fol fx)dx — fol g(x)dx, registrada no papel, com a

) 1 o : N

integral C = fO [f(x) — g(x)]dx, inserida no GeoGebra a partir da aplicagdo do comando
Integral uma tUnica vez, todos perceberam que as areas eram iguais e que a area C estava
associada a primeira expressao enquanto que a area D estava associada a segunda integral. Com

isso, conjecturaram relagdes, sendo uma delas apresentada abaixo:

Figura 98: Conjectura do Aluno 10

OO O wWAD s e o LyVASAA NWCET

Fonte: Autora

Questionado sobre o valor das areas C e D, o Aluno 10 afirmou que ‘sdo iguais’, isto &,
possuem a mesma area, apesar de formatos distintos. Quanto a apari¢ao da regido D na tela do
GeoGebra, justificou que ao usar o comando /ntegral uma Unica vez, precisou escrever a fungao
integrando da forma L(x) = x — x? e o software interpretou-o como uma nova fungdo,
apresentando a regido parabolica sob a curva L(x) em [0,1], denominada regido D.

Na sequéncia da atividade, explorou-se regides equivalentes as regides C e D, por meio de

conversdes ¢ de tratamentos. Para isso, os alunos buscaram representagdes de fungdes no
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registro algébrico que, ao serem convertidas para o registro grafico-geométrico, produzissem
regides com areas iguais a C e D. Nas Figuras 100 e 101, o Aluno 2 explicita o que pensou para

encontrar uma regido equivalente as regides C e D.

Figura 99: Encontrando regides equivalentes as regides C e D, pelo Aluno 2
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Fonte: Autora

Nesta figura, partindo de fungdes polinomiais do segundo grau, o Aluno 2 realiza
tratamentos no registro algébrico para verificar que a regido entre as curvas F(x) e G(x) é
equivalente as regides C e D. De fato, ele mostra que a diferenca entre as fungdes F(x) e G(x)
escolhidas resulta na fungdo integrando original, que é dada por f(x) — g(x) = x — x2.

Determinadas as fungdes algébricas F(x) e G(x), com auxilio do GeoGebra o Aluno 2

realiza uma conversao para identificar a regido procurada:

Figura 100: Regido equivalente as regides C e D, criada pelo Aluno 2
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Fonte: Autora
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O print de tela mostrado na Figura 101 revela que o aluno efetuou a conversdao das
representagdes das fungdes F(x) = 2x2 + x + 2 e G(x) = 3x? + 2 no registro algébrico para
o registro grafico. Observando as curvas esbogadas ¢ possivel identificar a regido equivalente
as regides C e D.

De forma semelhante ao desenvolvimento do Aluno 2, os demais alunos também
encontraram representagdes de fungdes no registro algébrico e converteram-nas no registro
grafico, identificando regides equivalentes a regido inicial.

Esta atividade proporcionou aos alunos a compreensdo de que € possivel encontrar

diversas regides equivalentes e que a area de uma regido pode ser calculada por uma expressao

que contém duas integrais, da forma f: fx)dx — f: g(x)dx ou por apenas uma integral, a

saber, f: [f(x) — g(x)]dx.

3.4.4.3 Analise a priori da Atividade 2-4

Atividade 2-4 - Considere a integral f_oz (x% + 2x)dx.

a) Seja h(x) a fungdo integrando correspondente a integral dada. Esboce a curva
h(x) e identifique a regido A no intervalo dado. Calcule a integral por meio do
comando Integral (<Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) e anote o
resultado. Escreva como encontrar a area da regido A. Faga um print da tela e salve
no arquivo Atividades Tese.

b) Encontre uma regido B que seja equivalente a regido A e descreva o
procedimento utilizado.

c¢) Represente graficamente a regido B e faga um print da tela, salvando em
Atividades Tese.

d) Como provar que a regido B ¢ equivalente a regido A?

e) Enuncie um problema que envolva a integral f_oz (x? + 2x)dx.

Espera-se que os alunos esbocem a curva h(x) = x2 + 2x e identifiquem a regido A

limitada entre esta curva € 0 €ixo x:

Figura 101: Regido A
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Fonte: Autora
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Para obter uma regido equivalente a regido A, os alunos devem efetuar tratamentos
algébricos para encontrar fungdes componentes de h(x), lembrando que a diferenga entre estas
componentes deve resultar na expressio x? + 2x. Uma solugdo, por exemplo, é considerar as

fungdes componentes f(x) = —2x e g(x) = x?, que produzem a regido B abaixo:

Figura 102: Regido B

Regido B 1
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Fonte: Autora

Para comprovar que as regides A e B sdo equivalentes basta calcular as integrais A =
f_oz(x2 +2x)dxeB = f_oz[(xz) — (—2x)]dx e verificar que possuem o mesmo valor, porém
opostos, devido a posi¢ao das regides em relacdo ao eixo x.

Enunciar um problema que envolva a expressao f_oz (x% + 2x)dx implica em converter

a representagdo da integral no registro algébrico em uma representag@o no registro discursivo.
Esse sentido de conversao, ndo tratado em livros textos de Calculo e também em sala de aula,

possibilita explorar a variedade de discursos possiveis para um mesmo problema.
3.4.4.4 Analise a posteriori da Atividade 2-4

Participaram desta atividade 16 alunos.

Diferentemente das atividades de blocos anteriores, em que os registros de partida eram
o registro discursivo ou o registro grafico-geométrico, nesta atividade partiu-se do registro
algébrico. Isso porque, como ja mencionado, a proposta dessa pesquisa consiste em contemplar
os diferentes registros de partida, considerando-os num mesmo patamar de importancia para o

processo de ensino e de aprendizagem do Célculo.
Partindo da integral f_OZ (x? + 2x)dx, todos os alunos esbogaram a curva que

corresponde a fungdo h(x) = x2 + 2x e identificaram a regido A acima desta curva e abaixo

do eixo x.
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Para encontrar a area A, justificaram que era necessario mais do que calcular a referida

integral, conforme Figuras 104 e 105.

Figura 103: Identificagdo da regido A, pelo Aluno 9

\ h e’:=,= 1
;}f‘é X0 ¥ \}V “)j{ \%ik

i \
/\/ﬁ (j [LJ I,Jh\ Y l ( ] :

] —\ 3
I N 74 )
= i e o f ek

f A !',' l} /! 7‘ f "‘_f ,’ /«ri 1 +J ; /2§ 3

Fonte: Autora

Aqui, 0 Aluno 9 mobilizou a apreensao perceptiva para reconhecer que a regido A estava
posicionada abaixo do eixo x e consequentemente, a integral associada a regido seria negativa.
Reconhecendo que a drea ¢ uma grandeza ndo negativa, usou o registro discursivo para justificar

que a area poderia ser obtida aplicando o modulo a integral.

Figura 104: Identificacdo da regido A, pelo Aluno 16

&fﬁ J}LU(XL«'»LXJJK: .33 \

Draz - s 101 de

Fonte: Autora

O Aluno 16 identificou a regido A e calculou a integral de f(x) = x2 + 2x em [-2,0],
encontrando resultado -1,33. Percebendo que o resultado negativo ndo correspondia a 4rea da
regido, representou a area, no registro algébrico, pela integral multiplicada pela constante -1.

Tanto o Aluno 9 quanto o Aluno 16 usaram dois registros para representar a area A. O
primeiro representou-a no registro grafico-geométrico e no registro discursivo enquanto que o

segundo utilizou o registro grafico-geométrico e o algébrico. Mesmo nao sendo congruentes as
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representacdes, a conversao ndo foi um problema para os alunos. Isso demonstra que eles

reconheceram o objeto drea em suas diferentes formas, o que ¢ uma condi¢do para a

aprendizagem matematica, segundo Duval (2004).
Para explorar regides equivalentes a regido A, todos os alunos encontraram
representacdes de fungdes no registro algébrico que, quando convertidas no registro grafico-

geométrico, produziram regides com a mesma area A. O procedimento empregado pelo Aluno

10 ¢ apresentado a seguir:
Figura 105: Procedimento do Aluno 10 para encontrar uma regido B
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Etapa II - Representacdes das fungdes no registro grafico-geométrico

Etapa III - Equivaléncia entre as regides A ¢ B

Fonte: Autora

Na Etapa I o aluno encontrou duas fungdes polinomiais de terceiro grau, p(x) e q(x), e
justificou discursivamente os tratamentos efetuados no registro algébrico, afirmando que a
diferenga entre as fungdes resultaria na representacdo da fungdo h(x) = x? + 2x. Fazendo

isso, garantiu que a regido limitada por tais fun¢des seria equivalente a regido A. Na Etapa II,
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converteu as escritas algébricas de p(x) e q(x) em representagdes graficas para identificar a
regido B, limitada pelas curvas cubicas. Na Etapa III, associando as regides A e B a suas

respectivas integrais e efetuando tratamentos no registro algébrico, mostrou que tais regides
: . : 0 : .

estavam associadas a mesma integral f_z(x2 + 2x)dx, dada no enunciado da atividade. Com

isso, reafirmou a equivaléncia das areas A e B.

Dos 16 participantes, 11 desenvolveram procedimento semelhante ao do Aluno 10,
chegando a uma regido B limitada entre duas func¢des polinomiais. Os outros 5 alunos

encontraram uma regido B limitada por uma curva polinomial e pelo eixo x, conforme retrata a
Figura 107.

Figura 106: Procedimento do Aluno 14 para encontrar uma regido B
Etapa I — Representagdo da fungdo no registro algébrico
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Fonte: Autora

Na Figura 107, infere-se da Etapa I que o aluno, ao considerar a fungdo A(x) = — x% —
2x, oposta a fun¢do dada h(x) = x2 + 2x, percebeu que esta tiltima curva sofreria uma rotagdo
em torno no eixo x. Por meio do movimento de rotac¢do, o aluno desenvolveu a modificacao

posicional, que esta atrelada a apreensdo operatoria e que consiste em alterar apenas a posi¢cao
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e a orientacdo da figura inicial (DUVAL, 2012a). Posteriormente, a representagdo da fungao
Ax = — x? — 2x no registro algébrico foi convertida para o registro grafico, possibilitando a
identificacdo da regido B, conforme Etapa II. Para verificar a equivaléncia das regides, na Etapa
I1I, o aluno recorreu ao registro discursivo para afirmar que bastava calcular as integrais das
fungdes h(x) e A(x), no intervalo [-2, 0].

Até esse momento da atividade, os alunos exploraram tratamentos no registro figural e
no registro algébrico, bem como efetuaram conversdes em diferentes sentidos. Porém, faltava

explorar a conversdo do registro algébrico para o discursivo, a qual foi contemplada quando a
atividade propunha criar um problema envolvendo a integral f_oz (x? + 2x)dx.

Partindo da representacdo da integral no registro algébrico, os alunos elaboraram seus
discursos. A grande maioria usou termos que apareceram na sequéncia didatica, a saber,
“Calcule a area limitada por...”, “Esboce as curvas e identifique a 4rea da regido...”, “Encontre
as fungdes limitantes da regido...”. Isso revela que eles optaram por ndo se arriscar a escrever
algo diferente daquilo trabalhado nas atividades. Entretanto, 2 alunos elaboraram problemas,

fugindo um pouco deste padrdo textual. Um dos problemas ¢ exibido na Figura 108.

Figura 107: Problema elaborado pelo Aluno 10

Fonte: Autora

De acordo com a figura, o Aluno 10 elaborou um problema envolvendo a area de uma
praga e ndo se limitou aos termos citados anteriormente, empregados pela grande maioria dos
colegas. Nao era pretensdo da atividade estimular a criatividade dos alunos, mas percebe-se que
o aluno buscou contextualizar a situa¢do. O problema enunciado pode ser considerado real, ja
que pragas, muitas vezes possuem formatos geométricos cuja area nao pode ser calculada pela
Geometria Euclidiana, necessitando de conhecimentos do Célculo Integral.

A conversao do registro algébrico para o discursivo ndo ¢ contemplada em livros de
Célculo. Sabendo que estes materiais sdo, por vezes, a Unica ou a mais frequente ferramenta
utilizada por professores e alunos no processo de ensino e de aprendizagem, acaba-se

trabalhando sempre os mesmos sentidos de conversao.
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Portanto, esta atividade vai na contramdo das abordagens tradicionais do ensino de

Célculo que privilegiam as conversdes do registro discursivo para o algébrico ou do algébrico

para o grafico.

3.4.5 Analises a priori e a posteriori das atividades do Bloco 5

BLOCO 5 — Mudanca de variavel

Saber quando integrar em relagdo a varidvel x ou em relagdo a varidvel y pode facilitar

o calculo da area de uma regido. Assim, visando dar condigdes aos alunos para decidirem sobre

qual variavel utilizar no processo de integracdo, foi planejado este bloco de atividades.

A primeira atividade apresenta dois caminhos para o calculo da &rea: o Caminho I que

considera a integral em relagdo a variavel x e o Caminho II que aborda a variavel y.

Na segunda atividade, os alunos devem escolher um dos caminhos para calcular a area

da regido e justificar o porqué da escolha.

3.4.5.1 Analise a priori da Atividade 1-5

Atividade 1-5 - Considere a regido A limitada pelas curvasy = 2+ x e y2 = x + 4.
Sdo apresentados dois caminhos para a resolugdo desta atividade. Desenvolva os
procedimentos especificados em cada caminho.

Caminho I: Integrar em relagdo a variavel x

No GeoGebra:

a) Esboce as curvas no mesmo plano cartesiano, identifique a regido A e o intervalo
de integracdo. No GeoGebra, digite diretamente no Campo de Entrada, as expressoes
2 4+ x e y? = x + 4. Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese.

b) Observando a regido A e sem fazer calculos, explique de modo sucinto, como
encontrar a area desta regido.

¢) Calcule a integral em [-4,0] usando o comando Integral( <Fun¢do>, <Valor de
x Inicial>, <Valor de x Final> ). Ao usar este comando aparece na tela do GeoGebra
a mensagem de erro “subtragdo invalida”. Observe que no intervalo [-4,-3] a regido A
¢ limitada superior € inferiormente pela mesma curva, a conica y2 = x + 4, o que
mostra que ela ndo ¢ funcdo. Esta regido precisa atender a condigdo de ser limitada
superiormente por uma unica curva de fung¢io e inferiormente por outra dnica curva
de funcdo. Sendo assim, reescreva a conica y? = x + 4 como duas funcdes de x, ou
seja, encontre fungdes y; (x) e y,(x) de modo que esta condicao seja satisfeita.

d) Sem apagar as curvas ja existentes na tela do GeoGebra, esboce as curvas de y, e
y,, identificando cada curva com uma cor diferente. Faca um print da tela e salve no
arquivo Atividades Tese.

e) Observe a posicdo das trés curvas y = 2 + x, y,(x) e y,(x). No intervalo [-4,
0] existe uma tnica curva que limita superiormente a regido A e uma Uinica curva que
limita inferiormente esta regido? Caso nao, observe para que valores de x se consegue
garantir a unicidade das fung¢des limitantes. Escreva estes valores como intervalos.
Para cada intervalo escreva uma integral definida e calcule o valor das integrais.

f)  Calcule a integral em cada intervalo, usando o comando Integral( <Fung¢do>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Escreva uma expressdo para calcular a
area A a partir destas integrais e calcule o valor da area A.
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Caminho II: Integrar em relagdo a y.

No papel:

a) Esboce novamente as curvas de y =2 +x ¢ y2 =x + 4 no mesmo plano
cartesiano, identifique a regido A. Observe que o eixo horizontal ¢ o eixo da variavel
independente e o eixo vertical ¢ da varidvel dependente. Quem ¢é a variavel
independente?

b) Gire o texto 90° em sentido anti-horario. Neste caso, quem ¢ a nova variavel
independente?

c) Reescreva as expressdes y = 2 + x € y2 = x + 4 em fungio da nova variavel
independente, ou seja, encontre expressoes x; (y) € x,(¥).

d) Escreva a integral que fornece a area A em fungdo da variavel y e encontre o
valor de A manualmente.

Espera-se que os alunos esbocem as curvas y = 2+ x e y2 = x + 4, identifiquem a
regido limitada entre as curvas e o intervalo de integracdo [-4,0].

Ao calcularem a integral em [-4,0] o0 GeoGebra indicard erro. A partir desta mensagem
e das orientagdes descritas no enunciado da atividade, os alunos devem escrever a conica y? =
x + 4 como fungdes de x, isto &, y; (x) = Vx + 4 ey, (x) = —/x + 4.

Esbogadas estas curvas devem perceber que a regido A precisa ser dividida em duas
regides Al e A2, compreendidas em [-4,-3] e [-3,0] respectivamente, para que cada regido

contenha apenas uma curva limitante superior e outra curva limitante inferior.

A area das regides Al e A2 sdo calculadas pelas integrais Al = f__f(\/x +4—
(—Vx+4)dxeA2= [ J(Vx+4 = (x + 2))dx.

A érea da regido A ¢ obtida somando-se as subareas Al e A2, isto ¢, A = A1+ A2 =

(\/x +4—(—Vx+4))dx + [° ,(Vx +4 — (x + 2))dx, que resulta no valor 4,5 u.a.

No caminho II, apds o esbogo das curvas y? = x + 4 e y = x + 2 na folha de papel, os
alunos devem girar a folha para perceber que a regido A est4 limitada superiormente pela reta
e inferiormente pela parabola, e com isso, identificar a nova variavel independente, que passa
a ser a variavel y.

Posteriormente, espera-se que as curvas y2 =x +4 e y = x + 2 sejam escritas em
fungdo da varidvel y, o que implica em obter x;(y) =y — 2 e x,(y) = y? — 4.

Para calcular a area da regido A basta calcular uma tnica integral, a saber, a integral

A= f_zl[(y —2) — (y? — 4)]dy cujo resultado é 4,5 u. a.
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3.4.5.2 Analise a posteriori da Atividade 1-5

Participaram desta atividade 16 alunos.

Para o calculo da drea da regido A, limitada entre y = 2 + x e y? = x + 4, foi proposto
dois caminhos: o Caminho I que tratava da integral em relagdo a variavel x e o Caminho II que
considerava a variavel y.

Seguindo as orientagdes descritas no Caminho I, os alunos esbocaram as curvas y =
2+4+x e y? = x+ 4 ¢ identificaram a regido A. Partindo da visualizagdo da regido e sem
recorrer as representacdes das fungdes no registro algébrico, descreveram, de modo sucinto, um
procedimento para encontrar a area A. Nesta descricdo, 7 alunos ndo reconheceram a
necessidade de dividir a regido A em duas sub-regides; 7 reconheceram tal necessidade e
apresentaram respostas semelhantes a da Figura 109 e outros 2 alunos perceberam que seria

mais facil calcular a area girando a regido A, como mostrado na Figura 110.

Figura 108: Reconfiguragdo desenvolvida pelo Aluno 4

Trago vertical /?/

Fonte: Autora

O trago vertical desenhado pelo Aluno 4 indica que realizou a reconfiguracdo
intermedidria. Por meio desta operacao, decompos a regido A em duas sub-regides, definidas
em [-4,-3] e em [-3,0], com intuito de calcular a 4rea A a partir da soma destas subdreas.
Novamente a reconfiguragdo intermediaria, defendida por Duval (2012a), mostra-se
fundamental para a resolucao da atividade, pois despertou no Aluno 4 percepgdes que o levardo
a aplicagdo de tratamentos relativos ao célculo de area.

Os 2 alunos que giraram a regido A, observaram apds o giro, que a regido estava limitada

superiormente pela reta e inferiormente pela pardbola. Neste momento, esses alunos que
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sentavam proximos e discutiam as questdes, chamaram a pesquisadora para saber se deveriam
dar continuidade a atividade conforme suas observa¢des ou se voltariam a integracdo em
relagdo a varidvel x. A pesquisadora orientou-lhes que desenvolvessem a atividade com base

em suas observagdes e um dos alunos, entdo, apresentou a seguinte descrigao:

Figura 109: Fungoes de y, escritas pelo Aluno 12

=

Fonte: Autora

De acordo com esta figura, o giro da regido A, efetuado pelo Aluno 12, comprova que
a apreensdo perceptiva comandou a apreensdo operatoria. De fato, ao girar a regido A, 90° em
sentido anti-horario, o aluno percebeu que seria mais facil efetuar tratamentos no registro
algébrico em func¢do da varidvel y. Isso mostra a importdncia da modificacdo posicional,
associada a apreensdo operatdria, para tornar a resolucdo da atividade mais simples ou facil.

O movimento de rotacdo, aplicado pelo Aluno 12 sobre a regido A inicial, produziu uma
nova representagdo, cuja orientacdo e posi¢do foram alteradas, mas o tamanho e o formato se
mantiveram. Essa acdo permitiu-lhe visualizar as curvas limitantes da regido e aplicar
tratamentos no registro algébrico para o célculo da area.

Ap0s ter rotacionado a regido A, o Aluno 12 escreve ascurvasy =2+ xey? = x + 4
em funcdo da variavel y, usando para isso, tratamentos no registro algébrico que resultaram nas
expressdes x =y —2 e x = y2 — 4. Percebendo que o intervalo de integragio também

precisava estar definido em relacdo a varidvel y, registra o intervalo [-1,2]. Desta forma, encerra
a atividade escrevendo a integral que fornece a area A, f_zl[(y —2) — (y? —4)]dy.

Voltando a andlise das atividades desenvolvidas pelos 14 alunos, os quais seguiam as
etapas do caminho I, ao calcularem a integral em [-4,0], apareceu uma mensagem de erro na

tela do computador. Neste momento, mobilizaram a apreensao discursiva para fazer a releitura
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do enunciado da atividade e buscar resposta para a mensagem que a apareceu na tela. Foi entdo
que identificaram que a conica y? = x + 4 ndo representava uma fun¢io e usando tratamentos
no registro algébrico escreveram-na em fungdo de x, a saber, y;(x) = Vx +4 e y,(x) =
—Vx + 4.

Ao converter as representagdes das fungdes y =2 +x, y;(x) =Vx +4 e y,(x) =
—Vx + 4 no registro algébrico para representa¢des no registro grafico, os alunos identificaram
que no intervalo [-4,0], a regido estava limitada inferiormente pela curva y,(x) = —vx +4 e
também pela reta y = 2 + x. Em seguida, calcularam a area A, de modo similar ao apresentado

na figura:

Figura 110: Procedimento para célculo da area A, pelo Aluno 17

Etapa I - Identificacdo das curvas limitantes da regido A
e

Fonte: Autora

Na Etapa I da Figura 111, apds o Aluno 17 esbogar as curvas, reconheceu a necessidade
de decompor a regido A em duas sub-regides, definidas em [-4,-3] e em [-3, 0], de modo que
cada sub-regido fosse limitada inferiormente por uma tnica curva. Em seguida, calculou a 4rea
das sub-regides por meio das integrais definidas em [-4,-3] e [-3,0] e somando-as encontrou o

valor 4,51 para a area A.
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Mesmo os 7 alunos que ndo haviam percebido a necessidade de dividir a regido em duas
partes, no inicio da atividade, neste momento fizeram a decomposi¢do e representaram no
registro algébrico as integrais relativas a cada sub-regido. Mais, obtiveram a area A pela soma
das integrais, de maneira semelhante a da Figura 111.

Finalizado o procedimento do Caminho I, os alunos iniciaram as etapas do Caminho II,
que visam calcular a area A a partir de fungdes escritas em relacdo a variavel y.

Inicialmente os alunos esbogaram as curvas no mesmo plano cartesiano, no papel.
Depois, orientados a realizarem o movimento de rotagdo do papel, 90° em sentido anti-horario,
desenvolveram a modificacdo posicional.

Embasados na nova representacdo figural, produzida pela rotagdo, os alunos
identificaram que a reta y = 2 + x limitava superiormente a regido € a conica y? = x + 4,
inferiormente. Também, reconheceram que a varidvel y era a variavel independente e por esta
razdo precisavam reescrever as expressoes algébricas y = 2 + x ¢ y? = x + 4 em fungdes de

v. Por altimo, escreveram a integral que fornecia a area A, como mostrado abaixo:

Figura 111: Calculo da area A, pelo Aluno 6
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Fonte: Autora

Infere-se da Figura 112, que para calcular a é4rea A por meio da integral
f_zl[(y —2) — (y? — 4)]dy, o aluno aplicou tratamentos no registro algébrico para transformar

as expressdes y = 2 +x ¢ y2 = x + 4 em funcdo da varidvel y, a saber, x;(y) =y—2¢
x,(y) = y? — 4. Observando a posi¢do destas curvas, percebeu que a regido A estava limitada
superiormente por x;(y) = y — 2 ¢ inferiormente por x,(y) = y? — 4.

Tanto no Caminho I quanto no Caminho II, a atividade exigia a mobilizacdo da
apreensdo perceptiva dos alunos cujo papel era comandar a apreensdo operatoria. Nem todos

conseguiram, de imediato, ver aquilo que precisava ser visto na figura. No Caminho I, a
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apreensdo perceptiva conduziu os alunos a operarem sobre a regido, decompondo-a em sub-
regides. No Caminho II, a apreensdo operatdria, por meio do movimento de rotagdo, permitiu
o célculo da 4rea A de uma forma mais simples em relagdo ao caminho anterior. Em ambos os

caminhos, as apreensdes geométricas foram decisivas para o desenvolvimento da atividade.

3.4.5.3 Analise a priori da Atividade 2-5
Atividade 2-5 - Considere a regido limitada entre as curvas.
Figura 112: Regido A entre curvas

x=2y—y? x=y*—4y

e

Fonte: Stewart (2009, p. 395)

a) Enuncie um problema com base na figura.
b) Observe a regido A: para facilitar os célculos, vocé escolheria integrar em
relacdo a variavel x ou em relagdo a variavel y? Justifique sua escolha.
¢) A partir de sua escolha anterior sobre a variavel de integragdo, calcule a area A
e descreva o procedimento utilizado.
Nesta atividade pretende-se explorar, novamente, a conversdo do registro grafico-
geométrico para o registro discursivo, pouco contemplada em livros textos de Célculo. Para
isso espera-se que os alunos mobilizem as apreensdes perceptiva e operatdria para ver a regiao

A, limitada superiormente pela curva x = 2y — y? ¢ inferiormente por x = y% — 4y e optem

pela integracdo em relacdo a variavel y, ja que o calculo da area da regido envolvera apenas a

. 3
integral [ '[(2y —y?) — (y* — 4y)]dy.
3.4.5.4 Analise a posteriori da Atividade 2-5

Dos 16 participantes, 2 ndo responderam a atividade e 2 ndo a concluiram.
Inicialmente foi contemplada a conversdo entre os registros grafico-geométrico e o
discursivo, por meio da elaboragdo de um problema com base na Figura 113, dada no

enunciado.
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Os alunos nao sentiram dificuldades em enunciar um problema. Dos 14 alunos, 3
elaboraram um problema partindo do registro grafico e 11 partindo do registro discursivo. As

Figuras 114 e 115 trazem exemplos dos referidos problemas.

Figura 113: Problema enunciado pelo Aluno 9
Figura 7: Regidio A entre curvas

x=2y—y* x=y*—4y

Fonte: Adaptado de Stewart (2009, p. 395)

Fonte: Autora

Aqui, o aluno elabora um problema que remete a figura dada. Isso significa que para
resolver o problema enunciado € preciso explorar a representacao da regido no registro grafico-

geométrico, observando e extraindo da figura, as informacgdes pertinentes.

Figura 114: Problema enunciado pelo Aluno 12

Fonte: Autora

De acordo com a Figura 115, o aluno enuncia discursivamente seu problema. A exemplo
dele, a maioria da turma também parte do registro discursivo e usa termos que apareceram nas
atividades da sequéncia didatica. Essa atitude dos alunos vem ao encontro do que foi observado
nos livros textos de Calculo, reafirmando que o registro discursivo ¢ o registro de partida mais
frequentemente utilizado no estudo da integral no calculo de area.

Questionados sobre qual caminho usar para o célculo da area A, todos escolheram

integrar em relacdo a variavel y. Na Figura 116, a justificativa do Aluno 12.
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Figura 115: Decisdao do Aluno 12 sobre a variavel de integracéo

Fonte: Autora

Aqui, o aluno justifica que o calculo da area se torna mais rapido e facil se as funcdes
forem escritas em relagdo a variavel y. Infere-se da resposta que as apreensdes perceptiva e
operatoria o levaram a girar a regido A, 90° em sentido anti-horério e a perceber que a regido

2

estava limitada superiormente por x = 2y — y? e inferiormente por x = y? — 4y.

Na sequéncia, os alunos escreveram a integral que fornece a area procurada e

calcularam-na, de forma analoga a da figura:

Figura 116: Célculo da area pelo Aluno 12

Fonte: Autora

A Figura 117 comprova que o aluno escolheu integrar em relacdo a variavel y. Partindo

dessa escolha ele registra que a 4rea A ¢ calculada pela integral | 03 [(2y — y?) — (y? — 4y)]dy.
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Para integrar em relacdo a variavel x, a regido A precisaria ser dividida em sub-regides
definidas nos intervalos [-4, -3], [-3, 0] € [0,1] e as cOnicas x = 2y — y? e x = y? — 4y,
escritas em funcdo de x. Com base neste argumento, o Aluno 14 justificou sua escolha pela

variavel y:

Figura 117: Justificativa do Aluno 14 para integrar em relago a variavel y
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Fonte: Autora

Observando a resposta do Aluno 14, infere-se que ele realizou a reconfiguragdo
intermediaria para perceber que a regido A precisava ser decomposta em sub-regides.
Entretanto, reconhecendo que este procedimento de decomposicao seria mais trabalhoso ou
complicado, optou por calcular a integral em relagdo a y.

Saber decidir quando integrar em relagdo a variavel x ou quando integrar em relagdo a
varidvel y € uma condi¢cdo necessaria para tornar o calculo da integral mais rapido ou simples.
A escolha da variavel de integracdo requer inicialmente dos alunos o0 modo matematico de ver,
pois eles precisam operar sobre a regido, de tal forma que se produza uma nova representacao

figural capaz de revelar interpretagdes até entdo, ocultas.



CONSIDERACOES

Escrever uma tese € ...

v' Sair da zona de conforto para aventurar-se rumo ao desconhecido, a exemplo de
um barco inicialmente a deriva no mar, que precisa da luz de um farol para seguir
rumo a um porto seguro. Destarte, a sabedoria e a tranquilidade do orientador,
as disciplinas cursadas no programa de P6s-Graduagao e a busca da pesquisadora
por conhecimentos se constituiram na luz que guiou este trabalho;

v Desenvolver, entre tantas habilidades, o poder de sintese. Afinal, como ¢
possivel escrever em algumas centenas de paginas, tudo o que foi construido e
aprendido ao longo dos anos, especialmente nos tltimos anos de intenso estudo
¢ dedicagao?

v' Trabalhar coletivamente e ao mesmo tempo, individualmente. De fato, as
conversas com o orientador, os debates com colegas de trabalho e a participacao
dos alunos no desenvolvimento da sequéncia didatica alicercaram o trabalho
coletivo, porém escrito pelas maos de uma tnica pessoa, a pesquisadora;

v Apresentar um estudo que nio estd esgotado em discussdes e respostas, mas ao
contrario, € start para novas reflexdes e produgoes.

Escrever uma tese em Educacio Matematica ¢é tudo isso e muito mais! E sentir na pele
a responsabilidade de contribuir para a qualificacio da Educacdo brasileira. E ter consciéncia
de que o trabalho produzido pode ser propulsor de mudangas educacionais e sociais, haja visto
que ¢ um espaco propicio e fecundo para iniciar, ampliar ou aprofundar discussodes ligadas ao
processo de ensinar e de aprender Matematica.

Diante do exposto, buscamos discutir o processo de ensino e de aprendizagem de
Calculo, uma vez que este componente curricular ¢ fundamental para a formacao cientifica dos
alunos, servindo de base para muitos conhecimentos da Matematica.

Pesquisas voltadas ao Calculo tém sido desenvolvidas ao longo dos anos, sob diferentes
perspectivas, como apresentamos na se¢do 2.3, todavia, elas ndo trataram do ensino e da
aprendizagem da integral no calculo de area, sob o olhar da Teoria dos Registros de
Representagdo Semidtica. Também mostramos na secc¢ao 2.4 que o enfoque dado a este assunto,
em livros textos de Calculo, privilegia o registro discursivo enquanto registro de partida e ndo
explora a equivaléncia de 4reas. Ademais, a resolugdo de problemas envolvendo areas requer a

mobilizacdo de diferentes registros de representacdo semiobtica.
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Em virtude das constatagdes supracitadas, o objetivo principal do nosso estudo foi
investigar a maneira que os alunos utilizavam operagdes semioticas na aprendizagem da integral
no calculo de area, num ambiente computacional.

Buscando alcangar o objetivo, organizamos o ensino da integral no célculo de area
segundo os preceitos da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval. Com base
em elementos da metodologia Engenharia Didatica, elaboramos uma sequéncia didatica que
permitisse aos alunos explorarem, de forma dindmica, as diferentes operagdes semioticas, as
quais sdo primordiais & compreensdo matematica, conforme Duval (2004).

A sequéncia didatica estava organizada em 5 blocos de atividades. Cada bloco explorou
certos conceitos e conhecimentos, que entendemos necessarios a compreensao da integral no
calculo de area. Neste sentido o Bloco 1 retomou os conceitos de soma de Riemann, area e
integral definida, ja estudados em sala de aula. O Bloco 2 discutiu a relagdo entre a integral
enquanto area e a posi¢ao da regido no plano cartesiano. O Bloco 3 deu condigdes para os alunos
reconhecerem quando uma regido precisava ser decomposta em sub-regides. O Bloco 4 mostrou
que a equivaléncia de area pode ser contemplada no estudo da referida integral. E o Bloco 5
tratou da possibilidade de integrar em relagdo a variavel x ou em relagdo a variavel y.

Sabendo que o procedimento metodologico que adotamos serviu para a coleta dos dados
e que o aporte teorico subsidiou a sua analise, apresentamos a seguir a sintese dos resultados,
bem como ponderagdes acerca de questdes relevantes para essa investigagao.

No que tange ao indice de ndo aprovag¢do em componentes de Calculo, que corresponde
a reprovagao por nota ou por falta, ou a desisténcia, a Universidade Federal da Fronteira Sul,
campus Chapeco, assemelha-se a outras instituigdes publicas de ensino superior, conforme
exposto na se¢do 2.2. Dos quatro cursos de graduacdo analisados, trés apresentaram taxas
médias de ndo aprovagdo superior a 50%, relativas ao primeiro componente de Calculo,
denominado Calculo I ou Calculo A. Outrossim, nos cursos de Licenciatura em Matematica e
de Ciéncia da Computacdo, as médias de ndo aprovagdo neste primeiro componente de Calculo
foram as mais altas em comparagao aos outros dois cursos, permeando a faixa de 62%.

O uso do computador no ensino e também no ensino de Calculo foi discutido na secc¢ao
2.1. Nela, Duval (2015) destaca que o computador possibilita a transformacao visual de figuras
e a exploragdo de propriedades e de relagdes matematicas, tendo papel relevante para o
desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico. Neste sentido, os resultados da
aplicacdo da sequéncia didatica sinalizam que o GeoGebra permitiu aos alunos tornarem-se
sujeitos ativos no processo de constru¢do de conhecimentos. Por meio do software, realizaram

tratamentos figurais e articularam os registros algébrico e grafico-geométrico, de modo que
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hipoteses e conjunturas fossem criadas, comprovadas ou refutadas. O GeoGebra potencializou
a aprendizagem a medida que agilizou os calculos, as construgdes graficas, evitando trabalhos
tediosos e consequentemente, possibilitando maior tempo aos alunos para analises e
interpretagdes. Em face disso e reconhecendo os aspectos histéricos do Célculo que o torna,
essencialmente dindmico, abdicar desta ferramenta no ensino, parece estar na contramao desse
dinamismo.

O ensino da integral no célculo de area envolve, entre outros, a mobilizacdo de
operacdes semidticas, em especial de tratamentos e de conversdes. Essas operagdes auxiliaram
os alunos na compreensdo do objeto em estudo, porém percebemos que a conversdo e a
coordenacdo dos registros, por vezes, ndo operavam espontaneamente, mesmo abordando
atividades que exploravam a diversidade de registros de representagcdo semiotica.

Ainda em relagdo as conversdes, nas atividades que os alunos conseguiram estabelecer
correspondéncia direta entre as representacdes de partida e as de chegada, esta operacdo nao se
constituia em um problema. Entretanto, ela era fonte de dificuldades quando ndo se
reconheciam, de imediato, tais correspondéncias, provocando entraves no pensamento
matematico. Para exemplificar, o primeiro momento de entrave surgiu na Atividade 1-1, quando
os alunos precisavam converter o objeto ‘altura dos retdngulos’, representado inicialmente por
um trago vertical no registro grafico-geométrico, em uma representagcdo algébrica. Nesta
situacdo, o traco vertical ndo apresentava congruéncia semantica com o valor da fungdo e por
esta razao os alunos ndo conseguiam reconhecer a altura em suas diferentes representagoes.

Desta forma, pudemos constatar que a conversdo € uma operacao semidtica ndo neutra
e ndo imediata para muitos alunos, pois requer o dominio e a manipula¢do de conhecimentos
nos diferentes registros abordados. Ademais, quando explorada no ensino e realizada com
espontaneidade ¢ essencial a compreensdo conceitual, indo ao encontro da hipdtese
fundamental enunciada por Duval (2004).

Dentre as quatro apreensdes geométricas requeridas em atividades que envolvem figuras
geométricas, a perceptiva, a discursiva e a operatéria merecem destaque nesta pesquisa. A
apreensdo perceptiva assumiu papel relevante na resolu¢do das atividades, pois ndo apenas
possibilitava a identificagdo das regides, mas também comandava a apreensdo operatoria,
servindo de start para a realizagdo de tratamentos figurais e algébricos.

A apreensdo discursiva, que visa controlar a percepcdo imediata, por vezes, foi
abandonada por alguns alunos. Na Atividade 5-2, por exemplo, a informacdo contida no
enunciado, sobre o valor do limite inferior de integracdo, foi deixada de lado e tais alunos

voltaram-se totalmente a figura, como se o discurso ndo fosse mais necessario. Esta atitude
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revela que ndo houve articulacdo entre figura e enunciado e também que a apreensdo perceptiva,
mesmo tendo importante papel na aprendizagem, deve estar subordinada a apreensdo
discursiva, pois ¢ a subordinacdo que conduz os alunos a olharem aquilo que realmente precisa
ser visto na figura e ndo o que se deseja que ela mostre.

A apreensdo operatoria, frequentemente mobilizada pelos alunos, tornou-se
fundamental para o desenvolvimento das atividades, especialmente por meio da reconfiguragdo
intermedidria. A reconfiguragdo possibilitou a decomposicao de regides em partes de modo a
suscitar nos alunos novos sentidos e interpretacdes, os quais permitiram o progresso do
pensamento matematico necessario a resolucao.

Ao longo da aplicagdo das atividades, percebemos que os alunos nem sempre se sentiam
a vontade para descrever, por meio da escrita, o que estavam pensando ou visualizando, a
exemplo da Atividade 2-1 que exigia o resgate do conceito de limite. A dificuldade do registro
escrito estd atrelada ao fato de que a matemadtica ndo ¢ uma atividade oral. Ao contrario, ¢
essencialmente escrita e por esta razao, a lingua natural ndo pode exercer apenas a fungdo de
comunicacdo e de objetivacdo, mas deve servir a construcdo de conhecimentos matematicos,
devendo, para isso, estar articulada cognitiva e coordenadamente a um registro de representagdo
(DUVAL; MORETTI, 2018).

A dificuldade relatada acima geralmente é acentuada por praticas tradicionais de ensino
de Calculo que enfatizam os mesmos sentidos de conversdo, a saber, do discursivo para o
algébrico ou do algébrico para o grafico, sem explorar os sentidos inversos. Desta forma,
sugerimos a proposicdo de atividades matematicas que abarquem todos os sentidos de
conversao.

Um aspecto marcante da pesquisa diz respeito ao comprometimento e a maturidade dos
alunos. Dos 21 matriculados em Célculo B, 20 participaram das atividades, sendo que em
nenhum encontro entre a pesquisadora e os alunos, tivemos menos de 16 participantes. Durante
a execucdo das atividades, percebemos a seriedade e a responsabilidade dos alunos refletidas
no empenho, na assiduidade e na preocupag¢do com a apresentacdo de resolucdes corretas e
completas. Demonstraram estar comprometidos com a aprendizagem. Outrossim, a
possibilidade do trabalho em dupla mostrou a maturidade dos alunos, pois cada membro da
dupla buscou registrar no papel a sua compreensao e a sua resolugao, com base nas discussoes.
Algumas duplas apresentaram resolucdes distintas para um mesmo problema e poucos foram
0s casos em que as resolugdes eram idénticas.

Outro aspecto esté relacionado a postura da professora de Calculo B que se dispos a

aplicar as atividades e a acompanhar a resolu¢do das mesmas, auxiliando os alunos quando
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necessario. Em consequéncia, pude exercer meu papel de pesquisadora e observadora, sem
demasiadas intervengoes.

A entrevista semiestruturada, realizada apenas com alunos que apresentaram resolugdes
ambiguas ou que geraram duvidas de interpretacdo a pesquisadora durante a andlise, permitiu-
nos registrar com maior fidelidade e clareza a maneira que os alunos construiam e organizavam
seus pensamentos ao resolver as atividades.

Nas analises a posteriori, utilizamos marcas vermelhas sobrepostas a resposta original
dos alunos para complementar os registros ou destacar erros incorridos por eles, no
desenvolvimento das atividades. Foi um artificio da pesquisadora para chamar a atengdo do
leitor.

Buscamos informar o numero de alunos que apresentavam desenvolvimentos
matematicos semelhantes aos previstos nas analises a priori e o quantitativo daqueles que ndo
correspondiam as previsdes, pois entendemos que os dados quantitativos se somam aos
qualitativos. Paralelamente, ao longo das andlises a posteriori vamos interpretando os dados e
apontando sugestdes as atividades com vistas a melhorar a proposta didatica.

Como mencionado no inicio destas consideragdes, reforcamos o entendimento de que
escrever uma tese em Educagdo Matematica implica em contribuir para a melhoria da qualidade
da nossa Educagdo. Neste sentido, a presente pesquisa mostrou a relevancia e a necessidade de
explorar os diferentes registros de representagdo semidtica no ensino e na aprendizagem de
Célculo. Ademais, respaldados na andlise de dados, afirmamos que a equivaléncia de areas pode
ser um novo elemento a ser inserido no estudo da integral; que a conversdo ¢ uma operacao
semiodtica capaz de criar novos conhecimentos; e que a sequéncia didatica alcangou o objetivo
de subsidiar a compreensdo da integral no calculo de area, uma vez que os alunos
desenvolveram com autonomia as atividades propostas.

Vislumbramos a continuidade do estudo, ndo apenas pensando na possibilidade de
estendé-lo para fun¢des ndo polinomiais ou para integrais improprias. Vislumbramos o repensar
do estudo, complementando-o com outras metodologias ou atividades, por exemplo a
modelagem matematica ou a proposi¢ao de atividades que retratem problemas reais.

Propendendo a difundir e a discutir os resultados obtidos, bem como a teoria de Duval,
almejamos apresentar esse estudo a estudantes de cursos de Matematica, a professores
universitarios e da Educagdo Basica, a partir de palestras, grupos de estudo, etc.

Esperamos ter contribuido para suscitar novas inquietagdes que desafiem o ensino, sob

diferentes perspectivas, com vistas a qualificar o processo de ensinar e de aprender Célculo.
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APENDICE 1 - AMBIENTACAO AO GEOGEBRA

1.

Esboce as curvas no GeoGebra, digitando diretamente na janela de algebra cada
expressao:

a) f(x)=x

b) glx) =3x2+2x—1

c) h(x) =2—x?

Esboce a curva f(x) = 2x — 3 em [0,3], usando o comando Fun¢do ( <Fun¢do>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ). Em seguida use o comando
SomaDeRiemannSuperior| <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,
<Numero de Retangulos> | substituindo a varidvel < Niimero de Retangulos > por
b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o botao direito sobre b e clique
em Propriedades — Controle Deslizante - min=1, Max=1.000 e incremento=1. Qual

o valor da soma de Riemann para b = 10?7 E para b = 80?

Esboce a curva f(x) = x? + 3x — 1, digitando diretamente na janela de algebra a
expressdo x% +3x —1 . Em seguida, no intervalo [-4,1], use o comando
SomaDeRiemannSuperior| <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,
<Numero de Retangulos> | substituindo a varidvel < Niimero de Retangulos > por
b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o botdo direito sobre b e clique
em Propriedades — Controle Deslizante - min=1, Max=1.000 e incremento=1. Qual

o valor da soma de Riemann para b = 50? E para b = 1507

Esboce as curvas abaixo. Em seguida, aplicando o comando Integral( <Fungdo>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ), calcule as integrais:

a) f(x)= —3x+4,em|[-2,2]

b) g(x) =4x?—5x+ 2,em[1,4]

c) h(x) =5x—3x2 em[-1,1]
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APENDICE 2 - SEQUENCIA DIDATICA

BLOCO 1:

Aluno: Computador n°:

Atividade 1-1

1. Considere a fungdo f(x) = x? — 1 definida em [-2,2]. Esboce a curva de f(x) no intervalo
dado e responda as demais perguntas com base neste esboco.

3

a) Observe a curva no intervalo [1,2]. Divida este intervalo em 4 subintervalos de mesma
amplitude Ax (mesmo tamanho) e identifique as abcissas xo =1, xq, X3, X3 € X, = 2.
Responda:

e (Qual a amplitude Ax de cada subintervalo? Qual o valor de x4, x,, x3?
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e Se o intervalo [1,2] fosse dividido em 10 subintervalos, qual a amplitude de cada

subintervalo? E se fossem 50 subintervalos?

e Seja um intervalo qualquer [a,b] dividido em n subintervalos. Escreva uma férmula para
encontrar a amplitude Ax dos subintervalos, levando em consideragdo o comprimento do
intervalo e o nimero de subintervalos n.

b) Trace retas verticais nas abcissas x,, X1, X5, X3 € X, até a interseccdo coma curva de f(x) e
forme 4 retangulos R1, R2, R3 e R4 cujas extremidades direitas coincidam com as retas
verticais em x4, X, X3 € X4. Responda:

e A altura dos retangulos ¢ um valor positivo ou negativo?

e Escreva algebricamente a expressao que fornece as alturas dos retangulos. Calcule o valor
de cada altura.

¢ Qual o valor da base de cada retangulo?
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c) Escreva uma expressdo algébrica (formula) para encontrar a area de cada retangulo R1, R2,
R3 e R4 em fungdo da amplitude Ax e das alturas f(x;), ..., f (x,) e em seguida calcule suas
areas.

d) Seja A a area abaixo da curva de f(x) e acima do eixo x, definida no intervalo [1,2]. Estime
o valor da area A a partir da soma das areas dos retangulos R1, R2, R3 e R4 (arredonde o valor
para duas casas decimais). Reescreva esta soma usando o simbolo do somatério >, a amplitude
Ax e as alturas f(xq), ..., f(x4) .

e Observe o valor da estimativa da area A feita a partir da soma das areas dos 4 retangulos e
responda: O valor da 4rea A ¢ um valor maior, menor ou igual ao valor estimado que vocé
encontrou? Justifique.
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Aluno: Computador n°:

Orientacdes iniciais:

v’ Crie uma pasta na Area de Trabalho com o nome Tese seguido do seu nome. Por exemplo:
Tese-Ana. Nesta pasta serdo inseridos os prints das telas do GeoGebra.

v" Abra o LibreOffice, cric um arquivo com o nome Atividades Tese ¢ salve na pasta que vocé
criou.

v' Para executar um print da tela do Geogebra, clique em A/t+PrintScreen e depois cole e salve
no arquivo Atividades Tese.

Atividade 2 -1

2. Esboce a curva da fungdo f(x) = x2 — 1. Usando o software GeoGebra, digite diretamente
no Campo de Entrada a expressio x? — 1 e tecle Enter.

a) Identifique a regido A abaixo da curva de f(x), até o eixo x, no intervalo [1,2], pintando-a.

3

b) Estime a 4rea da regido A para um numero b de subintervalos, ou seja, um niimero b de
retangulos. Use o comando SomaDeRiemannSuperior[ <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>,
<Valor de x Final>, <Numero de Retdngulos> | substituindo a variavel < Numero de
Retangulos > por b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o botado direito sobre b
e clique em Propriedades — Controle Deslizante - min=1, Max=1.000 e incremento=1. Além da
variavel b aparece na tela do GeoGebra a variavel a que mostra a soma das areas dos
retangulos. Teste valores parab,como b =4, b =10¢ b = 1000.

¢ Que relagdo ha entre a amplitude Ax dos subintervalos e o numero de retangulos?
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e Para que valor a drea A se aproxima?

¢ O que se observa da relagdo entre o nimero de retangulos e o valor aproximado da area A?

e Por que o valor aproximado de A diminui quando o niumero de retangulos aumenta?

c) Atribua b = 4 e observe a soma das areas dos retangulos. Faca um print da tela e salve no
arquivo Atividades Tese.

e Qual o valor aproximado da area A para 4 retangulos? Este valor coincide com o valor
encontrado na atividade 1-1?

¢ Qual o valor da amplitude de cada subintervalo? Escreva a altura de cada retangulo em
funcdo de f(x;),i =1,2,3,4.
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e Escreva uma férmula para encontrar o valor aproximado da drea A a partir da soma das areas
dos 4 retangulos, usando o simbolo ), a amplitude Ax e os valores de f(x;), i = 1,2,3,4.

d) Atribua b = 10 e observe a soma das areas dos retangulos.

¢ Qual o valor aproximado da area A quando houver 10 retangulos?

¢ Qual o valor da amplitude de cada subintervalo?

e Escreva uma férmula para encontrar o valor aproximado da drea A a partir da soma das areas
dos 10 retangulos, usando o simbolo ), a amplitude Ax e os valores de f(x;), i:1,2,..,10.

e) Atribua b = 1000 e observe a soma das areas dos retangulos . Faca um print da tela e salve
no arquivo Atividades Tese.

e Qual o valor aproximado da drea A quando houver 1000 retangulos?
e Qual o valor da amplitude de cada subintervalo?

e Escreva uma férmula para estimar o valor da 4rea A para 1000 retangulos, usando o simbolo
do somatorio ..
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f) Atribua b = 1.000. Usando o comando Ctr/ + aumente o zoom da tela até a escala 0.01 para
0s eixos x e y e observe os retangulos. Com esta grande quantidade de retangulos ¢ possivel
afirmar que a area A vale 1,727 Justifique.

g) Clique com o botdo direito sobre a quantidade b de retdngulos e altere o valor para 10.000.
Atribua b = 10.000 e aumente o zoom da tela até a escala 0.001, observando os retangulos.
Com esta quantidade muito grande de retangulos € possivel chegar a area A? Justifique.

h) E possivel considerar uma quantidade infinita de retangulos? Neste caso, chega-se a area A?
Justifique.
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e Para estimar a area A, abaixo do grafico de f(x) e acima do eixo x, no intervalo [1,2] foi
utilizada uma soma finita de retdngulos (primeiro para 4 retangulos, depois para 10, para 1.000
e para 10.000 retangulos), chamada soma de Riemann de f(x). Escreva a soma de Riemann
de f(x) para n retangulos num intervalo qualquer [a,b] usando o simbolo ), a amplitude Ax e
f(x),i:1,2,..,n.

e O que a soma de Riemann de f(x) fornece?

CONSIDERACOES:

e Soma de Riemann: Nesta atividade, em que a fungdo f(x) = x2 — 1 ¢ continua ¢ nio
negativa no intervalo [1,2], a soma de Riemann representa uma boa aproximag¢ao para a area
A, ja que a quantidade de retangulos pode ser aumentada quanto se queira. Isso significa que
a area A ¢ aproximada com qualquer grau de precisdo por uma soma de Riemann, ou seja, ¢
possivel tornar a soma das areas dos retangulos suficientemente préoxima da area A.
Considerando estas informagdes e traduzindo a ideia intuitiva do termo suficientemente
préxima para a linguagem matematica, escreva uma férmula para a drea A sob a curva de
f(x), de a até b, a partir da soma de Riemann.

¢ Integral Definida: Seja f ¢ uma funcdo continua definida no intervalo [a,b]. Dividindo [a,b]

em n subintervalos de comprimentos iguais a Ax tem-se a = X, X1, ..., X, = b as extremidades

desses subintervalos. Se lim Y., f(x;)Ax existe para todas as extremidades, entdo este limite
n—>co

¢ chamado Integral Definida de f de a até b e denotado por f: f(x)dx. Logo, tem-se que:

["reodx= 1m S s
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em que a e b sdo os limites de integracdo, chamados respectivamente de limite inferior e limite
superior.

1) No conceito de integral definida aparece a palavra limite. Por que ¢ necessario aplicar o
limite & soma de Riemann? Justifique sua resposta.

J) Observe a expressao f: f(x)dx = Tlll_glo 2 flx)Ax.

e Na sua opinido, pode f(x;) ser um valor negativo? Por qué?

e Caso f(x;) seja negativo, como a amplitude Ax ¢ sempre positiva, entdo a soma
: : , ) ) b
*,f(x)Ax seria negativa também. Neste caso, a integral definida fa fx) =

lim Y™ f(x;)Ax dx representaria a area da regido abaixo de f(x), em [a,b]? Justifique.
n—->oo

~ b A
¢ O que a expressao fa f (x) dx representa para vocé?




197

BLOCO 2

Aluno: Computador n°:

Orientacdes iniciais:

v' Abra o arquive com o nome Atividades Tese.

v' Para executar um print da tela do Geogebra, clique em A/t+PrintScreen e depois cole e salve
no arquivo Atividades Tese.

v Abra um novo arquivo no GeoGebra.

Atividade 1 -2

1. Seja a fungdo f(x) = x.

a) Esboce a curva da fungdo f(x) e identifique a area A abaixo desta curva, de 0 a 2, pintando-
a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo de Entrada a expressdo x e tecle Enter.

3

b) Determine a soma de Riemann da fungdo f(x) no intervalo [0,2], para um nimero b de
retangulos. Use o comando SomaDeRiemannSuperior][ <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>,
<Valor de x Final>, <Numero de Retangulos> | substituindo a variavel < Numero de
Retangulos > por b. Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o botado direito sobre b
e clique em Propriedades — Controle Deslizante - min=1, Max=1.000 e incremento=1. Além da
variavel b aparece na tela do GeoGebra a varidvel a que mostra a soma de Riemann da fungao.
Teste valores para b, como b =4, b = 10 e b = 1000 e observe os valores desta soma. Para
que valor a area A se aproxima?




198

c) Reduza a quantidade de retangulos para b = 4. Faca um print da tela e salve no arquivo
Atividades Tese. No intervalo [0,2], observe a posi¢do dos retangulos e a posi¢cdo da curva
f(x) no plano cartesiano. Com base nestas observacdes justifique suas respostas:

e A curva esté posicionada acima ou abaixo do eixo x?

e Os retangulos estdo posicionados acima ou abaixo do eixo x? Neste caso, a altura dos
retangulos ¢€ positiva ou negativa? Quem fornece a altura?

e A area de cada retangulo € positiva ou negativa? Por qué?

¢ O que a soma de Riemann representa?

d) Calcule a area da regido A usando conhecimentos de geometria.

e) Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) para
calcular a integral da fungdo f(x) = x em [0,2] e escreva algebricamente esta integral.
Compare o resultado obtido com a 4rea A encontrada via geometria. O que se observa? O que
a integral definida fornece neste caso?
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Aluno: Computador n°:

Atividade 2 -2

2. Considere a mesma fungio f(x) = x.

a) Abra um novo arquivo no GeoGebra. Esboce a curva da fungdo f(x), digitando no Campo
de Entrada do GeoGebra a expressdao x. Identifique a regido B sob esta curva, no intervalo
[-1,0], pintando-a.

b) Determine a soma de Riemann da func¢do f(x) em [-1,0] para um nimero b de retangulos.
Use o comando SomaDeRiemannInferior|[ <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x
Final>, <Numero de Retangulos> | substituindo a varidvel < Nimero de Retiangulos > por b.
Clique em Criar Controle Deslizante. Clique com o botdo direito sobre b e clique em
Propriedades — Controle Deslizante - min=1, Max=1.000 e incremento=1. Além da varidvel b
aparece na tela do GeoGebra a variavel a que mostra a soma de Riemann da funcdo. Teste
valores parab, como b = 4, b = 10e b = 1000. A soma de Riemann ¢ positiva ou negativa?
Por que?

e Para que valor a soma de Riemann se aproxima? Qual a relagdo entre o nimero de retangulos
e o valor desta soma?
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c) Reduza a quantia de retdngulos para b = 4. Faca um print da tela e salve no arquivo
Atividades Tese. No intervalo [-1,0], observe a posicdo dos retdngulos e a posi¢do da curva
f (x) no plano cartesiano. Com base nestas observacdes justifique suas respostas:

e A curva esta posicionada acima ou abaixo do eixo x?

e Os retangulos estdo posicionados acima ou abaixo do eixo x? Neste caso, a altura dos
retangulos ¢ um valor positivo ou negativo? Calcule a altura do maior retangulo.

e Por que a soma de Riemann )}, f(x;)Ax é negativa no intervalo [-1,0]? Justifique.

e Para que valor a soma de Riemann se aproxima?

d) Calcule a area da regido B usando conceitos da geometria € compare com o valor aproximado
pela soma de Riemann. O que se percebe?
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e) Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) para
calcular a integral em [-1, 0].

e Qual o valor da integral? Este valor coincide com o valor da area obtido por meio da
geometria?

e (Caso os valores sejam diferentes, qual deles vocé considera adequado para a drea B? Neste
caso, a integral definida representa a area B? Caso ndo, o que a integral definida fornece?

f) Observando a posi¢do da regido B e a posi¢ao da curva f(x) em [-1,0], ambas em relagdo
ao eixo x, interprete o resultado negativo da integral definida.

g) Escreva uma expressdo matematica (formula) para encontrar a area da regido B, usando
integral definida. Calcule o valor da area B.
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Aluno: Computador n®:

Atividade 3 -2

3. Considere a mesma fungio f(x) = x.

a) Abra um novo arquivo no GeoGebra. Esboce a curva da fungio f(x) em [-1,2] via comando
Funcgao( <Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ) e identifique a regido C
limitada por f(x), pelo eixo x e pelas retas x = —1 e x = 2.

b) Sejam B e A as sub-regides definidas nos intervalos [-1,0] e [0,2] respectivamente e
associadas a fungdo f(x) = x, ja estudadas nas atividades anteriores. O que afirmar sobre a
posicao da curva f(x) em relagdo ao eixo x e também sobre a posi¢ao das regides A e B em
relacdo a este eixo?

c) Resgate os valores das subareas A e B, ja encontrados nas atividades 1-2 e 2-2. Escreva a
area da regido C em fungdo de A e B e encontre o valor de C.
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d) Use o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) para
calcular a integral de f(x) = x em [-1,2] e escreva esta integral e o valor obtido. Compare o
resultado da integral com o valor da drea C encontrado no item anterior: sdo iguais? Neste caso,
a integral definida representa a area C?

e) Observe novamente a posicao das subareas A e B em relagdo ao eixo x e os seus valores.
Como vocé interpreta o resultado da integral em [-1,2] em funcdo das subareas A e B? De que
maneira as posigdes das regides A e B no plano cartesiano estdo relacionadas com a integral no
calculo de areas? Justifique.

f) Escreva e calcule as integrais nos intervalos [-1,0] e em [0,2] anotando seus resultados. Use
o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Também, escreva
uma expressao que forneca a area da regido B.

g) Escreva uma expressao para calcular a area C em fungdo das integrais em [-1, 0] e em [0,2].
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Aluno: Computador n°:

Atividade 4-2

4. Considere o grafico da funcdo f(x) mostrado na figura abaixo e com base nele responda as
questoes:

Figura: Grafico de f(x)

2

1 2 :3\4

Fonte: Autora

a) Seja A aregido hachurada. Use a geometria para calcular a area A.

b) Sem resolver a integral definida de f(x) em [-3,-1], estime se o resultado desta integral é
positivo, negativo ou nulo. Justifique sua resposta.

c¢) Por que o valor da area A via geometria ¢ diferente do valor estimado via integral definida
em [-3,1]?
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d) Sem efetuar calculos, apenas observando o grafico de f(x), indique se o resultado de cada
integral ¢ positivo, negativo ou nulo:

. f__: f(x)dx Resposta:
. f_OZ f(x)dx Resposta:
. f03 f(x)dx Resposta:
. f: f(x)dx Resposta:
. f_43 f(x)dx Resposta:

d) Toda integral definida em [a,b] pode ser interpretada como a area resultante da operagao
entre subareas. Assim, a integral em [-3,-1] pode ser interpretada como drea resultante da
operagdo entre as subdreas Al e A2, em que Al ¢ a area da regido acima do eixo x,
compreendida em [-2,-1] e A2 ¢ a area da regido abaixo deste eixo, compreendida em [-3,-2].
Qual das opgdes abaixo representa a integral definida em [-3,-1] como 4rea resultante:

() [, FG)dx = A1 + A2

() [, f)dx = A1 - A2

() [, fdx = A2 - A1

e) Com base em conhecimentos de geometria, a area da regido A, formada por Al e A2, pode
ser escrita em fungdo destas subareas como:

() A=A41+A2

()A=A1-A2

()A=A2-41

f) Observe as regides demarcadas na figura a seguir.

Figura: regides abaixo do grafico de f(x)

2

N

A3 A4

Al

[AZ ' '

Fonte: Autora

Estime o sinal do resultado de cada integral e interprete-a como area resultante:

o [0 fGx)dx=
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° foz f(x)dx =

o [1f(x)dx=

o [Mf(x)dx=
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Aluno: Computador n°:

Atividade 5-2
5. Considere o grafico da fungdo f(x) = x3 + 2x% — 1:

Figura: Grafico da fungdo f(x) = x3 + 2x2 — 1

Fonte: Autora

a) Identifique a regido A que corresponde a integral 4 = f_oz(x3 + 2x? — 1)dx. Na Figura 3,
demarque as sub-regides de A, pintando-as.

b) Observe a posicao das sub-regides de A no plano cartesiano e sem fazer célculos estime se
o resultado da integral é positivo, negativo ou nulo. Justifique.

c) Calcule e anote o valor da integral A = f_oz(x3 + 2x% — 1)dx. O resultado da integral é

positivo ou negativo? Este resultado estd em conformidade com a estimativa anterior? Neste
caso, a integral representa a area da regido A?

d) Interprete e escreva a integral definida como area resultante.
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e) Com base na geometria, escreva a area A em funcdo das subareas.

CONSIDERACOES:

¢ Independente da posi¢do de uma regido no plano cartesiano, a integral definida sempre
fornece a area desta regido? Em que casos a integral definida fornece a area? Justifique.

e O que ¢ preciso acrescentar a integral definida para que ela forne¢a sempre a area de uma
regido abaixo da curva de f(x) num intervalo qualquer [a,b]?

e A integral definida pode ser interpretada como area resultante. Explique o que isso
significa para voce.
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BLOCO 3

Aluno: Computador n®:

Orientacoes iniciais:

v' Abra o arquivo com o nome Atividades Tese.

v' Para executar um print da tela do Geogebra, clique em Alt+PrintScreen e depois cole e salve no
arquivo Atividades Tese.

Atividade 1-3

1. Sejam as fungdes f(x) = x2+1eg(x) =x + 3.

a) Esboce a curva de f(x) e identifique a regido A abaixo desta curva, definida no intervalo
[-1,2], pintando-a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo Entrada a expressdo x? + 1.

]

b) Esboce a curva de g(x) = x + 3. Identifique a regido B abaixo desta curva ¢ definida em
[-1,2], pintando-a. No GeoGebra, digite diretamente no Campo Entrada a expressao x + 3.

il
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c) Esboce as curvasde f(x) = x2 + 1 e g(x) = x + 3 no mesmo plano cartesiano ¢ identifique
a regido C limitada pelas curvas, pintando-a. Faga um print da tela e salve no arquivo
Atividades Tese. Em seguida observe a posicdo de cada curva, uma em relacdo a outra e
responda:

¢ Que funcdo limita superiormente a regido C?

¢ Que funcdo limita inferiormente a regido C?

¢ Qual o intervalo em que a regido C esta definida?

¢ (Qual das regides possui maior area: A ou B?

d) Explique como encontrar a regido C em fungdo das regides A e B.
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e) Com base na resposta anterior, escreva a expressao para calcular a area C em fungdo da
integral de f(x) e da integral de g(x). Qual o significado dessa expressdo para vocé?

f) Observe a expressdo que vocé escreveu anteriormente. Use duplamente o comando
Integral, da forma Integral( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )- Integral(
<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ) substituindo o termo Fung¢do, que
representa o integrando, pelas fungdes f(x) e g(x), na mesma ordem da expressdao que vocé
escreveu anteriormente. Ao aplicar este comando aparecerd na tela do GeoGebra a varidvel a
que mostra a area da regido C. Qual o valor da &rea C? Este valor € positivo ou negativo?

g) Inverta a ordem das fungdes f(x) e g(x) e aplique novamente o comando Integral(
<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )- Integral( <Fun¢do>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final> ). Qual o resultado? Ele ¢ positivo ou negativo? Ao alterar a ordem
das integrais, o que acontece com o valor da area A? Justifique.
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Aluno: Computador n°:

Atividade 2-3
2. Considere a regido A limitada pela curva da fungdo f(x) = 3x3 — 2x e pela curva g(x) = x.

Figura: Regido limitada entre as curvas f(x) = 3x3 — 2x e g(x) = x.

¥ -1

Fonte: Autora

a) Com base na figura, identifique o intervalo onde a regido A esta definida.

b) Sem efetuar calculos, apenas observando a regido A em [-1,1], estime o resultado da integral
neste intervalo. Justifique sua resposta.

¢) No GeoGebra, aplique o comando Integral (<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x
Final>) em [-1,1]. Escreva a integral e seu resultado. Que integrando vocé utilizou? O resultado
coincide com sua estimativa?
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d) Modifique a ordem das fungdes que compdem o integrando e aplique novamente o comando
Integral (<Fung¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). O resultado se manteve? Esta
integral representa a area A?

e) Observe a posicao das curvas f(x) e g(x). No intervalo [-1,1] existe uma tnica curva que
limita superiormente a regido A e uma Unica curva que limita inferiormente esta regido? Para
que valores de x se consegue garantir a unicidade das fun¢des limitantes? Escreva estes valores
como intervalos em x e para cada intervalo escreva uma integral definida.

f) Escreva a integral definida em [-1,0] e aplique o comando Integral( <Fung¢do>, <Valor de
x Inicial>, <Valor de x Final>). Qual o valor da integral e o que ela fornece?

g) Escreva a integral definida em [0,1] e aplique o comando Integral( <Fungdo>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>). Qual o valor da integral e o que ela fornece? Compare os
resultados das integrais em [-1,0] e em [0,1]. Por que estes resultados sdo iguais?
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h) Por que o resultado da integral no intervalo [-1,1] € nulo? Justifique.

1) Escreva uma expressdo para calcular a area A a partir das integrais em [-1,0] e em [0,1] e
em seguida calcule o valor de A.

J) E possivel calcular a drea A usando uma unica integral definida? Caso sim, escreva esta
integral. Caso ndo, justifique.
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Aluno: Computador n°:

Atividade 3-3
3. Seja aregido S limitada pelas curvas dadas na figura a seguir.
Figura: Regido S

4

- fll) =2
h(x) = x? :

? g(x) =x

2 EF ] 08 ols 1 i} 2

Fonte: Autora

a) Identifique a regido S pintando-a. Escreva o intervalo onde ela estd definida.

b) Observe a posi¢ao das curvas f(x) e g(x). No intervalo onde a regido S esta definida, existe
uma Unica curva que limita superiormente a regido e uma unica curva que limita inferiormente
esta regiao?

c) Calcule a area S e descreva o procedimento utilizado.
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Aluno: Computador n°:

Atividade 4-3

4. Com base nas atividades do Atividades Tese e observando a regido A limitada pelas curvas
das fungdes f(x) e g(x), escreva um texto que sirva de orientacdo para outro aluno que conhece
integrais, mas ndo sabe como encontrar a area de uma regido limitada entre curvas no intervalo

[a,b]:
Figura: Regido A

14 g(x)
f(x)

Fonte: Autora

Resposta:
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BLOCO 4

Aluno: Computador n°:

Atividade 1-4

1. Sejam as fungdes f(x) = x e g(x) = x2.

a) Esboce as curvas no mesmo plano cartesiano e identifique a regido C limitada por f(x) e
por g(x). Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese. Em seguida, observe a
posicao de cada curva, uma em relagdo a outra.

¢ Que funcado limita superiormente a regido C?

¢ Que fungdo limita inferiormente a regido C?

b) Escreva uma expressdo matematica que forneca a area C em funcdo da integral de f(x) e
em fun¢do da integral de g(x).
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c) No GeoGebra, calcule a area C, usando duplamente o comando /ntegral, da forma Integral
(<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) - Integral (<Fung¢do>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>). Escreva a integral definida e anote o resultado.

d) No GeoGebra, calcule novamente a area C, usando uma unica vez o comando Integral
(<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>). Ao aplicar uma unica vez o comando
Integral ¢ mostrada na tela do GeoGebra uma outra regiao D que ndo coincide com a regido C.
O valor da area C e da area D sdo iguais? Como o GeoGebra entendeu a fung¢io integrando
f(x) — g(x) utilizada no comando Integral? Justifique sua resposta. Faga um print da tela
salvando-o no arquivo Atividades Tese.

e) A regido D estd limitada superiormente pela curva de uma fun¢do que serd chamada h(x).
Encontre a expressao algébrica da fun¢io h(x) e descreva como a encontrou. Em seguida
esboce o grafico de h(x) no GeoGebra. Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades
Tese.
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f) A funcdo h(x) ndo ¢ unica. Ela pode ser escrita de diferentes maneiras por fungdes F(x) e
G(x), que ao serem subtraidas, voltam a expressdo h(x). Por exemplo, F(x) = x+ 1eG(x) =
x? + 1 formam H(x) = (x + 1) — (x? + 1) em que a regido abaixo desta H (x) possui mesma
area de h(x) = x — x2. Encontre outras fungdes F(x) e G(x) e escreva uma nova expressio
para H(x), de modo que a area desta regido se mantenha equivalente as areas C e D.

Nota: Lembre-se de verificar se a subtracdo destas fung¢des resulta na expressao h(x).

Nota: lembre-se de verificar se estas regides sdo equivalentes a C e D.

g) Oculte os graficos de f(x), g(x) e h(x) esbogados anteriormente (para isso, no GeoGebra,
clique sobre a bolinha azul em frente as expressdes algébricas das referidas fung¢des). Em
seguida, esboce o grafico das fungdes F(x) e G(x) que vocé encontrou e identifique a regido
limitada por estas curvas, pintando-a. Faca um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese.
Escreva a integral que fornece a area desta regido e calcule esta drea. Como sdo chamadas as
regides que possuem a mesma area?
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Aluno: Computador n°:

Atividade 2-4

Limpe a tela do GeoGebra.

2. Considere a integral f_oz(x2 + 2x)dx.

a) Seja h(x) a fungdo integrando correspondente a integral dada. Esboce a curva h(x)e
identifique a regido A no intervalo dado. Calcule a integral por meio do comando Integral

(<Fung¢dao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) ¢ anote o resultado. Escreva como
encontrar a area da regido A. Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese.

3

-2

b) Encontre uma regido B que seja equivalente a regido A e descreva o procedimento utilizado.
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c) Represente graficamente a regido B e faca um print da tela, salvando em Atividades Tese.

4

-4 -3 -2 -1 o 1 2 a 4

d) Como provar que a regidao B ¢ equivalente a regido A?

e) Enuncie um problema que envolva a integral f_OZ (x? + 2x)dx.
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BLOCO S

Aluno: Computador n°:

Atividade 1-5

1. Considere a regido A limitada pelas curvasy = 2+ x e y? = x + 4.

Sao apresentados dois caminhos para a resolugdo desta atividade. Desenvolva os procedimentos
especificados em cada caminho.

Caminho I: Integrar em relagdo a variavel x

a) Esboce as curvas no mesmo plano cartesiano, identifique a regido A e o intervalo de
integracdo. No GeoGebra, digite diretamente no Campo de Entrada, as expressdes 2 + x e
y? = x + 4. Faga um print da tela e salve no arquivo Atividades Tese.

3

-2

-3

b) Observando a regido A e sem fazer calculos, explique de modo sucinto, como encontrar a
area desta regido.
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c) Calcule a integral em [-4,0] usando o comando Integral( <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>,
<Valor de x Final> ). Ao usar este comando aparece na tela do GeoGebra a mensagem de erro
“subtracdo invalida”. Observe que no intervalo [-4,-3] a regido A ¢ limitada superior e
inferiormente pela mesma curva, a conica y? = x + 4, o que mostra que ela ndo é fungdo. Esta
regido precisa atender a condi¢do de ser limitada superiormente por uma tinica curva de fungao
e inferiormente por outra Gnica curva de fungdo. Sendo assim, reescreva a conica y? = x + 4
como duas funcées de x, ou seja, encontre fungdes y; (x) e y,(x) de modo que esta condigdo
seja satisfeita.

d) Sem apagar as curvas ja existentes na tela do GeoGebra, esboce as curvas de y,e y,,

identificando cada curva com uma cor diferente. Faga um print da tela e salve no arquivo
Atividades Tese.

-2

-3
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e) Observe a posigdo das trés curvas y = 2 + x, y; (x) e y,(x). No intervalo [-4, 0] existe uma
unica curva que limita superiormente a regido A e uma Unica curva que limita inferiormente
esta regido? Caso ndo, observe para que valores de x se consegue garantir a unicidade das
fungdes limitantes. Escreva estes valores como intervalos. Para cada intervalo escreva uma
integral definida e calcule o valor das integrais.

f) Calcule a integral em cada intervalo, usando o comando Integral( <Fung¢dao>, <Valor de x
Inicial>, <Valor de x Final>). Escreva uma expressao para calcular a drea A a partir destas
integrais e calcule o valor da area A.
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Caminho I1: Integrar em relag¢do a variavel y.

a) Esboce novamente as curvas de y =2+ x ¢ y2 = x + 4 no mesmo plano cartesiano,
identifique a regidao A. Observe que o eixo horizontal ¢ o eixo da varidvel independente e o eixo
vertical ¢ da varidvel dependente.

Quem ¢ a variavel independente?

-2

-3

b) Gire o texto 90° em sentido anti-horario. Neste caso, quem ¢ a nova variavel independente?

c) Reescreva as expressdes y = 2 + x e y? = x + 4 em fungdo da nova varidvel independente,
ou seja, encontre expressoes X1 (¥) € x,(y).
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d) Escreva a integral que fornece a area A em fun¢do da varidvel y e encontre o valor de A
manualmente.
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Aluno: Computador n°:

Atividade 2-5
2. Considere a regido limitada entre as curvas.
Figura: Regido A entre curvas

x=2y—-y’ x=y?

L

Fonte: Adaptado de Stewart (2009, p. 395)

a) Enuncie um problema com base na figura acima.

b) Observe a regido A: para facilitar os calculos, vocé escolheria integrar em relacdo a variavel
x ou em relagdo a variavel y? Justifique sua escolha.
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c) A partir de sua escolha anterior sobre a variavel de integragdo, calcule a area A e descreva o
procedimento utilizado.
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