2

UFFS

—

UNIVERSIDADE FEDERAL DA FRONTEIRA SUL
CAMPUS DE CHAPECO

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

FERNANDO LUIS STRAPAZZON

DETERMINACAO DO FLUXO DE CALOR ATRAVES DO PROBLEMA
INVERSO

CHAPECO

2019



FERNANDO LUIS STRAPAZZON

DETERMINACAO DO FLUXO DE CALOR ATRAVES DO PROBLEMA
INVERSO

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao
curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal da Fronteira Sul, como
requisito para obtengdo de grau de Licenciado em
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Pedro Augusto Pereira
Borges

CHAPECO, SC

2019



Bibliotecas da Universidade Federal da Fronteira Sul - UFFS

Strapazzon, Fernando Luis

DETERMINACAO DO FLUXO DE CALCR ATRAVES DO PROBLEMA
INVERSO / Fernando Luis Strapazzon. -- 2019.

34 f.:11.

Orientador: Doutor Pedro Augusto Pereira Borges.

Trabalhe de Conclusde de Cursoe (Graduacdo) -
Universidade Federal da Fronteira Sul, Curso de
Matemética-Licenciatura, Chapecéd, SC , 2019.

1. Modelagem Matematica. 2. Fluxo de Calor. 3.
Problema Inverso. I. Borges, Pedro Augusto Pereira,
orient. II. Universidade Federal da Fronteira Sul. III.
Titulo.

Elaborada pelo sistema de Geragio Automatica de Ficha de |dentificago da Obra pela UFFS
com os dados formecidos pelo(a) autor(a).




FERNANDO LUIS STRAPAZZON

DETERMINACAO DO FLUXO DE CALOR ATRAVES DO PROBLEMA
INVERSO

Esta monografia foi julgada adequada como TRABALHO DE CONCLUSAO DE
CURSO apresentado ao curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal
da Fronteira Sul, como requisito para obtencao de grau de Licenciado em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Pedro Augusto Pereira Borges

Este trabalho de conclusdo de curso foi defendido e aprovado pela banca em:
/ /

BANCA EXAMINADORA:

Prof. Dr. Pedro Augusto Pereira Borges

Prof. Dr. Milton Kist

Profa. Dra. Rosane Rossato Binotto



’

“Aos meus pais.’



AGRADECIMENTOS

Ao professor Pedro Augusto Pereira Borges, pela orientagcdo, ensinamentos, paciéncia,
dedicacdo e colaboracdo no desenvolvimento deste trabalho.

Ao professor Milton Kist e a professora Rosane Rossato Binotto, por fazerem parte da
banca avaliadora e contribuicdes finais dadas ao trabalho.

Ao académico Lucas Caricimi Gervasio pelo apoio durante a construcdo do presente
trabalho.

A minha familia, pelo apoio durante a graduaco.

Aos professores da Universidade Federal Fronteira Sul, pelos ensinamentos na trajetoria
do curso.

Aos professores que organizaram e implantaram o curso de Licenciatura em Matematica.

A UFFS por disponibilizar o curso.



RESUMO

A modelagem matematica da transferéncia de calor em sélidos tem se mostrado um
recurso técnico, que permite estimar pardmetros e simular condigdes de contorno de
sistemas, com custo reduzido. O objetivo do presente trabalho € estimar o fluxo de calor
e a temperatura na extremidade direita de barras metalicas. O problema foi modelado com
a equacao diferencial parcial unidimensional do calor, considerando a difusividade
térmica do material e a temperatura na extremidade esquerda conhecidas. Foram
realizadas medicGes de temperatura, com auxilio de um Sistema de Aquisicdo Eletrénica
de Dados (SAED), nas extremidades e em trés pontos internos. O fluxo de calor foi obtido
resolvendo o problema inverso, através do Método de Procura em Rede, com base nas
medidas de temperatura da extremidade esquerda e de trés pontos internos. As medidas
de temperatura da extremidade direita foram utilizadas apenas para a verificacdo do
modelo. Foram consideradas duas hipdteses para estimar o fluxo de calor na extremidade
x = L: fluxo constante e fluxo variavel (modelo exponencial) em fungdo do tempo. Pode-
se concluir que o modelo exponencial ndo acrescenta maior precisao significativamente,
em relagdo ao modelo de fluxo constante.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Fluxo de Calor, Problema Inverso.



ABSTRACT

Mathematical modeling of the heat transfer in solids has proven to be a technical resource
that allows estimating parameters and simulating system boundary conditions at reduced
cost. The objective of the present work is to estimate the heat flux and temperature at the
right end of metal bars. The problem was modeled with the one-dimensional partial
differential equation of heat, considering the thermal diffusivity of the material and the
known left extremity temperature. Temperature measurements were performed with the
aid of an Electronic Data Acquisition System (SAED) at the extremities and at three
internal points. The heat flux was obtained by solving the inverse problem through the
Network Search Method, based on the left end temperature measurements and the three
internal points. Right extremity temperature measurements were used for model
verification only. Two hypotheses were considered to estimate the heat flux at the x = L
end: constant flux and variable flux (exponential model) as a function of time. It can be
concluded that the exponential model does not add significantly higher precision than the
constant flow model.

Keywords: Mathematical Modeling, Heat Flow, Inverse Problem.
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1 INTRODUCAO

A determinacdo de pardmetros em problemas de Engenharia é um tema recorrente
de pesquisa de Matematica Aplicada, devido a necessidade do conhecimento das
propriedades dos materiais e das condi¢Ges de troca de calor, especificas de cada novo
projeto. No entanto, esses procedimentos implicam em tempo, demanda de equipamentos
e custos. Nesse sentido, a otimizacdo dos métodos € um problema recorrente na ciéncia.
A modelagem matematica contribui nessa tarefa, principalmente devido ao baixo custo
dos processos de simulagdo. A modelagem matematica “[...] consiste, essencialmente, na
arte de transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cujas solugdes
devem ser interpretadas na linguagem usual [...]” (BASSANEZI, 2002, p. 24).

No presente trabalho, modela-se matematicamente em escala laboratorial, um
processo de transferéncia de calor. A transferéncia de calor é a energia térmica em
transito, devida uma diferenca de temperaturas no espaco. A transferéncia ocorre por trés

tipos diferentes: condugdo, convecgéo! e radiacéo térmica?.

O objetivo geral é determinar o fluxo de calor e as temperaturas, em funcao do

tempo, na extremidade direita de barras metalicas, submetidas a aquecimento.
Os objetivos especificos sdo:

1.  Elaborar um modelo matematico sobre a difusdo do calor em barras para
calcular pardmetros de condi¢es de fronteira de segunda espécie
(Neumann).®

2. Dominar os processos de medicdo de temperatura em bancada experimental,
com o uso de um Sistema de Aquisicdo Eletrénica de Dados (SAED).

3. Monitorar a temperatura em pontos internos e nas fronteiras de barras

aquecidas em uma das extremidades.

! Transferéncia de calor que ocorre em fluidos que apresentam diferencas de temperatura em seu conteudo.
Quando é fornecido calor a um fluido, formam-se correntes convectivas, que transmitem o calor até que
todo o fluido entre em equilibrio térmico.

2 Transferéncia de calor realizada por meio de ondas eletromagnéticas. Todo corpo que se encontra em
temperaturas diferentes do zero absoluto troca calor em forma de ondas eletromagnéticas constantemente
com suas vizinhancas.

3 A condicéo de contorno de Neumann estabelece o valor da derivada da variavel com relacéo a direcdo
normal ao contorno, ou seja, um fluxo.
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4,  Calcular o fluxo de calor ¢” # usando os dados experimentais, como a
solucgéo do Problema Inverso.

5. Verificar a varia¢do dos resultados considerando diferentes amplitudes da
variacdo da temperatura nas fronteiras.

6.  Avaliar a precisdo do metodo comparando os resultados calculados em

T(L,t), com os dados experimentais.
Onde,

T é a temperatura em funcéo do espaco e tempo.
L é a posi¢do no espaco.

t é o tempo.

O presente trabalho é composto por cinco capitulos, sendo que no segundo contém

as equacdes do problema de transferéncia de calor em sélidos e o modelo utilizado.

No terceiro capitulo é descrito 0 método numérico de resolucdo de Equacdes
Diferenciais Parciais, 0 Método das Diferencas Finitas, com os esquemas de discretizacao
espaco-temporais Explicito, Implicito e Crank-Nicolson e Método de Procura em Rede,

utilizado para a determinacéo do fluxo de calor, através do Método do Problema Inverso.

No quarto capitulo apresenta-se os materiais e 0s procedimentos experimentais,
iniciando com a montagem do equipamento (SAED), a preparagdo das amostras e
concluindo com a coleta dos dados.

No quinto capitulo destaca-se os resultados obtidos com o método, o fluxo de calor
e as temperaturas em x = L.

4 Notacdo: o simbolo ¢ ” representa o fluxo de calor.
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2 MODELO MATEMATICO

Muitos fenbmenos que ocorrem na oOtica, na ondulatéria, na mecéanica, no
magnetismo etc., podem ser descritos através de Equacgdes Diferenciais Parciais (EDP).
Uma equacdo diferencial parcial (EDP) é uma equacdo que envolve duas ou mais

variaveis independentes x, Y, z, t, ... e as derivadas parciais de uma funcdo u = u(x, y, z, t,

).

Segundo Cengel (2003) a transferéncia de calor ocorre por condugédo, convecgéo
e radiacdo. No caso da conducdo ocorre pela interacdo de particulas mais energéticas para
as particulas menos energéticas adjacentes. No caso de gases e liquidos a condugéo ocorre
pela colisdo e difusdo das moléculas no sistema, ja nos sélidos ocorre pela vibracdo das

moléculas em uma rede e do transporte de energia pelos elétrons livres.

A lei proposta por Jean-Baptista Joseph Fourier (1768-1830) em 1822, conhecida
por Lei de Fourier, determina que o fluxo de calor, indicado por q”, € proporcional ao

gradiente de temperatura Z—i . Inserindo um coeficiente de proporcionalidade Kk,

transforma-se a proporcionalidade em uma igualdade, como mostrado na Eq. (1). Essa
equacdo é de carater fenomenoldgico, por ndo ter sido originada de uma teoria

fundamental, mas sim, por evidéncias experimentais.
wo_ . dT
q" = —k— 1)
Onde:

q"’ € o fluxo de calor por condugdo (W/m?)

k é a condutividade térmica (W/m°C)
Z—i o0 gradiente de temperatura na se¢do, na direcdo x (°C/m).

O fluxo de calor recebe o sinal negativo para indicar a dire¢do da transferéncia de
calor, que ocorre do meio mais energético para 0 menos energético, portanto, na diregdo

onde a temperatura é decrescente.

Neste trabalho sera modelada a transferéncia de calor em barras aquecidas,

considerando o caso unidimensional, ou seja, caso em que o calor se desloca apenas em
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uma dimensé&o. Em especifico, determinaremos T(L,t), estimando valores para o fluxo ¢ ”.

A Figura 1 ilustra as barras a serem estudadas.

Figura 1 — Barra de aco aquecida em x = L.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A distribuicdo de temperatura, caso transiente®, em uma barra isotropica® e
homogénea’, ¢ modelada pela conhecida Equagdo do Calor (Eg. 2) segundo
(INCROPERA, 2017, p. 53).

ot Oy gt tag 2)

Onde:
e T éatemperatura (°C);
e oy, Oy € o Sao as difusividades térmicas nas dire¢des X, Y, € z, respectivamente
(mfs);
e X,y ezsao as variaveis espaciais nas direcdes x, y e z (m), respectivamente;

e téotempo ().

5 Um sistema diz-se em estado transiente quando pelo menos uma variavel do processo se encontra ainda
em mudanca, ndo tendo por isso o sistema atingido o estado estacionario.

® Possui propriedades fisicas que so idénticas em todas as direcdes.

" Formada por uma mistura de substancias que contém somente uma fase (monofasica) quando sdo
misturados dois ou mais elementos.
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Como as faces paralelas aos planos xy e xz sdo isoladas, s6 havera gradientes
térmicos na direcdo x. Com isso, pode-se considerar que as variacdes térmicas nessas
direcbes sdo muito pequenas em relacdo as variagdes na direcdo x e a Eq. (2) pode ser

escrita em apenas uma dimensao, como na Eq. (3):

=l ®3)
A condicdo de fronteira em x = 0 é de 12 espécie (Dirichlet) e assim obtém-se a
Eq. (4):
T(0,t) = Ty(t) parat>0. 4)

Os dados da condicdo de contorno, fungdo Ti(t), foram obtidos
experimentalmente. Para inseri-los no algoritmo do Problema Direto, foi necessario
ajustar esses dados através do Método dos Minimos Quadrados, utilizando um polinémio

de terceiro grau, conforme ilustra a Eq. (5):
Ti(t) = ast® + at? + ast + ao. (5)
A condicdo de fronteira em x = L é de 22 espécie (Neumann) e assim obtemos a
Eqg. (6):
q'(Lt) = k=, parat>0, (6)
Onde:
k é a condutividade térmica do material da barra (W/mK);
q” € o fluxo de calor (W/m?).

Procedimento semelhante a T1(t) foi adotado para a condicéo inicial, também

obtida experimentalmente e dada pela Eq. (7)
To(X,0) = To(t)= bit+bo para0<x<L. (7
Onde bo e by sdo coeficientes reais.

A solucdo de problemas de transferéncia de calor com condic¢des de contorno pode
ser implementada por diferentes métodos: Metodo da Transformada de Laplace (Carslaw;
Jaeger, 1959); Funcdes de Green (Chang; Huang, 1980); Método dos Elementos Finitos
(Beckett; Chu, 1973); Método Hibrido: Transformada de Laplace e Elementos Finitos

(Chen; Lin, 1991). Todos esses métodos apresentam vantagens e desvantagens. Os
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métodos analiticos proporcionam solucgdes exatas e rapidas para qualquer tempo e espaco,
mas a obtengéo das inversas das transformadas (no caso da Transformada de Laplace) e
a identificacdo de fungdes apropriadas (no caso da Funcéo de Green) tornam a aplicagéo

de tais métodos limitada.

Em alguns casos (condicGes de fronteira e parametros varaveis) é muito dificil de
se encontrar uma solucéo analitica, recorrendo-se aos métodos numéricos para obter uma
solucdo aproximada. Segundo Zill e Cullen (2001), para certos fins, é perfeitamente
justificavel aceitar uma aproximacdo numeérica da equacao da onda, pois, para condi¢des
iniciais ou de contorno com temperaturas variaveis, 0 método de separagdo de varidveis
pode ndo ser conveniente, ou sequer aplicavel. Na verdade, um processo humérico pode

ser a Gnica maneira de abordar um problema de contorno.

Os métodos numéricos, tais como 0 Método Elementos Finitos, Volumes Finitos
e Diferencas Finitas (Chen; Lin, 1991), tém sido amplamente utilizados com sucesso em

problemas unidimensionais, com condic¢@es de contorno lineares e dependentes do tempo.

Os métodos do Problema Inverso (Pl) e do Problema Direto (PD), tem seus
conceitos baseados na cultura de causa e efeito. A expressdo Pl pode-se atribuir ao

astrofisico Viktor Amazaspovich Ambartsumian, como aquele que a moldelou.

O PI sujeita-se a alguns fatores que podem comprometer os resultados, como
amostras poluidas ou incompletas, ruidos, impericias observacionais, erros de medidas,
entre outros. No que diz respeito ao PD é necessario um conhecimento mais completo e
mais preciso do sistema a ser analisado, ou seja, € necessario ter o conhecimento completo

das causas para que entdo seja possivel estabelecer os efeitos.

Um ponto de vista mais pratico em relacdo aos PD e PI, pode-se pensar na equacao
do calor partindo do PD, bastaria resolver a equacdo usando as condicdes iniciais
desejadas e com as constantes desejadas, para que a partir de uma causa fosse possivel
analisar os efeitos; por outro lado, contendo dados de um comportamento local de um
sistema de calor, € possivel descobrir a sua causa criando um modelo diferenciado que

descreve essa singularidade.

Existem diversas maneiras de solucdo de PI, algumas das mais utilizadas sé&o:

Inversdo direta, Decomposi¢do em valores singulares, Minimos quadrados e variantes
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(minimos quadrados ponderados), Métodos de regularizacdo, Métodos variacionais, entre

outras (molificacdo, métodos bayesianos. filtros digitais, redes neurais, etc).

Os PI se tornaram uma nova area da ciéncia, visto que as suas aplicacdes sao de
utilidade para a sociedade no que diz respeito a qualidade de vida. Eles s&o empregados
para estudos na medicina, por exemplo, tém aplicacGes nas ressonancias magnéticas,
ultrassom e tomografia computadorizada (a saber os problemas envolvendo medicina, ora

podem ser PD ora podem ser PI)

Para estudos na construcdo de aparatos tecnoldgicos e softwares mais elaborados,
como por exemplo para a reconstrucdo de imagens, bem como na geofisica, que auxilia
em estudos sobre o petréleo, na transferéncia de calor, no aprimoramento das previsoes
do tempo e também sdo utilizados na econémica devido ao aprimoramento de algumas

técnicas, social, politica e militar.
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3 METODOS NUMERICOS

Neste capitulo, é feita a discretizacdo do método de diferencas finitas: Explicito,
Implicito, Crank-Nicolson. Seguido pela escolha do melhor método e discretizagdo do

mesmo dependente do fluxo. Finalizando com o método de Procura em Rede.

3.1 PROBLEMA DIRETO: METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas consiste em discretizar uma equacao diferencial
continua, como por exemplo, a fun¢do f(x) = x, tem a sua representacdo discreta, no
intervalo [0,5] o conjunto Imf = {0,1,2,3,4,5}, sendo um espacamento entre 0S
elementos do dominio de 1, ou seja, Ax = 1, obtém-se assim uma funcdo com relacdo a

um dominio discreto, cujo o conjunto que o representa é Df = {0,1,2,3,4,5}.

O objetivo desse trabalho, € a determinacdo do fluxo de calor de alguns solidos.
Para tanto considera-se o0 caso da equacdo do calor, unidirecional, em uma barra, cuja
regido a determinar esta entre 0 < x < L, considerando o inicio e o fim da barra. Mas
esse dominio, ou seja, esse intervalo esta numa forma continua. Para discretiza-lo, deve-
se dividi-lo em varios pontos, substituindo-o por um namero finito de pontos, criando
assim, uma malha. Convenientemente é adota-se um mesmo espacamento entre esses
pontos, ou seja, deve-se adotar um Ax, de forma conveniente, para a precisdo do método.
Nesse caso quanto maior o numero de Ax, mais aproximada a solucdo serd, mas, é
necessario levar em consideracdo que como serdo utilizados métodos computacionais
para a aplicacdo do método, quanto maior for o nimero de Ax, maior sera a demora no

processamento dos dados.

Como pode-se notar o dominio sempre tera (n + 1) elementos, considerando n

como o numero de divisGes do intervalo de solucdo. Entdo pode-se representar por:
x[i] =(0{—-1DAx,comi=1,..,(n+1). (8)

Portanto 0 metodo das diferencas finitas tem como funcdo a localizacdo, de
equacdes algébricas que se aproximem da solugdo em cada ponto x[i], para isso existem

varios metodos, os quais devem ser definidos de acordo com a natureza dos dados a serem
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estudadas, condigcbes de contorno e a precisdo a qual deseja-se alcancar. Essas

aproximacdes sempre sdo dadas em funcdo de uma aproximacdo em série de Taylor.

No caso das derivadas, 0 método das diferencas finitas, consiste em discretizar o

seu valor, ou seja, escrever o seu operador diferencial, em fungdo dos seus valores

pontuais. Partindo-se da definicdo de derivada no ponto de uma funcdo u:I CR —

R entdo tem-se:

u(x;+h)—u(x;)

du .
o () = lim

Adotando entdo h = Ax, de forma aproximada, porém finito, escreve-se:

!

Diferenga Finita Progressiva:  u; =

~

h

Ui+1—Ui

Uj—1 —2Ui+ Ui

h2

Diferenca Finita Central: u =
Diferenca Finita Regressiva: (THES % -
Onde:
h = %;

xi =x1+ ({—1h;

Uiy = u(x; + ) ;
u; = ux;);

u;_, = ulx; — h).

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
(14)

(15)
(16)
17)

Na sequéncia serdo apresentados trés metodos de se usar as diferencas finitas para

a solucdo do problema direto da equacdo do calor, que serdo: o Implicito, Explicito e o

Cranck-Nicholson, também serdo feitas comparacdes da eficacia entre eles e a solugédo

analitica.

3.1.1 Meétodos Explicitos

Os metodos explicitos sdo métodos de facil implementacdo, cuja discretizacao

temporal depende sempre de uma condigéo de estabilidade, para que assim seja possivel

obter uma equacao estavel.
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A equacao do calor, particularmente, que é dada pela Eq. (3) tem do lado esquerdo
uma parte temporal, ou seja, depende do tempo t e do lado direito uma parte espacial, ou
seja, depende do espaco x. Para a parte temporal serd utilizada as Diferencas Progressivas
e para a parte espacial sera utilizada as Diferencas Centrais para a aproximacao das
derivadas segundas, podendo entdo serem reescritas da seguinte maneira,

respectivamente:

or _ Tkti_Tk

18
at At (18)
k k k
o°T ~ Lit1=2Ti +Tiy (19)
ox? Ax? '
Logo, pode-se reescrever a equacao do calor da seguinte maneira:
k+1 k k k k
T _ aTi+1_2Ti T4 (20)
At Ax? '

Neste caso pretende-se determinar T}*' que é o Unico fator desconhecido,

l

portanto, precisa-se isolar ele na equagdo acima, logo, 0 modelo que é necessario

. .. . At z
implementar, de forma explicita, considerando, w = « oo Sera:

T/ = wTE, + (1 = 20)TF + 0Tk, . (21)

3.1.2 Meétodos Implicitos

Os meétodos implicitos, ao contrario dos explicitos, sdo incondicionalmente
estaveis, em outras palavras, a discretizacdo do tempo ndo depende da solucdo espacial
da grade aderida. Salientando que essa estabilidade ndo é diretamente relacionada a
precisdo do método, pois, a precisdo a qual deseja-se alcancar depende de Ax, At e as
condic@es de fronteira. Também vale dizer que esse método converge para a solugdo da

EDP, se Ax — 0 e At — 0, ndo importando a razao entre eles.

Para esse método o modelo a ser utilizado para implementacéo, utilizando-se
ainda das Diferencas Progressivas para a parte temporal e as Diferencas Centrais, para a
segunda derivada na parte espacial, porem agora, a representacdo da derivada segunda se

dara por:
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k+1 k+1 k+1
0°T T 2T +T]

= : 22
axZ AxZ ( )
Logo a equacdo do calor sera representada por:

k+1 k k+1 k+1 k+1

-1 _ Tiyn =217 +Tio;
=a > , (23)

At Ax
~ - o . At
Onde o deve-se calcular T}, ento isolando-o0 na equagio e assumindo w = a vy
obtem-se:

T = T/ + (1 + 20)T/H — T (24)

Logo como pode-se notar na equacdo acima, ndo se consegue calcular de forma
direta T/, pois, depende-se de varias incognitas, entdo esse método, retorna um conjunto

de equac0es, em cada ponto temporal.

Entdo considerando 0 <i <y, pode-se notar que se tem y — 1, equagdes

simultaneas.
Onde,
Ti-tnt1=Top+r1=go (tn+1) parai=1. (25)
Ti+in+1 = g1 (tne) parai=y — 1, (26)
e
1+ 20)TP? — T =TI + wgo(tpe,) parai =1 . (27)
—wTM + (14 20) T — TR =Tl para2 < i<y -2 . (28)
1+ 20T — Wl =Ty + wgi(ther) parai =y — 1 . (29)

Fazendo algumas simplificacbes nas equacdes acima, pode-se reescrever 0

sistema, na forma matricial, da seguinte maneira:

-2.1 ﬁl 0 O b O O O r Tl ] B Sl 7

o, A, B 0 O 0 0 T, S5
0 O3 13 ﬁ3 0 0 0 T3 S3
0 (oF] /11' ﬁi 0 0 Ti = Si ' (30)
0 0 .. 0 0 o2 A4 By2||Ty- Sy—-2

| O 0 0 0 O O-]/—l /1)/_1_ _Ty—l_ —Sy_l-
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Basta entdo implementar a solucdo do sistema acima, que serdo obtidas as

temperaturas em cada ponto.

3.1.3

Método de Crank-Nicolson

Em resumo este método mescla elementos dos métodos implicitos e explicitos,

para as equagdes de difusdo ele é incondicionalmente estdvel, mas, em solucdes

aproximadas, quando a razdo do tempo pelo espaco, for significativamente grande,

. 1 ~ . ~ T .
geralmente superior a > ocorrerdo oscilacGes significativas.

Aplicando o método para a parte temporal da equacao, tem-se:

aT _ Tin+1 _Tin

at At (31)

Jé& para a parte espacial, que sdo as médias entre as aproximagoes de tempos n e

n + 1, tem-se:

como:

@2l = [Ty = 2T+ TR + (TR — 217 4+ T (32

Logo para a EDP do calor, tem-se:

n+1 n
T T

L= %[(T{}H 2T+ T ) + (TR =21 + T D] (33)

. At . .
Isolando T***, e assumindo w = ZEXA—X)Z, pode-se escrever a igualdade acima

T =TI + (T, — 2T + T ) + w(TRYE — 2T/ + T (34)

Este método gera um sistema de equacbes semelhante ao sistema obtido nos

métodos implicitos.

3.1.4

Escolha do método de Diferencas Finitas

A escolha de qual método utilizar leva em consideracdo o tempo de compilacéo

do programa, a aproximagdo com o metodo analitico e a convergéncia do método.
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Na Tabela 1 estdo os dados de execucdo dos trés métodos estudados. O “Tempo
de execucdao” tem malha: tempo = 150 s; divisOes de tempo 150; divisdes em x = 30

intervalos.

Tabela 1 — Métodos Problema direto

Método Explicito Implicito Crank-Nicolson

Tempo execucao 0.082's 0.351s 0.914 s

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar do metodo explicito apresentar o melhor tempo de execugdo, possuli
problemas de convergéncia, exige que AF < % , da Eq. (21), o que implicaria em possiveis
ajustes de malha na execucdo do problema inverso. Logo, como o método implicito
apresentou o segundo melhor resultado quanto ao tempo, superando o Crank-Nicolson e

ndo possui problema de convergéncia, ele foi escolhido para ser usado no problema
inverso.

3.1.5 Discretizagdo do Método das diferencas finitas na forma implicita e

dependente do fluxo

Discretizando a EDP da Eq. (3) para o Método Implicito tem-se:

@) _p(0 W) _ (D), (D)
T: ' —T, T; 7 —2T; " +T; .
L L — 1—-1 L 1+1 - _

vl o , parai=2,3,4,5,...,n-2. (35)

onde n corresponde ao Gltimo ponto da malha, na extremidade direita.

At
Fazendo AF = 27 , (36)

e substituindo na Eqg. (36) e na Eq. (35) obtém-se:

—AFT® + 1+ 20R)T® — AFTH =T (37)

Sendo que para i = n-1, T(n) ndo é conhecida. Porém, o fluxo de calorem x =L
sera estimado pelo problema inverso, portanto ¢ um valor conhecido a cada iteracao
temporal.

Discretizando a condigéo de fronteira em x = L, tem-se,
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4 _ R

38
k Ax (38)
Assim, obtém-se o valor de T(n):

T =Lax+ 1Y (39)

Substituindo a Eqg. (39) na equacéo de discretizagéo geral, Eq. (37) parai =n-1,
tem-se:

—AFTY, + (1 + 28T, - AF (Lax + 7)) = 19 (40)
Agrupando os termos com T, tem-se:
—AFTS, + (L + AT, =T, + AF L ax (41)

As Eqs 37 e 41, assim como a condicdo de fronteira em x = 0 e a condicao inicial
foram utilizadas para elaborar um programa computacional em Scilab, o qual calcula a

distribuicdo de temperatura em pontos internos da barra em fungéo do tempo.

3.2 PROBLEMA INVERSO

O Método de Procura em Rede (MPR) é um método que ndo tem problemas de
convergéncia, pois busca por inspecéo direta a solugdo que apresenta a menor diferenca
em conjunto de solugdes finitas. Por esse motivo pode ser considerado um método de
solucdes subotimas, porém, para um numero suficientemente grande de divisdes, em que
o coeficiente de correlacdo ndo apresenta variagoes significativas, os resultados tendem a
solugdes Gtimas. O método tem a vantagem de ndo necessitar de calculo de derivadas,
porém sua execucao computacional tende a ser mais demorada que outros métodos, como
Levenberg-Marquardt e Gradientes Conjugados, apresentados em Silva Neto e Moura
Neto (2005), na medida que aumenta o0 nimero de parametros a serem estimados. Mesmo
assim, mostra-se um método eficiente para o presente problema. O referido metodo,
descrito em Borges et al. (2008), foi implementado computacionalmente e adaptado para

a estimacao do fluxo ¢ ”, de acordo com o seguinte algoritmo:
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1° Passo: Estimar um intervalo de valores de q", I; = [q"min, " max] d€ existéncia da
solucéo, considerando que nele esteja a difusividade étima. Dividir o intervaloremn — 1
_ 9"max— 9'min.

subintervalos, de tal forma que Aq" = === ——=;

2° Passo: Fazer o calculo do Problema Direto com o valor de g" estimado, o que da
solugbes T(x,t) e particularmente, a temperatura estimada T, = T(x;,t), onde j =

1,2,3, ..., n S0 0s pontos monitorados e t é 0 tempo em segundos;

3° Passo: Fazer o célculo das diferencas entre os dados experimentais e os calculados da

seguinte maneira:

d; = ’}=1Zi’;0(Test(t) — Toxp(t))?,0nde i = 1,2,3, ..., n, T,,, S80 temperaturas obtidas

de forma experimental e t; o tempo final;

4° Passo: ldentificar d(d,in) de menor valor, entre todas as diferengas d;. Esta diferenca

€ 0q",:, parao intervalo I, onde g",.; é o valor 6timo de g";

5° Passo: Para melhorar a solugdo é necessario fazer um refinamento do intervalo Iy .

Para isso é necessario definir um novo intervalo, I, = [q"minz) @ " max2], S€Nd0 @"minz =
q"or1 — Aqnl €q" max2 = q ot1 t Aqul;
6° Passo: Refazer os passos de 2 a 5, estimando tantos I,,, ,m = 1,2,3, ..., de tal forma

que |diiL — dhin| < €, onde e é o parametro do critério de parada.
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4. PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS

Os dados foram obtidos com o auxilio do SAED, em experimentos realizados pelo
proprio autor deste trabalho no periodo de 2019/01, no Laboratério de Ensino de
Matematica da UFFS, Chapeco.

Foi feita a montagem da bancada experimental: amostras de metal e SAED. As
amostras consistem em trés barras cilindricas de aco: Barra 01, Barra 02 e Barra 03 com
tempo de duragdo do experimento de 1464, 714 e 786 segundos respectivamente, assim
como, respectivamente 19, 13.8 e 11 cm de comprimento cada, perfuradas nas duas
extremidades (fronteiras) e trés pontos interiores com mesmo espacamento. As barras

foram perfuradas nos pontos R, N, O, P e Q para instalar os sensores, conforme Figura 1.

Para o isolamento das amostras ha a utilizacdo de uma camada de manta térmica

laminada, uma de isopor e outra de manta novamente, conforme Figura 2.

Figura 2 — Amostra

Fonte: Elaborado pelo autor.
Aquecendo com um ferro elétrico em x = L, conforme Figura 1, em cada uma das
barras determina-se o fluxo ¢” e com isto, a temperatura da face paralela a x=L, no

exemplo acima L = 4.
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Ja o SAED consiste em um Rasberry (computador de tamanho reduzido), que esta
conectado a: um monitor de computador ou TV, um mouse e um teclado padréo e em
uma placa criada para receber os valores de temperatura. Esta placa possui 6 entradas,
onde sdo conectados cabos que vao até a amostra e na ponta destes cabos ha um sensor

que suporta temperaturas de até aproximadamente 150 °C.

Os sensores recebem as variagdes térmicas que alteram os valores de corrente e
tensdo elétricas. Essas diferencas sdo convertidas para uma escala de temperatura em
graus Celsius, por um algoritmo computacional. A calibragdo dos sensores foi
implementada com o auxilio de um termdmetro de bulbo calibrado, submetendo-os
(sensores e termOmetros) ao mesmo ambiente, anotando as diferencas para cada sensor e

inserindo na programacéo do SAED. A Tabela 2 apresenta essas diferencas.

Tabela 2 — Valores obtidos na calibragéo em °C

Sensor 0 Sensor 1 Sensor 2 Sensor 3 Sensor 4
75 0.82 9.46 7.86 6.21

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 3 mostra 0 SAED montado e acoplado na amostra, durante a realizacéo

dos experimentos.

Figura 3 — SAED e amostra

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 ANALISE DA APLICACAO DO MODELO

Uma descri¢éo da aplicacdo do Método de Procura em Rede e a discussdo sobre a
eficiéncia do modelo proposto na tarefa de determinar o fluxo de calor sdo apresentadas
nesse capitulo.

5.1 SOBRE A DIFUSIVIDADE TERMICA E A EXECUCAO COMPUTACIONAL
DOS PROBLEMAS DIRETO E INVERSO

O valor da difusividade térmica das amostras pesquisadas foi determinado em
Gervasio (2019, pg. 41) utilizando a metodologia do problema inverso, com base nos
mesmos dados experimentais do presente trabalho, porém, considerando o problema de
transferéncia de calor com condicBes de fronteira de primeira espécie, conhecidas
experimentalmente, em ambas as extremidades das barras. A difusividade térmica é
estimada como a média das trés barras, visto que se tratam de amostras do mesmo
material, porém com comprimentos e condi¢des de aquecimento diferentes. Assim, 0

valor adotado nesse trabalho é de 4,1 x 10°® m?/s.

Tabela 3 — Dados experimentais e resultados do calculo da difusividade

L da barra Tempo de Qcal X 107
(m) experimento (s) (m?/2) Desvio
0,19 1464 4,9 padréo
0,138 714 3.1 (x 10°)
0,11 786 4,3
Difusividade média 4,1 0,748331

Fonte: Gervasio (2019).

O Problema Direto foi resolvido pelo Método de Diferengas Finitas, com o

esquema Implicito em malha de 200 iteracfes temporais e 52 espaciais.

O Método de Procura em Rede foi aplicado com particdo de 50 pontos para o
pardmetro ¢ . Cada execugdo computacional utilizou em torno de 4,22 s, em um notebook
Ideapad 330S Intel Core i5-8250U, 8 GB DE RAM. Para cada execugéo do PI, 0 aumento



27

no numero de divisdes dos intervalos, além de 150 divisdes, ndo implicou em melhoria
do coeficiente de determinacdo, com isto foram adotados os resultados descritos no item
5.2. Devido ao Método de Procura em Rede ser subdtimo, deve-se considerar a existéncia
de outras solugdes, porém, pelos testes realizados, ndo devem apresentar parametros

muito diferentes dos encontrados nesse trabalho.

5.2 ESTIMACAO DO FLUXO DE CALOR E DA TEMPERATURA NA FRONTEIRA

O fluxo de calor em x = L ndo é constante ja que a diferenca entre as temperaturas
da fonte de calor em T(L,t) sdo diferentes, visto que é um processo de aquecimento. No
inicio do agquecimento essa diferenca tende a ter o maior valor, diminuindo ao longo do
tempo, tendendo para um valor fixo, o que caracteriza o regime estacionario do sistema,
ou seja, quando ndo ocorrem mais mudancas de temperatura. Mesmo com essa analise,
foram consideradas duas hipdteses para estimar o fluxo de calor na extremidade x = L:
fluxo constante e fluxo variavel em funcéo do tempo. E evidente que a primeira hipotese
é uma simplificacdo do fendmeno, porém pode ser uma aproximacdo que simplificaria o

algoritmo de procura do problema inverso.

Para modelar a hipotese de fluxo varidvel, foi utilizada uma funcéo exponencial
do tipo

q”(t) = Ae® + B, onde A, b e B sdo parametros reais e positivos. (42)

Na Eq. (42), parat — o o fluxo tende aser Be parat=0, ¢ ’(0) = A + B. Desse
modo, A é a variagdo entre o fluxo inicial e o fluxo do estado estacionério B. Os resultados
da aplicacdo do algoritmo para as trés barras, com essas hipoteses, sdo apresentados na
Tabela 4.

Tabela 4 — Dados do fluxo de calorem x = L.

Hipoteses Barra 01 Barra 02 Barra 03
Fluxo constante 295 250 157,14
Fluxo A (W/m) 50 44,5 26,66
variavel | b (s?) 0,001 0,001 0.001
B (W/m) 302,5 250 166,66

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observou-se gque a influéncia do coeficiente b da Eq. (42), o qual tem relacdo com
a curvatura da funcdo exponencial, ndo é significativo na determinacdo da variacdo do
fluxo. Na Tabela 4 foi anotado o mesmo valor para as trés barras, porque o algoritmo de
procura do problema inverso indicou valores menores do que 102 s, ou seja, 0 pardmetro
b tende a zero, indicando que o fluxo ndo tem um comportamento exponencial, mas linear,

0 que é ilustrado na Figura 4. Os graficos dos fluxos das demais barras sdo semelhantes.

Figura 4 — Fluxo de calor para a barra 01

354
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353
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E
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2
L
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m
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a
=
2 240
=
s
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345 T T T T T T T T T T T T T
a 200 400 G000 800 1000 1200 1400 1 GO0

Tempo, t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O fluxo constante pode ser entendido como um valor intermediario entre o fluxo
inicial (méximo) e o estacionario (minimo), no processo de aquecimento. Ou seja, B <

fluxo constante < B + A. A Tabela 4 confirma essa analise.

As temperaturas T(L,t) foram determinadas com os valores de % da Tabela 4 e

com a Eq. (38) e sdo apresentadas na forma de grafico nas Figuras 4 a 10, para as trés
barras. Observa-se que os valores estimados de T(L,t) (curvas continuas) descrevem a
tendéncia de crescimento, com taxas maiores na primeira metade do tempo de

experimento, com reducao dessa taxa na segunda metade, tendendo, talvez, para um valor
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nulo para tempo infinito, no qual o sistema poderia entrar em equilibrio térmico. Esse
comportamento ndo é observavel nos dados experimentais (pontos discretos), a0 menos
no intervalo de tempo de medicdo. A tendéncia das curvas de temperatura experimental
para um valor estacionario também é provavel, mas ndo observavel no intervalo de

medicéo.

As diferencas entre as curvas de temperatura experimentais e estimadas indicam
que o modelo proposto descreve com relativa precisdo o comportamento dos dados
experimentais, como pode-se observar analisando a distribuicdo de temperaturas de
T(L,t), nas Figuras 04 a 10. Evidentemente, 0 modelo ndo contempla oscila¢cbes nas
medic¢des de temperatura, como pode-se observar em T(L, 1464) na Figura 4 e em alguns

outros pontos nas demais figuras.

Comparando os resultados das curvas com fluxo constante e varidvel, para as
mesmas barras (Figura 5 com a Figura 6, Figura 7 com a Figura 8 e Figura 9 com a Figura
10) pode-se concluir que o modelo exponencial ndo acrescenta maior precisao

significativamente em relagdo ao modelo de fluxo constante.

Figura 5 — Distribuicdo de temperatura na barra 01, fluxo constante.
(exp = Temperatura experimental; cal = Temperatura calculada.)
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 6 — Distribuicdo de temperatura na barra 01, fluxo variavel.
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Figura 7 — Distribuicdo de temperatura na barra 02, fluxo constante.
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Figura 8- Distribuicdo de temperatura na barra 02: fluxo variavel.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 9- Distribuicdo de temperatura na barra 03: fluxo constante.
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Figura 10— Distribuicdo de temperatura na barra 03: fluxo variavel.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Analisando os procedimentos e 0s resultados obtidos, cabem as seguintes

consideracdes:

1. Sobre a imprecisdo dos dados experimentais e limitagdes do modelo:
As medidas efetuadas podem ter erros de calibragdo e processos, porém
considerando os procedimentos de calibracéo e repeticdes em trés barras, esses
erros ndo alteram significativamente o comportamento geral da distribuicéo
de temperatura. No entanto, deve-se considerar a possibilidade de
simplificacGes do modelo, em relacdo a complexidade do fenémeno, tais como
a difusdo de calor em duas ou mais direcdes e trocas de calor com o material

de isolamento.

2. Sobre a forma das curvas de temperatura em x = L e a analise das trocas de
calor:
Considerando as diferencas de temperatura entre a fonte de calor e de T(L,t),
o fluxo de calor deve ser maior nos primeiros instantes, tendendo a um valor
constante, na medida que o sistema entra em equilibrio térmico. Essa anélise

reforca o formato das curvas estimadas pelo modelo.

3. Sobre a hipotese de fluxo constante ou variavel:
A hipétese de fluxo de calor constante € uma simplificacdo do fenémeno real,
ja que a diferenca entre a temperatura da fonte e em x = L ndo é constante,
porém, tende para um valor constante. Mesmo assim, ficou evidente que a
variacdo de fluxo n&o foi significativa na distribuicdo de temperatura e que o

modelo de fluxo constante € uma aproximagdo, no minimo, razoavel.

Em futuros trabalhos, o modelo podera ser melhorado com novas hipoteses de
variacdo do fluxo e medicdo de periodos de tempo que incluam o inicio do estagio

estacionario.
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