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RESUMO

Os snarks sao grafos com propriedades peculiares. Eles se relacionam com importan-
tes conjecturas como a Conjectura dos Grafos Sobrecarregados. De acordo com a forma
como os snarks sao definidos, propomos neste trabalho os d-snarks, os quais sao uma
generaliza¢ao dos snarks. Neste trabalho, além de definirmos os d-snarks, apresenta-
mos o resultado de um experimento no qual grafos 5-regulares foram testados a fim de
encontrar algum 5-snark. Apesar de nao termos encontrado 5-snark algum, demons-
tramos que se os 5-snarks nao existem, entao P = NP. Ainda, demonstramos que, a
menos que P = NP, existem muitos 5-snarks, de forma que o namero de 5-snarks nao

pode ser limitado superiormente por um fung¢ao polinomial.

Palavras-chave: Coloracao de grafos e hipergrafos (MSC 05C15). Algoritmos de grafos
(MSC 05C85). Teoria dos grafos em relacao a Ciéncia da Computacao (MSC 68R10).



ABSTRACT

Snarks are graphs with peculiar properties. They are related to important conjectures
such as the Overfull Conjecture. According to how snarks are defined, we propose in
this work the d-snarks, which are a snark generalization. In this work, besides defining
d-snarks, we present the result of an experiment wherein 5-regular graphs were tested
in order to find some 5-snark. Although we have not found any 5-snark, we prove
that if 5-snarks do not exist, then P = AN'P. Also, we prove that, unless P = N'P, there
are many 5-snarks, so that the number of 5-snarks cannot be bounded above by a

polynomial function.

Keywords: Coloring of graphs and hypergraphs (MSC 05C15). Graph algorithms
(MSC 05C85). Graph theory in relation to Computer Science (MSC 68R10)
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1 INTRODUCAO

Em 1852, Francis Guthrie formulou a Conjectura das Quatro Cores. A conjec-
tura (hoje Teorema das Quatro Cores) afirma serem suficientes quatro cores para colorir
qualquer mapa de forma que regides adjacentes recebam cores diferentes (conforme
Figura 1). A conjectura permaneceu sem prova por mais de um século, sendo demons-
trada pela primeira vez em 1977 (APPEL; HAKEN, 1977; APPEL et al., 1977). A prova
do Teorema das Quatro Cores foi a primeira grande demonstracao matematica a ser
realizada com auxilio de um computador, de forma que seria impraticavel para um
humano verifica-la manualmente (SWART, 1980).

Figura 1 — Mapa do Brasil colorido com 4 cores

) T

| 4
A
‘, o

L

9

Em estudos sobre o Teorema das Quatro Cores foi encontrada uma classe de
grafos peculiares (CHLADNY; éKOVIERA, 2010 apud ZATESKO, 2018), atualmente
conhecidos como snarks. A importéancia dos snarks nesses estudos é dada pelo teorema
provado por Tait (1878-1880) que mostra equivaléncia entre o Teorema das Quatro Co-
res e a afirmacio de que nenhum snark é planar'. Com a descoberta desta classe de gra-
fos possivelmente origina-se a area de estudos sobre coloracao de arestas (ZATESKO,
2018), uma vez que um snark é definido como um grafo ctubico, 2-aresta-conexo e cujas
arestas nao podem ser coloridas usando somente 3 cores (STIEBITZ et al., 2012).

O primeiro snark descoberto foi o grafo de Petersen (PETERSEN, 1898 apud STI-
EBITZ et al., 2012), em 1898, com 10 vértices (Figura 2). Os préoximos snarks encontra-
dos foram os de Blanusa (1946), com 18 vértices cada (Figura 4), e o snark de Descartes
(1948), com 210 vértices. Observe que o grafo de Petersen foi encontrado 18 anos apods
a demonstracao do teorema de Tait, e os snarks seguintes foram encontrados aproxi-

madamente 50 anos ap6s a descoberta do primeiro snark.

1" Conceitos tedricos de grafos serdo discutidos mais detalhadamente no Capitulo 2.
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Figura 2 — Grafo de Petersen

O nome snark foi dado por Gardner (1976) em torno de um século apés o Te-
orema de Tait em razao da estranha criatura ou coisa que é “cagada” no poema The
Hunting of the Snark, escrito por Lewis Carroll e publicado em 1876 (ZATESKO, 2018).

Figura 3 — Capa da primeira edicao de The Hunting of the Snark

1.1 COLORACAO DE ARESTAS

Seja G um grafo qualquer e ¥ um conjunto com k elementos, chamados “cores”,
uma funcao que atribui as arestas de G cores de ¢ de forma que arestas adjacentes
recebam cores diferentes é dita uma coloracao de arestas de G com k cores. O indice
cromdtico de um grafo G, denotado por x’(G), é o menor inteiro k para o qual G admite
uma coloracao de arestas com k cores.

Seja G um grafo e u um vértice de G. Podemos perceber facilmente que o na-
mero minimo de cores necessario para colorir as arestas incidentes a u € igual a quan-
tidade de arestas que incidem a u. Desta forma vemos que o indice cromatico de G é
limitado inferiormente pelo grau maximo de G, denotado por A(G) (ou simplesmente
A quando livre de ambiguidade). Um limite superior para o indice cromatico de qual-
quer grafo simples foi estabelecido por Vizing (1964 apud STIEBITZ et al., 2012), que

mostrou que qualquer grafo simples pode ser colorido com A +1 cores.
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Os grafos podem ser classificados quanto ao seu indice cromatico em duas clas-
ses. Grafos que possuem indice cromatico igual a A sao chamados de Classe 1 e grafos
que nao podem ser coloridos com A cores sao chamados de Classe 2. Um exemplo de
grafo Classe 2 é o grafo de Petersen (Figura 2). Apesar de haver apenas duas possiveis
classes, decidir se um grafo é Classe 1 ou Classe 2 é um problema N'P-dificil (HOLYER,
1981).

A coloracao de arestas aplica-se a importante cenarios do mundo real; em
particular, a aplicacoes de escalonamento tais como enlaces de redes de senso-
res (GANDHAM et al., 2005), processos na indastria (WILLIAMSON et al., 1997) e
partidas de jogos (BURKE; WERRA et al., 2013).

1.2 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

O restante deste documento esta dividido da seguinte maneira: no Capitulo 2
sao apresentados conceitos basicos de grafos e resultados anteriores relacionados com
os snarks. No Capitulo 3 sao apresentados os resultados obtidos neste trabalho. Por fim
no Capitulo 4 é feita a conclusao do trabalho e apresentadas sugestoes para trabalhos

futuros.
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2 RESULTADOS ANTERIORES E DEFINICOES PRELIMINARES

Seja G um grafo simples, conexo e sem lagos'. O conjunto de vértices e arestas
de G sao denotados por V(G) e E(G), respectivamente. Se existe uma aresta uv € E(G)
entao os vértices u e v sao ditos vizinhos. Um grafo H é subgrafo de G se V(H) C V(G)
e E(H) C E(G). Se H é um subgrafo de G e possui todas as arestas uv € E(G) em que
u,v € V(H) entao H é dito subgrafo induzido de G. O grau de um vértice u é denotado
por dg(u) e é igual ao numero de vizinhos de u. Se todos os vértices de G tém grau
igual a d entao G é dito d-regular. Um grafo 3-regular é chamado de cubico. Se G é um
grafo conexo com pelo menos 2 vértices e se a remogao de qualquer conjunto F C E(G)
com |F| < k nao desconecta G, entao G é dito k-aresta-conexo. Se podemos desenhar G
no plano de forma que nao haja intersecao entre interiores de arestas, entao G ¢ dito
planar. Se {V’,V”} é uma particao de V(G), um corte em G é o conjunto F C E(G) tal

que, para toda aresta uv € E(G) em que u € V' e v e V”, temos que uv € F.
2.1 SNARKS

Os snarks, como mencionado no Capitulo 1, sao grafos cubicos, 2-aresta-
conexos e Classe 2, sendo que o primeiro (e por muito tempo tnico) snark encontrado
foi o grafo de Petersen (Figura 2). Este também é o menor snark existente (ISAACS,
1975) e, apesar de ser creditado a Petersen, ja havia aparecido em trabalhos anterio-
res (KEMPE, 1886).

Os snarks descobertos por Blanu$a (1946) (Figura 4) sao dois diferentes resulta-

dos obtidos através da aplicagao da operagao chamada de dot product sobre duas copias
do grafo de Petersen (SKUPIEN, 2007).

Figura 4 — Snarks de Blanusa

X} B

O snark descoberto por Descartes (1948) também ¢é construido sobre o grafo de
Petersen. Cada vértice do grafo é substituido por um enedgono e estes sao unidos por
links que sao criados também sobre o grafo de Petersen. A Figura 5 mostra como sao os
links utilizados na construcao do grafo. Um eneagono é conectado a outro eneagono

se os vértices que foram substituidos pelos eneagonos sao vizinhos no grafo original.

! Um lago é uma aresta que conecta um vértice a ele préprio.
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Figura 5 — Link utilizado por Descartes (1948) na construgao de um snark
@ * @
® L

A primeira familia infinita de snarks foi mostrada por Isaacs (1975). Para ge-
rar estes snarks também é utilizada a operacao dot product que realiza a uniao de dois
snarks para gerar um outro snark. Utilizando essa técnica, o snark gerado pode ser
utilizado juntamente com outro snark ou com uma copia dele proprio para gerar outro
snark. Essa técnica foi utilizada anteriormente para gerar os snarks de Blanusa (ISA-
ACS, 1975), conforme mencionado anteriormente. Com esse procedimento provou-se
a existéncia de infinitos snarks. Os snarks de Isaacs sao conhecidos como snarks flo-
res (SKUPIEN, 2007). A Figura 6 mostra o snark flor conhecido como J3.

Figura 6 — Snark flor J;

Em um trabalho mais recente Skupienr (2007) mostrou que o namero de snarks

de ordem 7 para n > 0 par é limitado inferiormente pela fungao exponencial 2("-84/18,

2.2 A CONJECTURA DOS GRAFOS SOBRECARREGADOS

Um grafo de ordem 7 é dito sobrecarregado se ele possui quantidade de arestas
estritamente maior do que A|n/2]|. Um A-subgrafo de um grafo G é um subgrafo H de
G tal que A(H) = A(G). Se um grafo G possui um A-subgrafo H sobrecarregado entao
G é dito subgrafo-sobrecarregado, ou simplesmente SO (do inglés, subgraph-overfull). Ser
subgrafo-sobrecarregado é condicao suficiente para um grafo ser Classe 2 (BEINEKE;
WILSON, 1973).

Podemos notar que grafos de ordem par nao podem ser sobrecarregados, uma

vez que podem ter no maximo An/2 arestas. Mais precisamente, um grafo G é sobre-
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carregado se e somente se possui ordem impar e }_,cy(G)(A(G) —dg(u)) < A(G) -2 (NI-
ESSEN, 1994).

Inicialmente a conjectura foi proposta para grafos com A > n/2 (CHETWYND;
HILTON, 1984). Dois anos depois a conjectura foi reformulada para grafos com
A > n/3 (CHETWYND; HILTON, 1986); um contraexemplo foi encontrado: o grafo
P* (Figura 7), que é obtido a partir do grafo de Petersen (Figura 2) com a remocao
de qualquer vértice. Tanto o grafo de Petersen, que possui A = (n—1)/3, quanto o
P* sao exemplos de grafos Classe 2 que nio sao SO (NASERASR; SKREKOVSKI, 2003;
ZATESKO, 2018).

Figura 7 — Grafo P*

A Conjectura dos Grafos Sobrecarregados é importante para coloragao de ares-
tas pelo fato de estabelecer uma equivaléncia entre a propriedade de um grafo ser
Classe 2 e uma propriedade que pode ser verificada em tempo polinomial, que é a pro-
priedade de ser SO (PADBERG; RAO, 1982). A importancia desta conjectura para os
grafos d-snarks, a classe de grafos que introduzimos neste trabalho (conforme Capi-
tulo 3), é vista uma vez que os grafos snarks limitam o escopo da conjectura no dominio
dos grafos ctubicos. Assim, estudar grafos com grau arbitrario é importante para ten-

tarmos entender a estrutura combinatéria do problema de coloragao de arestas.

Conjectura 2.1 (Conjectura dos Grafos Sobrecarregados (CHETWYND; HILTON,
1984, 1986; HILTON; JOHNSON, 1987)). Um grafo G com n vértices e grau maximo
A>n/3 é Classe 2 se e somente se G é subgrafo-sobrecarregado.
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3 RESULTADOS OBTIDOS

Como resultado deste trabalho foi proposta a definicao dos grafos d-snarks.
Apresentamos: o Teorema 3.5 e o Corolario 3.6, nos quais mostramos que os grafos
5-snarks devem existir, e ndo somente existir, mas existir muitos; a Observacao 3.2, na
qual mostramos que os d-snarks nao podem ser SO; por fim, apresentamos os resulta-

dos obtidos com o experimento.

DeriNigAo 3.1. Um d-snark é um grafo d-regular (d — 1)-aresta-conexo e Classe 2, para

todo d > 3 impar.

Observe que a definicao dos grafos d-snarks para valor de d = 3 é igual a defini-

¢ao dos snarks.
OBseErVAGAO 3.2. Nenhum d-snark pode ser SO.

Demonstragdo. Se um d-snark G é SO, ele possui um subgrafo sobrecarregado H com
A(H) = d. Uma vez que os grafos d-snarks sao grafos d-regulares com d impar, qual-
quer d-snark consequentemente possui ordem par, e por esse motivo V(H) = V(G).
Além disso, podemos supor sem perda de generalidade que H é induzido por V(H).
Logo, temos que s := ), cy () (A(H) — dg(u)) € o numero de arestas uv € E(G) em um
corte entre H e o complemento de H em G, ja que G é um grafo regular. Desta forma
(conforme explicado na Secao 2.2) se H é sobrecarregado entdo s < (d — 2), porém

s> (d —1) por definicao, o que é uma contradicao. O

E importante notar que sendo os d-snarks exemplos de grafos que sao Classe 2 e
nao sao SO, a menos que a Conjectura dos Grafos Sobrecarregados nao se sustente, um

d-snark deve ter pelo menos 34 + 1 vértices.
3.1 5-SNARKS

Ainda sem conhecer nenhum 5-snark foi possivel demonstrar com o Teo-
rema 3.5 que sua nao-existéncia implica em P = N'P. E ndo somente eles devem existir,
mas deve existir muitos, no sentido de que a quantidade de 5-snarks de uma determi-
nada ordem n nao pode ser limitada superiormente por uma fun¢ao polinomial p(n),
a menos que P = N'P, conforme o Corolario 3.6.

No intuito de demonstrar o Teorema 3.5 sera apresentada primeiramente a de-
monstracao do Teorema 3.4, o qual mostra que o problema de coloragao de arestas
para grafos 5-regulares 4-aresta-conexo é N'P-completo. Para isto segue a descri¢ao do
problema COLORACAO DE ARESTAS.

COLORACAO DE ARESTAS:
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Entrada: um grafo G;

Problema: o indice cromatico de G é igual a A?

O problema COLORACAO DE ARESTAS é um problema NP-completo (con-
forme explicado na Se¢ao 1.1) mesmo quando restrito a grafos d-regulares para qual-
quer d > 3 (LEVEN; GALIL, 1983). Para a demonstracao do Teorema 3.4 sera conside-
rada a seguinte restricio do problema COLORACAO DE ARESTAS.

COLORACAO DE ARESTAS(d-regular (d — 1)-aresta-conexo):

Entrada: um grafo d-regular (d — 1)-aresta-conexo G;

Problema: o indice cromatico de G é igual a d?

A demonstragao do Teorema 3.4 é feita reduzindo o problema COLORACAO
DE ARESTAS(5-regular) para a sua restricio COLORACAO DE ARESTAS(5-regular
4-aresta-conexo). Para fazer essa redugao usando uma tradicional redugdao Karp é ne-
cessario apresentar um algoritmo de tempo polinomial, que recebe como entrada um
grafo 5-regular G, e retorna um grafo 5-regular 4-aresta-conexo G¥, de forma que
x'(G¥) = 5! se e somente se x’(G) = 5. Porém, para a reducdo deste problema sera
utilizada uma redugao Turing por oraculo, como a reducao utilizada por Cook na prova
da N'P-completude do problema da satisfazibilidade Booleana (COOK, 1971). No con-
texto do nosso problema essa reducao pode ser vista como uma redugao de tempo
polinomial que recebe como entrada um grafo 5-regular G e retorna nao somente um,
mas possivelmente varios grafos 5-regulares 4-aresta-conexos de forma que todos pos-
suem indice cromatico igual a 5 cores se e somente se x'(G) = 5, o que pode ser visto
de forma equivalente a um grafo 5-regular G possivelmente desconexo, no qual seus
componentes sio todos 4-aresta-conexos e x’(G) = 5 se somente se x'(G) = 5.

A seguir é apresentado o Lema da Paridade, o qual é importante para a redugao

mencionada anteriormente.

Lema 3.3 (Lema da Paridade (ISAACS, 1975)). Se G é um grafo d-regular d-aresta-
colorivel e F C E(G) é um corte em G, entdo, para qualquer d-aresta-coloracio de G com o

conjunto de cores {1,...,d}, entdo

fii=fH=-=f; (mod?2),
sendo que f, é o nuimero de arestas em F coloridas com a cor a € {1,...,d}.

Em vista do Lema da Paridade (Lema 3.3) segue que se G é um grafo d-regular

e possui um corte F C E(G), tal que o nimero de arestas em F é impar e estritamente

! Na Secdo 1.1 foi dito que os grafos podem ser classificados como Classe 1 ou Classe 2; porém, essa

classificagdo nao sera utilizada nesta demonstracao pois essa redugao pode gerar grafos nao simples,
que por consequéncia podem necessitar de mais que A+1 cores (VIZING, 1964 apud STIEBITZ et al.,
2012).
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menor que d, entao x’(G) > d. Além disso, pelo Lema da Paridade segue também que,
se o valor de d é estritamente maior que 2 e G possui um corte F C E(G) com 2 arestas
uv e u'v’, estando u e u’ do mesmo lado do corte e sendo u = u’ (conforme Figura 8),
entao x’(G) > d. Por esse motivo a reducao utilizada na demonstracao do Teorema 3.4
assume que a entrada da redugao nao sera um grafo com corte com 1 ou 3 arestas,
ou um grafo com corte com 2 arestas da forma mencionada acima, ja que para essas
instancias do problema a resposta é nao. Apesar destas restri¢coes do problema COLO-
RACAO DE ARESTAS(5-regular) o problema continua tao dificil quanto o problema
original, pois decidir se um grafo possui um corte com 1 ou 3 arestas, ou se possui
um corte com duas arestas adjacentes, pode ser feito em tempo polinomial (FORD;
FULKERSON, 1956; EDMONDS; KARP, 1972).

Figura 8 — Exemplo de cortes com 2 arestas desconsiderados na redugao

Teorema 3.4. COLORACAO DE ARESTAS(5-regular, 4-aresta-conexo) ¢é NP-

completo.

Demonstragdo. Seja G um grafo 5-regular sem cortes com 1 ou 3 arestas, e sem cortes
com 2 arestas adjacentes. Devemos mostrar como construir em tempo polinomial um
grafo 5-regular Gt cujos componentes conexos sao todos 4-aresta-conexos de maneira
que x’(G¥) = 5 se e somente se x’(G) = 5. Se G é 4-aresta-conexo, entio a reducio
apenas retorna G* := G. Se G nao é 4-aresta-conexo, entao todos os seus cortes com
cardinalidade menor que 4 possuem 0 ou 2 arestas. Enquanto algum componente
conexo de G possuir um corte F com 2 arestas uv e u’v’, estando u e u’ do mesmo
lado do corte e sendo u # u’, substituimos as arestas uv e u’v’ pelas arestas uu’ e vv’
(o que pode gerar arestas paralelas, porém isso nao é um problema para a reducao),
conforme Figura 9. O resultado é um grafo 5-regular G¥ cujo seus componentes sao
todos 4-aresta-conexos. Podemos observar que encontrar os cortes com 2 arestas de
forma iterativa pode ser feito em tempo polinomial. Além disso, sao considerados
apenas os cortes com 2 arestas em um mesmo componente conexo de G, e desta forma
o numero de cortes decrementa a cada corte considerado; sendo assim, a redugao para.

Demonstramos a seguir que x’(G¥) = 5 se e somente se x'(G) = 5.

Se x'(G) = 5, pelo Lema 3.3 é garantido que para todo corte F = {uv,u’v’} con-
siderado na iteragao da reducao as arestas uv e u’v’ possuem a mesma cor. Podemos,

entdo, transferir essa cor para as arestas uu’ evv’ e consequentemente construir uma
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Figura 9 — Acao da redugao sobre um corte com 2 arestas

u (% u

=

v’ u’

Fonte — Elaborado pelo autor

coloragdo de arestas com 5 cores para G¥, ja que todos os cortes com 2 arestas foram
considerados na reducao.

Reciprocamente, se )(’(Gi) = 5, consideremos, um de cada vez, todos os cortes
F = {uv,u’v’} tomados na iteracao da reducao, transferindo as cores das arestas uu’ e
vv’, criadas pela reducdo, para as arestas uv e u’v’, e consequentemente construindo
uma coloragao de arestas com 5 cores para G. Claramente esse procedimento funciona
se as arestas uu’ e u’v’ possuem a mesma cor, porém, caso elas nado possuam a mesma
cor, podemos permutar as cores em um dos lados do corte para obtermos a mesma cor

nas duas arestas, uma vez que o corte foi desconectado pela redugao. ]
TEOREMA 3.5. Se 5-snarks ndo existem, entao P = N'P.

Demonstragdo. Uma vez que os 5-snarks sao por defini¢ao as instancias negativas do
problema COLORACAO DE ARESTAS(5-regular 4-aresta-conexo), ou seja as instan-
cias do problema para as quais a resposta € nado, se eles nao existem, esse problema
pode ser decidido com um algoritmo de tempo constante, o que pelo Teorema 3.4 im-
plica que P = NP. O

O Corolario 3.6 segue do Teorema de Fortune-Mahaney sobre a complexidade
computacional de linguagens esparsas (FORTUNE, 1979; MAHANEY, 1982). O Teo-
rema de Fortune-Mahaney afirma que se qualquer linguagem esparsa é N'’P-completa
ou coNP-completa, entao P = N'P. Uma linguagem formal L é dita esparsa se existe
uma fung¢ao polinomial p(n) tal que, o nimero de palavras de tamanho n pertencentes

a linguagem L é limitado superiormente por p(n).

CoroLARIO 3.6.  Se existe uma fungao polinomial p(n) que limita superiormente a quanti-
dade 5-snarks de ordem n, entao P = N'P.

Demonstracido. Conforme mostra o Teorema 3.4 o problema COLORACAO DE
ARESTAS(5-regular, 4-aresta-conexo) é um problema N'P-completo, o que implica que
a linguagem dos 5-snarks é coN'P-completa, uma vez que os 5-snarks sao as instan-

cias negativas do problema. Consequentemente, se a linguagem dos 5-snarks é esparsa

entao P = NP. O
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E importante salientar que o Teorema 3.5 é utilizado apenas para evidenciar que
os 5-snarks devem existir. A existéncia dos 5-snarks nao implicaem P = NP.

3.2 EXPERIMENTO

Durante a execugao deste trabalho foi realizado um experimento para tentar
encontrar algum 5-snark. O experimento baseia-se num teste que foi realizado para
grafos 5-regulares de ordem entre 6 e 18 inclusive. Para cada grafo 5-regular G consi-
derado, testamos se G era um 5-snark. Para os grafos de ordem entre 6 e 16 inclusive,
foi possivel verificar todos os grafos existentes. Ja para grafos com 18 vértices, apenas
uma parte foi verificada. Segue a tabela que apresenta a exata quantidade de grafos

analisados para cada ordem.

Tabela 1 — Quantidade de grafos analisados por ordem

Ordem Grafos analisados

6 1

8 3

10 60

12 7 848

14 3459383
16 2585136675
18 90882962449

Para grafos com 18 vértices nao foi possivel analisar todos os grafos 5-regulares
devido a quantidade de grafos existentes, porém, foi possivel verificar todos os grafos
5-regulares com 18 vértices e cintura (i.e tamanho do menor ciclo) no minimo 4, os
quais totalizaram 406 824 grafos dentre os mais de 90 bilhoes de grafos com 18 vértices
que analisamos. Dentre os grafos analisados nenhum 5-snark foi encontrado.

Para a geracao dos grafos foi utilizado o programa genreg (MERINGER, 1999),
o qual dado um valor n e um valor d gera todos os grafos d-regulares de ordem n.
Também é possivel fornecer um terceiro valor g para o programa, o que ira limitar a
geracao dos grafos para grafos com cintura no minimo g. O programa possibilita tam-
bém realizar a geracao dos grafos de forma fracionada (recurso que foi utilizado para
geracao dos grafos 5-regulares com 18 vértices, que foram analisados no experimento),
fornecendo dois valores i e j, sendo i < j, é possivel fracionar a geragao dos grafos em
j partes, gerando apenas a i-ésima parte dos grafos.

Na analise dos grafos foram utilizados outros dois programas (os cédigos-fonte
dos programas estao listados no Apéndice A). O programa parser foi utilizado para
tratar a saida gerada pelo programa genreg, pois nesta saida algumas informacdes nao

sao Uteis para a analise do grafo (por exemplo, uma lista de automorfismos para o
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grafo). Além da lista de automorfismos, o programa parser remove informagoes que
nao sao necessarias para montar o grafo e analisa-lo. A Figura 10 mostra a saida do
programa genreg antes e depois de ser tratada. A frente de “Graph” é dado o indice do
grafo, a frente do termo “Taillenweite” é dado a cintura do grafo gerado, e a frente do

termo “Ordnung” é o tamanho do grupo de automorfismos do grafo gerado.

Figura 10 — A¢ao do programa parser sobre a saida do programa genreg

Graph 1:

1: 23456

2: 13456

3: 12456

4 : 12356

5: 12346

6 : 12345

Taillenweite: 3

5:123465 ;3456
4 : 123546 13456
4 : 1236514 12456
3:124356 192356
3:125436 12346
3:126453 123145
2:132456 3

2: 143256

2: 153426

2 : 163452

1: 213456

1:321456

1:423156

1:523416

1:623451

Ordnung: 720

O programa snarks foi utilizado para verificar se os grafos gerados sao (d —1)-
aresta-conexos e Classe 2, ou seja, se sao d-snarks. O programa faz a leitura do grafo
e verifica primeiramente se o grafo é (d — 1)-aresta-conexo, uma vez que a verificagao
dessa propriedade pode ser feita em tempo polinomial. Caso seja verificado que o
grafo é (d —1)-aresta-conexo, o programa ira tentar encontrar uma d-aresta-coloragao
para o grafo através de um algoritmo de backtracking, de tempo exponencial. Caso
nao encontre, isto significa que o grafo é Classe 2 e consequentemente um d-snark. A
saida do programa sao os d-snarks encontrados. Além disso o programa escreve alguns
arquivos de registro. Nos arquivos de registro, a cada 1 milhao de grafos analisados,

é escrito o total de grafos que foram analisados até o momento, e ha quanto tempo
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0 programa esta executando. Quando o programa encerra é escrito no arquivo de
registro que o programa encerrou.

O experimento foi realizado utilizando 30 computadores. Os computadores
utilizavam sistema operacional baseado no Linux e como configuracao dispunham de

um processador Core I7 e capacidade de memoria de 8GB.
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4 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Apesar de nenhum 5-snark ter sido encontrado com o experimento, ao demons-
trarmos que sua nao-existéncia implica em P = NP mostramos uma forte evidéncia
de sua existéncia. Além disso foi possivel demonstrar que os d-snarks, assim como
0s ja bem conhecidos snarks, sao exemplos de grafos Classe 2 que nao sao SO, o que
mostra a importancia de se estudar esta classe de grafos, uma vez que a Conjectura dos
Grafos Sobrecarregados se mantém sem demonstragao por mais de 30 anos. Com o
experimento foram verificados que sao Classe 1 todos os grafos 5-regulares com até 16
vértices e mais de 90 bilhoes com 18 vértices. Este resultado é importante, ainda que
nenhum 5-snark tenha sido encontrado, pois a existéncia de 5-snarks de ordem menor
que 16 implicaria que a Conjectura dos Grafos Sobrecarregados nao se mantém para
grafos 5-regulares.

Para trabalhos futuros sugere-se estudar a existéncia de relagdes entre os snarks
e os 5-snarks, ou de forma mais geral a existéncia de relagdes entre os d-snarks e os

(d + 2)-snarks (por exemplo, se é possivel construir um (d + 2)-snark a partir de um
d-snark).
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APENDICE A - PROGRAMAS UTILIZADOS NO EXPERIMENTO

A.1 CODIGOS-FONTE

A.1.1 Arquivo parser.cc

#include
#include
#include
#include

<cstdio>
<cstdlib >
<cinttypes>
<cstdint >

#define MAX 1123

int main(int argc, char xxargv)
int girth, u, n = atoi(argv|[l]), d = atoi(argv[2]);
uint64_t id;
char s[MAX];
while (scanf("\nGraph %" SCNu64 ":", &id) != EOF) {
printf ("%" PRIu64 "\n", id);
for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf("%d : ", &u);
for (int j = 0; j < d; j++) {

}

scanf ("%d", &u); printf("%d ", u);

printf ("\n");

}

scanf("\nTaillenweite: %d\n", &girth);

printf ("%d\n", girth);

fflush (stdout);

while (fgets(s, MAX, stdin) && s[0] != "\n’);

}

return

}

0;

A.1.2 Arquivo snarks.cc

#include
#include
#include
#include

<cstdio>

<cstdlib >
<cstring>
<cstdint >
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#include <cinttypes>
#include <cerrno>
#include <ctime>
#include <queue>

using namespace std;

#define MAX 1123
#define INF 112345678

FILE xoutfile, xlogfile;
char outfile_name [MAX], logfile_name [MAX];

int 1g [MAX][MAX], res[MAX][MAX], phi[MAX][MAX];

int dist [MAX], p[MAX], n, d;
time_t init_time;

uint64_t count;

int bfs(int t) ({
int u, v, i;
queue<int> q;
for (u = 0; u < n; u++) dist[u] = INF;
q.push(0); dist[0] = 0;
while (!q.empty()) {
= q.front (); q.pop();
if (u == t) return 1;
for (i = 0; i < d; i++) |
v = Igullil;
if (dist[v] == INF && res[u][v] > 0) {
dist[v] = dist[u] + 1;
p[v] = u; q.push(v);

}

return 0;

int ffe
int f
while

k(int t) f{
= O, u;
(b
r (u

t; u; u = plul) f{

27



res[plu]llu] —= 1; res[ullplu]] += 1;
}

f++;

}

return f;

int lambda(void) {
int 1 = INF, u, i, j;
for (u =1; u < n; u++) {
for (i = 0; i < n; i++)
for (j = 0; j < d; j++) {
res[i][Ig[i][j]] = 1;
}
I = min(1, ffek(u));
J

return 1 - 1;

int missing(int alpha, int u) {
for (int i = 0; i < d; i++)
if (phi[u][i] == alpha) return O0;

return 1;

int backtrack(int u, int i) |
int alpha, v = 1g[u][i], j;
if (u == n) return 1;
if (i == d) return backtrack(u + 1, 0);
if (phi[u][i]) return backtrack(u, i + 1);
for (j = 0; lg[v][j] !'= u&& j <d; j++);
for (alpha = 1; alpha <= d; alpha++)
if (missing(alpha, u) && missing(alpha, v))
phiu][i] = philv][j] =
if (backtrack(u, i + 1)) return 1;
phiful[i] = phi[v][j] = 0;

alpha;

}

return 0;

{
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void print_graph(int girth) {
outfile = fopen(outfile_name, "a");
if (!outfile) {
fprintf(stderr, "Failed to open out file");
return;
|
fprintf(outfile , "Graph: %" PRIu64 "\n", count);
for (int i = 0; i < n; i++) |
for (int j = 0; j < d; j++) {
fprintf (outfile, "% ", 1g[i][j]);
|
fprintf(outfile, "\n");
J
fprintf(outfile , "Girth: %d\n\n", girth);

fclose (outfile );

void write_log () {

logfile = fopen(logfile_name, "w");
if (!logfile) {
fprintf(stderr, "Failed to open log file");
return;
}
int diff = difftime (time(NULL), init_time );
fprintf (logfile ,
"timestamp: %dhrs%dmins%dsecs\n%" PRIu64

n

graphs were checked\n",
(diff / 3600), (diff / 60) % 60, diff % 60, count);
fclose(logfile );

void completed () {
logfile = fopen(logfile_name, "a");
if (!logfile) {
fprintf(stderr, "Failed to open log file");

return;
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fprintf(logfile , "Program execution completed\n");

fclose(logfile);

int main(int argc, char xxargv) {
int u, i, j, girth;
n = atoi(argv([1l]); d = atoi(argv[2]);
if (argc >= 4) |
sprintf (outfile_name,
"%d_%d-snarks_%s#%s.out", n, d, argv[3], argv[4]);
sprintf (logfile_name,
"%d_%d-snarks_%s#%s.log", n, d, argv[3], argv[4]);
| else |
sprintf (outfile_name, "%d_%d-snarks.out", n, d);
sprintf(logfile_name, "%d_%d-snarks.log", n, d);
}
time(&init_time );
while (scanf("%" SCNu64, &count) != EOF) ({
if (!(count % 1000000L)) write_log();

for (i = 0; i < n; i++)
for (j = 0; j <d; j++) {
scanf ("%d", &u); lgl[i][j] = —u;
}

scanf ("%d", &girth);
if (lambda() >= (d - 1)) |
memset (phi, 0, sizeof(phi));
if (!backtrack(0, 0)) f{
print_graph(girth );

}

write_log ();
completed ();

return 0;
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