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RESUMO

O objetivo do presente trabalho é desenvolver um protétipo de software destinado a resolver
numericamente subproblemas derivados do modelo classico de conducdo do calor
(envolvendo a Lei de Fourier), aplicados a barras formadas por mais de um material,
utilizando-se para isso os métodos das diferencas finitas explicito e implicito. Nestes métodos,
as barras foram parametrizadas, divididas em trés (método explicito) e duas partes (método
implicito), com o intuito de analisar 0 comportamento da funcdo temperatura. O software
criado forneceu resultados nos quais foi possivel determinar a evolucdo temporal desta
variavel, tendo-se observado uma descontinuidade nas interfaces das barras, devida aos
diferentes coeficientes de difusividade térmica dos materiais que as compunham. Entretanto,
ao se tratar de uma barra na qual os materiais tém coeficientes de difusividade térmica de
mesma ordem, a evolucdo da temperatura no tempo é suave. Concluiu-se, pois, que 0s dois
métodos utilizados ndo se mostraram totalmente eficientes ao se tratar de barras compostas
por mais de um material quando estes possuem coeficientes de difusividade térmica de ordens
de grandeza diferentes.

Palavras-chave: Conducéo de calor. Método das diferencas finitas. Barra composta.



ABSTRACT

This work was intended to present a software for numerically solve subproblems derived from
the classic heat conduction problem (using the Fourier’s law), applied to multimaterial bars,
for which explicit and implicit finite difference methods were used. For such objective, the
bar’s lenght was parametrized and one considered bars formed by two and three parts
(respectively for use with implicit and explicit methods), after what the temperature function
was observed. The featured software has given results showing a discontinuity at the interface
points of the bars, due to differences in scale of the thermal diffusivity coeficients of each
material forming them. However, in bars formed by materials with this coeficient similar, it
was possible to see that the temperature evolution was smooth. Hence, one can realize that
both methods were not so efficient when dealing with multimaterial bars with very different
thermal diffusivity coeficients.

Keywords: Heat conduction. Finite Difference Methods. Multimaterial bars.
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1 INTRODUCAO

Ha& cerca de 10 mil anos, o0 homem némade consumia alimentos frescos de modo a
satisfazer suas necessidades imediatas. Tendo-se estabelecido (visando extrair da mesma
porcdo de terra a sua subsisténcia), entregou-se as atividades agrarias e pecuarias, 0 que gerou
0s primeiros excedentes de producdo (apds toda a comunidade ter se beneficiado de seus
resultados). Com base em observacdes e experiéncias 0 homem primitivo notou que o gelo
conservava melhor os alimentos. Contudo, foi somente no inicio do século XIX, apds varios
mecanismos de conservacdo terem sido desenvolvidos nos séculos precedentes (GAVA,
1998) que surgiram as primeiras geladeiras, que eram constituidas por um recipiente (quase
sempre isolado por meio de placas de cortica) dentro do qual eram colocadas pedras de gelo
responsaveis por manter os alimentos resfriados. Com a descoberta da eletricidade como nova
fonte de energia nos séculos XIX e XX (em seu inicio) buscaram-se meios de manter areas
fechadas a baixas temperaturas em pequena escala, tendo-se, a partir de 1920, verificado um
aumento neste tipo de demanda que levou a organizacdo da producdo de refrigeradores
elétricos (FERRAZ, 2008).

A evolucdo do homem e da sociedade em que esta inserido introduziu novos habitos e
a necessidade crescente de praticidade no momento da alimentacdo desenvolveu um mercado
nutricional abundante. Para manter os géneros sem haver desperdicios, 0 processo de
conservacdo em camaras frias (ambientes dos quais se remove calor') adquiriu grande
importancia, sendo amplamente adotado pela industria alimenticia que passou a investir em

equipamentos apropriados.

Em termos préaticos, uma camara frigorifica é qualquer espaco de armazenagem cujas
caracteristicas internas sejam controladas por isolamento térmico. Os materiais utilizados para
tal isolamento reduzem as trocas térmicas entre os ambientes devido ao seu baixo coeficiente

de condutividade térmica.

Para que as condicGes interiores das cAmaras frigorificas sejam mantidas é necessario

um sistema de refrigeracdo adequado que, em conjunto com uma infraestrutura fisica

! Quantidade fisica que sera definida posteriormente, sendo aqui utilizada no senso comum.



conveniente (i.e., formada por bons isolantes), proporcione a maior resisténcia possivel ao

transito de calor, o que contribui na diminuicdo de custos energéticos e operacionais.

O presente trabalho apresenta um estudo analitico e numérico (sob o ponto de vista
fisico-matematico) do processo de transferéncia de calor, inicialmente numa barra de secdo
reta, (que pode ser a parede de uma cadmara frigorifica), com o intuito de estabelecer as bases
tedricas necessarias a implantagdo computacional da solucdo da chamada equacéo de
conducdo do calor. Quando essa barra € composta por mais de um material, existe uma
descontinuidade na fungcdo que representa a temperatura, esta, localizada na interface dos
materiais e é causada pelas diferentes caracteristicas dos compostos.

O objetivo deste trabalho € apresentar o prototipo de um software em linguagem de
programacdo de alto nivel destinado a resolver numericamente diversos subproblemas
derivados do modelo de conducdo do calor aplicados a barras formadas por mais de um
material com a finalidade de se observar o que ocorre com a fungdo temperatura nas interfaces

destas. E como objetivos especificos:

a) Efetuar um estudo sistematico da linguagem de programacdo FORTRAN 77 (CLIVE)
e de algumas estruturas de dados basicas, necessarias a constru¢do do software;

b) Apresentar os aspectos tedrico-técnicos das barras compostas, sob 0 ponto de vista de
engenharia e da Fisica;

c) Desenvolver um modelo matematico relacionado ao problema de conducdo do calor
numa barra de secdo reta empregando a lei de Fourier, séries de Fourier, métodos
numéricos de integracao e equacdes diferenciais parciais (E.D.P.'s);

d) Efetuar estudos com métodos numéricos (métodos das diferencas finitas explicito e
implicito) para conducédo de calor em paredes multicamadas.



2 DESENVOLVIMENTO TEORICO

2.1. LEI DE FOURIER

Se dois materiais distintos a temperaturas diferentes sdo postos em contato a lei zero
da termodinamica garante que ap0s um determinado tempo eles apresentardo a mesma
temperatura. Isto implica que parte da energia interna de um dos materiais é passada para o
outro material. Por isso, a lei zero da termodinamica também € conhecida como a “lei do
equilibrio térmico”. A essa passagem (fluxo) de energia interna de um corpo para outro foi
dado o0 nome de calor (q). Esse sempre ocorre em diregdo ao corpo mais “frio”, ou seja, o
corpo “quente” cede energia interna para o corpo “frio”. Entdo existe uma diregdo

estabelecida, fenomenologicamente, para o calor.

Para escrever uma equacao que represente como se da esse fluxo, supdem-se dois
reservatorios térmicos: sendo um “quente” a temperatura U, e outro “frio” a temperatura Uy.
Entre eles uma barra (formada por um material s6lido, homogéneo, e isotropico) capaz de
conduzir calor entre os dois reservatdrios apenas (isso implica que as paredes da barra sdo

formadas por um material isolante térmico perfeito), como mostra a Figura 1.

Figura 1- Barra condutora de calor em contato com dois reservatorios térmicos. Em (a) €
modificado a area de contato, em (b1) e (b2) modifica-se a temperatura do reservatério quente
e em (c1) e (c2) modificou-se o comprimento da barra.

I
& Uqu Uf} Ug— P Ut
A, '
Uq Uf_ ‘ Uq:. UqE. Us

(a) (b2} (c2)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2014.

Na Figura 1.a tem-se duas barras feitas com 0 mesmo material sendo que uma tem
uma area de seccdo reta A; e a outra A,. Como o fluxo pode ser definido como a quantidade
de uma substancia que passa perpendicularmente por uma se¢do reta de um material, tem-se

gue quanto maior a area, maior sera o fluxo:
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q x< A. 1)

Como o fluxo de energia esta diretamente relacionado com a diferenca de temperatura entre
0s reservatorios térmicos pode-se aumentar (ao aumentar o valor de U,) ou diminuir (ao
diminuir Uy) o fluxo, variando a temperatura. Entdo, se U, na Figura 1.b1 for maior que U,

em 1.b2 o fluxo sera maior. Isto implica em:
q «< AU, (2)
em que,
AU = U, — Uy, (3)

Por outro lado, quando menor a distancia entre os reservatorios, mais rapido o fluxo sera
estabelecido na barra, devido ao processo de conducdo do calor. Na Figura 1.c1 os
reservatorios térmicos estdo separados por uma distancia L, (comprimento da barra), mas na
Figura 1.c2 a distancia diminui para L,, sendo L, > L,. Logo, na situacdo mostrada na Figura

1.c2 o fluxo de energia térmica sera maior que na situacdo mostrada na Figura 1.cl. Isso

implica em:
1 (4)
m —_
q L’
unindo as trés possiveis situacdes tem-se:
AAU
qx——. ®)

Para que a equacdo (5) seja considerada uma igualdade, adiciona-se uma constante
relacionada as propriedades térmicas do material. Com isso:
AU (6)
= KA—,
a L
em que k € a condutividade térmica do material. Mas como existe uma direcdo pré-
estabelecida para o calor (na direcdo em que a temperatura diminui), pode-se generalizar a

equacéo (6) na seguinte equacgéo vetorial:
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§" = —kVu(x,y,z,1t), ©)

que sera melhor discutida no apéndice A. Essa Ultima equagdo é conhecida como Lei de
Fourier e ela descreve como o calor “flui®” por um material s6lido, homogéneo, e isotrépico
(OZISIK, 1993).

2.2. ISOLANTES

Os isolantes térmicos tém como finalidade reduzir as trocas térmicas entre os
ambientes. Como exemplo, tém-se as camaras frias que requerem temperaturas muito baixas
no seu interior. E de extrema importancia que se faca um isolamento correto de sua estrutura,
com materiais de baixa condutividade térmica de modo a reduzir gastos de energia elétrica no

processo de refrigeracdo. Os materiais isolantes devem possuir caracteristicas tais como:

a) Baixa densidade;

b) N&o exalarem odor;

c) Serem resistentes a deformacdes e acOes mecanicas;
d) Baixo custo operacional,

e) Nao serem inflamaveis.

Além disso, é necessario evitar a presenca e acumulo de agua nos materiais isolantes, pois
segundo Marques et al. (2009), alguns materiais isolantes com o decorrer do tempo absorvem
umidade, que consequentemente aumenta o coeficiente de condutividade térmica do material
cerca de 7% para cada 1% de umidade absorvida. Logo, se o coeficiente de condutividade

térmica aumenta, ha uma diminuicéo na eficiéncia do isolamento térmico.

A maior parte dos materiais isolantes ndo possuem todas as caracteristicas
simultaneamente. Portanto, a escolha do material deve ser de acordo com a finalidade
operacional. O isolamento tem por finalidade reduzir as trocas térmicas, mantendo assim a
parede interna com a temperatura desejavel. Como a condutividade térmica € a taxa na qual a
energia é transferida pelo processo de difusdo (BERGMAN et al., 2011), se um material tem

baixa condutividade térmica, o mesmo tem dificuldade em conduzir calor.

2 Pelo fato de calor ser energia térmica em transito, torna-se redundante falar em “fluxo de calor”, porém, neste
caso, ao se escrever somente a palavra “calor” ficaria incompleta a frase.
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Conforme Bergman et al. (2011), nas analises de problemas de transferéncia de calor,
€ necessario considerar varias propriedades da matéria, estas propriedades sdo geralmente
referidas como propriedades termofisicas e incluem duas categorias distintas: propriedades de
transporte e propriedades termodinamicas. As propriedades de transporte incluem os
coeficientes de difusdo, como taxa de condutividade térmica k (para a transferéncia de calor),
e a viscosidade cinética v (para transferéncia de momento). As propriedades termodinamicas,
por outro lado, pertencem ao estado de equilibrio de um sistema. A densidade p, e calor
especifico a pressdo constante ¢, sdo duas propriedades que sdo usadas extensivamente em

analises termodinamicas.

Considerando as propriedades discutidas acima, montou-se a Tabela 1 com dados

referentes aos materiais que podem fazer parte da parede de uma camara frigorifica.

Tabela 1 - Materiais e caracteristicas dos formadores da parede da camara fria.

Aco EPS PUR  Concreto
galvanizado
Densidade p (kg/m?) 7836 1050 40 2000
Calor especifico ¢, (//kg - K) 443 1200 1674 840
Condutividade térmica k (W/m - K) 489 0,157 0,029 1,4
Difusividade térmica a? (m?/s)x(107°) 141 0,12 0,433 0,833

Fonte: Adaptacdo de Cengel, 2012.

Os materiais isolantes mais utilizados em camaras frigorificas sdo o poliestireno
expandido (EPS) e o poliuretano (PUR). De acordo com Vilar (2005), citado por Sartori
(2009) o PUR é obtido pela reagdo quimica entre dois componentes, o isocianato e o poliol,
através do processo de policondensacdo em massa, e tendo como catalisador uma amina
terciaria. Na Figura 2 é descrita a reacdo quimica do PUR. Suas principais caracteristicas sdo:
a baixa condutividade térmica, a resisténcia ao fogo, gelo e a umidade, e ndo possuem

condig@es favoraveis aos microrganismos.
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Figura 2 - Equacdo quimica para obtencdo do PUR.

P I : 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O EPS é um polimero de estireno que passou por um processo de polimerizacao de
estireno em agua, conforme mostra a estrutura molecular na Figura 3. Durante esse processo
as particulas aumentam varias vezes em tamanho dando origem a uma espuma porosa de
celulas fechadas. Dessa forma, o EPS é praticamente impermedvel. Suas principais
caracteristicas sdo: a baixa condutividade térmica, leveza, facil manuseio e resisténcia aos

microrganismos.

Figura 3- Estrutura quimica do EPS.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3. CAMARAS FRIAS

Camaras frigorificas (também chamadas de camaras frias) sdo compartimentos
fechados, cujo interior sdo mantidas condi¢cdes termo-higrométricas (condicbes de
temperatura e umidade controladas). Sdo utilizadas no setor industrial como camaras de
resfriamento cuja finalidade ¢ manter os produtos em temperaturas proximas de 0°C, como
camaras de congelados, para prolongar o periodo de estocagem dos produtos em temperaturas
abaixo de -15°C, e camaras de armazenamento com funcdo de conservar alimentos pereciveis

através de processamento por remocdo do calor (FELLOWS, 2000).
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Para manter as condic¢Ges de temperatura no interior da cdmara frigorifica controlada é
necessario respeitar critérios no método de construcdo, nos equipamentos, e em como a
camara opera. Buscando reduzir os custos energéticos e financeiros, o primeiro aspecto a ser
considerado € o planejamento operacional desejado para a instalacdo, e em seguida, a
definicdo das solucbes técnicas baseadas nas condicBes locais e fatores econdémicos
(CHAGAS, 2000).

Basicamente, existem duas técnicas de construcdo de camaras frias, as compostas por
um painel frigorifico, cujo interior € preenchido com material isolante e revestimento de ago
galvanizado, e as camaras de alvenaria, na qual a parede é formada por concreto com nucleo
de material isolante e o revestimento de chapas de aco galvanizadas. Essas paredes com
diferentes configuracdes sdo denominadas de paredes compostas ou multicamadas. Portanto,
devido ao fato destas, ao longo do seu comprimento e da sua altura, apresentarem a mesma

composicdo, serd considerado para esse estudo apenas a sua espessura.

2.4. CONTATO PERFEITO

As paredes multicamadas sdo constituidas por materiais que apresentam caracteristicas
distintas, o que torna necessario fazer algumas consideracbes quando se observa o
comportamento do calor. Na Figura 4.b, nota-se que na interface dos materiais, as superficies
ndo sdo perfeitamente lisas, 0 que ocasiona pequenos espacos preenchidos por ar. Essa
rugosidade faz com que o calor seja propagado por meio de conducdo (quando 0s materiais
estdo em contato) e por convecgdo (quando ha espagos entre os materiais). Em contra partida,
na Figura 4.a, observa-se que esta sendo feita a consideracdo em que o calor se propaga
somente por conducdo, ou seja, as superficies dos materiais sdo perfeitamente lisas, indicando
que o fluxo de energia térmica ocorre de parede 1 (Layer 1) para a parede 2 (Layer 2) somente

por conducéo.

Em uma situacdo real, é esperado que, quando dois materiais estdo em contato, estes
apresentem mesma temperatura, uma vez que o calor é propagado por conducdo. Porém,
qguando observa-se paredes compostas por diferentes materiais, em que suas superficies ndo
sdo perfeitamente lisas (Figura 4.b), existe uma maior diferenca de temperatura (de um

material para outro), ocasionada pelos intervalor de ar.
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Figura 4 — Propagacdo de calor por convecgéo e conducgédo na interface da parede 1 e parede 2

(Layer 1 e layer 2) .

=
\

Layer | () Layer2

Interface ~

Temperature
distribution

Fonte: CENGEL.

Sera suposto neste trabalho que ndo havera troca de calor por convec¢do, sendo toda
transferéncia de calor na forma de conducdo, o0 que caracteriza a condi¢cdo denominada
contato perfeito. Para isso foi considerado que o calor propagado de um lado do material é o
mesmo para o outro lado, diferenciando entre eles o coeficiente de condutividade, ou seja:

ou;(x,t ou;.1(x,t 08
k; —la(x ) =kit1 —Hali ), parai=1ou 2. (08)

2.5. TRATAMENTO ANALITICO DA EQUACAO DO CALOR PARA UMA BARRA
HOMOGENEA

Considerando que a espessura da parede de uma camara fria é igual ao comprimento
de uma barra, sendo uma das extremidades refrigerada (interior) e a outra extremidade em
contato com o ambiente (exterior), 0 comportamento da temperatura no interior de uma barra

homogénea é dado pela equacéo do calor:

* Neste caso esta sendo considerado em apenas uma dimens&o.
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ou 0% 9)

at ¢ ax?
cuja deducdo esta no apéndice A, sendo a? o coeficiente de difusividade térmica, por sua vez
dado pela equacéo:

, k (10)

a” = —.
Py
Na equacdo (10), x € o coeficiente de condutividade térmica, p € a densidade e c, é o calor

especifico do material.

Para o tratamento analitico da equacdo (9) é necessario estabelecer uma condicédo
inicial, que em conjunto com a E.D.P. (9), constitui o chamado de Problema de Valor Inicial
(P.V.I):

u(x,0) =f(x),0<x <1, (11)

em que f(x) é uma funcdo dada que representa o perfil inicial de temperatura dentro da barra
em t=0 e L é o comprimento da barra. Considera-se que as extremidades possuem
temperaturas fixas U; para x =0 e U, para x = L. Sendo matematicamente representados
pelas equacBes abaixo e que constituem em conjunto com a equacao (9), um Problema de
Valor de Contorno (P.V.C.):

u(0,t) = Uy, t =0, (12)
u(L,t) = U, t = 0. (13)

O perfil da temperatura u(x, t) pode ser representada pela soma de um estado estacionario

v(x) e um estado ndo-estacionario w(x, t):
u(x,t) =v(x) + w(x,t), (14)

substituindo na equacdo (9) e isolando as variaveis:

2 2

v azv_ dw 0%w (15)
oc Y oxz” \ar % oaxz)

em que v(x) e w(x, t) satisfazem respectivamente:
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%v 0 (16)
ox2
e
ow ,0%w (17)
—_—= gl —
Jt 0x2’

juntamente com a condic¢des de contorno das equaces (12) e (13), encontram-se:

v(0)=U;, e v()=U,, (18)

e
w(0,t) =w(L,t)=0 t=0, (19)
w(x,0)=f(x)—vx), 0<x<L. (20)

Portanto, para resolver v(x), usam-se as equacoes (16) e (18) e encontra-se:

V(@) = Uy U T+ Uy, @)

Para a solugdo de w(x,t) tem-se que as condicbes de contorno na equacgdo (19) séo

homogéneas. Assumindo uma solucgéo no formato de:
w(x,t) = X(x)T(t). (22)
Substituindo a equacao (22) na equacéo (9), o0 método de separacao de variaveis leva a:

102X 1 OT (23)

X 0x2  a?T ot
Com isso, é necessario igualar os dois lados da equacdo pela mesma constante, para que essa
seja valida.

102X 1 9T _

X0x?2  a?T ot

Y (24)

A partir das quais encontrou-se as equagdes diferencias ordinarias:
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227)2( + 12X(x) =0, (25)
g—: + a?2?>T(t) = 0. (26)
A solucdo geral para a equacdo (25) é dado por:
X(x) = AcosAx + B sen Ax. (27)
E para a equacéo (26):
T(t) = C e **#°t, (28)

Em que A, B e C sdo constantes arbitrarias a determinar. Substituindo as equacdes (27) e (28)

na equacdo (22), obtém-se:
w(x,t) = [Acos(Ax) + B sen(Ax)]e ¥t (29)
Usando as condi¢Oes de contorno [equagdes (12) e (13)] na equagéo (19):
w(0,t) = 0 = Ade~ ¥ ¥t (30)
com isso, conclui-se que A = 0. Em seguida:
w(L,t) = 0 = Bsen(AL) e **#t, (31)
Para B # 0, pois deseja-se obter solu¢des ndo-triviais, dessa forma deve-se considerar que:
sen(AL) = 0. (32)

Com isso, sabendo que a fungdo seno é uma funcéo periddica isso leva a valores de AL:

AL = nm, n=1,273,4,.. (33)
logo,
nm
== n=1234. (34)

devido a soma de infinitos termos, tem-se:
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@ —n?2m2a?t nimx (35)
w(x,t) = z B,e 1* sen (T) , n=1,23,4, ..
n=1

Em que aplicando a condicéo de inicial, equacgéo (20), obtém-se:

w(x,0) = f(x) = i B, sen (nl,ﬂ) _ (36)
n=1

Com isso, somando a parte estaciondria v(x) [equacdo (21)] com a parte ndo-

estacionaria w(x, t), obtém-se:

X 2 -n?mla?t nix (37)
— _ — 2 -
u(x, t) = (U, Ul)L+U1+ ZBne L sen( I )
n=1
Os coeficientes B,, da equacdo (37) sdo encontrados a partir de:
2 (L x' - (nnx , (38)
B, = —f f(x")— (WU, —-Uy))—— Uy|sin| —) dx".
LJ, L L

Portanto, a solucdo da equacdo (9) é dada pela equacdo (37), em que se soma a parte
estacionaria v(x) com a parte ndo-estacionaria w(x, t), e os coeficientes da Série de Fourier.
Nota-se que para tempos muito longos, o que matematicamente é tomado para t —» oo, a
solucdo da equacdo do calor sera representada somente pela parte estacionaria, isso porque a
equacéo (37) se reduz a equacéo (21) (STEPHENSON, 1996; BOYCE E DIPRIMA, 2000).

2.6. METODOS NUMERICOS

O procedimento analitico citado na secdo anterior € amplamente utilizado para
solucionar problemas associados a propagacdo do calor em barras homogéneas (BOYCE e
DIPRIMA, 2000), embora torne-se inapropriado quando se trata de uma barra formada por
mais de um material. Com isso, buscou-se outras abordagens que contemplassem o problema
proposto, sendo uma delas 0 método numérico das diferencas finitas, dos quais utilizou-se 0
método explicito e 0 método implicito. Em que os métodos sdo baseados na discretiza¢do do
dominio da funcdo, além da substituicdo das derivadas na equacdo diferencial por
aproximagoes, as quais envolvem valores numéricos da fungéo (FRANCO, 2006).
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2.6.1. Método explicito

O processo de discretizacdo de uma derivada se da a partir da expansdo em série de

Taylor

2! dx? n! dxm

af ) | (Ax)? d*f (x) P (Ax)"d"f(x) (39)
d

flx+A4x) = f(x) + Ax ¥ o

Por meio da equacdo (39) pode-se encontrar uma aproximagdo em primeira ordem do

operador derivada,

flx+Ax) = f(x) + Ax %, (40)
podendo ser reescrita como:
df (x) _ fx +Ax) — f(x) (41)
dx Ax '

Da mesma forma, como foi escrita uma aproximacdo de primeira ordem usando um Ax

adiante do ponto x da funcdo ou, um Ax progressivo, pode-se também escrever um Ax

retrégrado:
flx — Ax) = f(x) — Ax d’; ix), (42)
podendo ser reescrita como:
afx) _f (x) — f(x — Ax) (43)

dx Ax

Usando-se as equacOes (41) e (43) é possivel escrever a aproximacao centrada.

df(x) _ f(x+Ax) — f(x — Ax) (44)
dx 2Ax '

Também pode-se encontrar a aproximagdo progressiva, para o operador derivada de segunda

ordem:
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2 32
flx+ Ax) = f(x) + Ax dj;(x) + (Azx!) d dj; (Zx ), (43)
e a retrégrada,
- df (x) | (Ax)?*d*f(x) (46)
f(X—AX) :f(X)—AX d + 21 dx?

Assim, as equacodes (45) e (46) podem ser reescritas como:

dzf(x)z flx+ 4x) + f(x — Ax) — 2f (x) (47)

dx?2 = Ax?

Utilizando as aproximaces acima na equacao do calor [equacdo (9)], obtém-se:

ulx,t + At) —u(x, t) , ulx +4x,t) + u(x — Ax, t) — 2u(x, t) (48)
=a :
At Ax?

Na equacdo (48) pode-se perceber que foi utilizada uma aproximacgdo progressiva para o
tempo t e uma aproximacao centrada para 0 espaco x. Rearranjando a equacdo (48) com a

finalidade de isolar a temperatura que se deseja obter em um ponto no instante futuro, tem-se:
u(x, t+At) = ulx, t) + w[ulx + Ax, t) + u(x — Ax, t) — 2u(x, t)], (49)
em que w € dado pela expressao:

a’At (50)

Ax?’
chamado de nimero de Courant, uma quantidade adimensional, que, conforme Iserles (2008),
deve apresentar valores menores ou igual a % para garantir a convergéncia do método e um
erro numérico pequeno. As discretizacbes do tempo e do espago foram feitas de modo a

permitir que iSSO ocorresse.

Para um tratamento numérico mais refinado é aconselhavel parametrizar a barra, ou
seja, ela passa a ter tamanho unitario, {(x,t): x € [0,1],t = 0}. Essa parametrizacdo permite
transformar uma barra real, independente do tamanho, em uma de tamanho unitario, na qual

se pode realizar toda a analise, para posterior retorno ao cenario original.
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Para o procedimento de discretizagdo € particionado o intervalo [0,1] em d

subintervalos e o tempo em n subintervalos, dessa forma tem-se a malha retangular
{(iAx,nAt) i =0,1,2,...,d +1,n = 0}, (51)

sendo Ax = 1/(d + 1). Logo, a aproximacao u(iAx, nAt) é denotada por u;*(em que n é um
indice e ndo uma poténcia). Essa nova notacdo é empregada para estabelecer uma distin¢éo
entre o espaco e o tempo (ISERLES, 2008). Dessa forma pode-se reescrever a equacao (49)

como:
Wt =l + oy - 207 Huly). (52)

A equacdo (52), mostra que para obter uma temperatura no instante futuro (n+1) €

necessario considerar pontos no instante n e nas posicdesi — 1,ie i + 1.
2.6.2. Método implicito

O método implicito difere-se do explicito devido a escolha dos pontos a serem
utilizados. Para esse método utiliza-se a equacdo (48), reescrevendo-a com acréscimo do
indice superior direito.
uptt —ult .2 ulttt = 2ulMtt Mt (53)

L

At Ax? ’

que pode ser reescrita como:

utt —uf _o i 2w A (54)
At 2(Ax?) 2(Ax?)

Rearranjando a equacdo acima de forma que os termos com n + 1 e n sejam separados
tem-se:
2 2

a a 1 a?

n+1 n+1 n+1

o gmtl n+l 4 | = 4 7 |y
2(Ax?) Yiry 2(Ax?) Wit Ty szl i

(55)

T2 M T2y Mt T A T Az | M
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sendo a?
G =bi= -y
1
d; =+ — (@i + by, (56)

1
e; = E'{‘ (ai + bl)
Essa abordagem é conhecida como o método de Crank-Nicolson (ANDERSON,
1995), que também pode ser escrito pelo rearranjo da equacdo (55), e utilizando-se as

defini¢cdes da equacdo (56), obtém-se:

—u?+1
dg % 0 0 o 0 0 07 c1
b2 d2 aZ O 0 0 0 O 31-{-1 C2
0 0 by, d, % 0 ul o
O L T R B A R ol B (57)
0 o 0 o b d-y %1 O u]n_+11 Cj-1
o 0 0 0 0 b G Gl tlaal |G
0 0o 0 0 0 0 Dbi+1 din an+1 €1
[ U1
com: ¢ = —bui"; + e —auy,, parai=2aj
¢; = —b;(uly +ugtt) + el — ajuly, (58)
Ciy1 = —biui"y + ew’ — a;(uiyy + u?++11

em que c; e cj,, sdo diferenciadas das demais pela adigdo das condicGes de contorno. Assim,

tem-se um sistema tri-diagonal de equacdes lineares a ser resolvido.

A matriz acima € quadrada, em que os elementos da diagonal sdo coeficiente definidos
na equacéo (56) e u’ﬁ”l (B =1,..,j+1) séo incdgnitas a determinar. Para determina-las é
necessario aplicar as condi¢cdes de contorno, além da manipulagdo adequada das equacgdes
(LEE, sem ano). A caracteristica tri-diagonal da matriz garante a existéncia e unicidade da

solugéo.



24

3 METODOLOGIA

A pesquisa iniciou-se com estudo da conducdo do calor para barras homogéneas em
que os diferentes materiais foram colocados lado a lado com o intuito de formar uma Unica
barra composta. Nesta abordagem utilizou-se 0 método de separacdo de varidveis (descrito na
secdo 2.5), que resultou na observacdo de uma descontinuidade na fungdo da temperatura,
localizada na interface dos materiais. Esse resultado foi apresentado no Il Seminério de
Pesquisa e Extensdo (SEPE) da Universidade Federal da Fronteira Sul (GURTAT, 2012),
tendo gerado, com desdobramentos, outras abordagens no sentido no sentido de minimiza-la,

que culminaram com a aplicacdo dos métodos das diferencas finitas explicito e implicito.

3.1. METODO EXPLICITO

Para a utilizacdo do método explicito foi realizado um estudo nas literaturas de Ozisik
(1993), Iserles (2008), Anderson (1995), que apresentaram 0 método numérico das diferencas

finitas e os melhores valores para convergéncia do nimero de Courant (w).

Primeiramente, considerou-se a formacédo da barra conforme descrito na Figura 5 com
a finalidade de observar, nas interfaces dos materiais, a eficiéncia do método para a
eliminacdo da descontinuidade da funcdo temperatura. Em seguida, assumiu-se no P.V.C.
condicdes de contorno que indicavam temperaturas fixas nas extremidades, a condicao inicial

dada por:

nx\ sen (2mx) (59)
f(x) = sen (7) + —

e a condicéo de contato perfeito. Posteriormente, discretizou-se a barra de modo a formar uma
malha retangular. Por fim, implementou-se um co6digo numérico em linguagem

computacional FORTRAN 77 com os dados pertinentes ao problema.

Figura 5 — Barra composta por trés materiais.

AGO GALVANIZADD | ISOLANTE | CONCRETO

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2. METODO IMPLICITO

De mesma forma, para o método implicito realizou-se um estudo nas literaturas
citadas para o explicito (descrito na secdo 3.1), além de Hojjati e Tari (2010). Nesta
abordagem considerou-se a barra formada por apenas dois materiais (Figura 6). De forma
anéloga ao método explicito, a finalidade foi observar sua eficiéncia frente a eliminacdo da

descontinuidade na fungéo temperatura, presente na interface dos materiais.

Figura 6 — Barra composta por dois materiais.

AGO GALVANIZADO ISOLANTE

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim como descrito no método explicito os procedimentos de discretizacdo, P.V.C.,
P.V.l. e condicdo de contato perfeito foram mantidos. Para implementacdo do método
implicito também utilizou-se a linguagem computacional FORTRAN 77 com os dados

pertinentes do problema.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1. METODO EXPLICITO

As simulacGes numéricas realizadas com base no método das diferencas finitas
explicito tiveram como cenarios duas barras, diferenciando em cada uma o isolante utilizado,

ou seja, uma com PUR (Figura 7) e outra com EPS (Figura 8).

Figura 7 — Evolugdo da temperatura no tempo ao longo da barra utilizando ago galvanizado,
PUR e concreto.

u{x,t}, aco + PUR + concre to

CDODEDDO®
PO 3]
O LA IED W D

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 8 — Evolucéo da temperatura no tempo ao longo da barra utilziando a¢o galvaniado,
EPS e concreto.

CODODDTDDD
SRMWANRNRE R

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Conforme pode ser observado nas figuras anteriores, o metodo das diferencas finitas
explicito ndo eliminou a descontinuidade na funcdo temperatura localizada na interface dos
materiais. Contudo, houve uma suavizacao desta quando comparada com Gurtat et al. (2012).
Essa descontinuidade acontece na interface entre a chapa de aco galvanizado e o isolante
térmico, devido ao ago galvanizado possuir um coeficiente de difusividade térmica maior em
relacdo ao isolante e assim convergir & situagdo de equilibrio termodindmico mais

rapidamente em comparacao a este.

Na interface entre o isolante e o concreto, nas figuras anteriores, também ocorre a
descontinuidade da funcdo temperatura. Contudo, nestas ndo é possivel observa-la devido as
diferencas dos coeficientes de difusividade térmica, que é menor em relacdo a outra interface
(aco galvanizado - isolante). Porém se utilizar uma escala mais apropriada, a descontinuidade

é percebida.

Conforme proposto por Iserles (2008), considerou-se o valor do numero de Courant
(w) igual a % para o material com maior coeficiente de difusividade térmica (ago
galvanizado), de modo que os demais materiais apresentaram valores de w menores que %2,

garantindo a convergéncia da solucao.

Devido ao fato do método explicito ter apenas suavizado a descontinuidade na funcao
temperatura apresentada na interface dos materiais, conclui-se que este ndo é totalmente
apropriado para resolver problemas de conducdo de calor aplicado a barra compostas, com

isso, realizou-se simulages utilizando o método implicito.
4.2. METODO IMPLICITO

A Figura 9 (9.a e 9.b) apresenta o resultado obtido para uma barra composta por dois
materiais, conforme descrito na secdo 3.2. Na Figura 9.a pode-se observar a evolucéo
temporal da temperatura ao longo da barra através de um grafico de trés dimensdes, enquanto
a Figura 9.b apresenta os pontos obtidos atraves da simulacdo, em que as diferentes cores
representam os tempos de evolucdo. Nestas utilizou-se ago galvanizado e EPS. Optou-se em
ndo considerar uma barra composta por trés materiais devido ao objetivo do trabalho, que é

analisar a descontinuidade da fungéo temperatura na interface entre os materiais.

Nota-se na Figura 9 que o método das diferencas finitas implicito também apresenta a

descontinuidade da funcdo temperatura, semelhante aos métodos citados anteriormente, que
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estd localizada na regido de interface entre os materiais. Essa descontinuidade da funcgéo
temperatura € melhor observada na Figura 9.b, em que nota-se a presenca de uma queda
abrupta na interface dos materiais (ponto 0,5 no eixo horizontal). Da mesma forma, a
descontinuidade visualizada nesta, deve-se ao fato da temperatura no aco galvanizado
convergir para situacéo de equilibrio termodindmico mais rapidamente do que no isolante. Ao
se observar a Tabela 1, nota-se que os coeficientes de difusividade térmica (a?) do aco
galvanizado e do EPS apresentam ordem de grandezas diferentes, em que o primeiro possui

um a? aproximadamente 50 vezes maior em comparacéo ao do isolante EPS.

Figura 9 — Evolucio da temperatura no tempo ao longo da barra utilizando materiais com a?
de ordens de grandeza diferentes.
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w1ty : 0.50*(tempo total)  *
0.9 L R o + o : 0.75%(tempo total) @
H H tempo total ®m
+ M : ;
¥ KX R BEEH
+ :***EEEIIII:I
0.8 T l.]..g . BT T s _
¥ o ] +
% o ] .
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[ T 2 O PO s SO ]
— o L+ . :
° * B : g
: +
B L] B B B B
' ' LI :
u :
0.5 |- . . 4
. :
L] : "
: : : .
0.4 i i i i o ol
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
: (9.b)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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No estudo realizado por Hojjati e Tari (2009), ao utilizar o método implicito,
evidenciou-se uma solucdo com auséncia de descontinuidade, isso porque 0s materiais
utilizados pelos autores (aco, ferro e aluminio) possuem coeficientes de difusividade térmica
de mesma ordem grandeza. Dessa forma, nas simulacGes deste trabalho foram usadas duas
abordagens com coeficientes de difusividade térmica de: (i) ordens de grandezas diferentes

(Figura 9); (if) mesma ordem de grandeza (Figura 10).

Figura 10 — Evoluc3o da temperatura no tempo ao longo da barra utilizando materiais com a?
de mesma ordem de grandeza.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 10 (10.a e 10.b) pode-se observar, conforme descrito por Hojjati e Tari

(2010), que quando utiliza-se coeficientes de difusividade térmica de mesma ordem de



30

grandeza os resultados apresentam um perfil suave de evolucdo temporal da temperatura.
Observa-se que a Figura 10.a, esta apresenta a evolugdo temporal da temperatura ao longo da
barra, e a Figura 10.b ilustra, com diferentes cores, o tempo de evolugdo da temperatura na
barra. Nesta ultima, ndo é observado a queda abrupta na interface dos materiais (ponto 0,5 no
eixo horizontal) comparado com a abordagem em que se tem diferentes ordens para o

coeficiente de difusividade térmica dos materiais.

A partir dos resultados apresentados, conclui-se que o método das diferencas finitas
ndo se mostrou totalmente apropriado ao se tratar de barras compostas, uma vez que 0S
materiais que compdem camaras frias possuem coeficientes de difusividade térmica de ordens
de grandeza diferentes. Assim, buscou-se novas bibliografias, em que Carslaw e Jaeger (1959)
Chester et al. (1984), Chen e Lin (1990), Al-Hazmy (2005), Singh et al. (2007), utilizaram a
transformada de Laplace para resolver problemas associados a propagacdo do calor em

paredes de multicamadas.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou um software destinado ao célculo das variagcdes de
temperatura ao longo de barras compostas por diversos materiais, em especial em suas
interfaces (pontos de juncdo entre elementos distintos). Para isto, foi necessario, em vista dos
modelos derivados do problema elementar da condugdo de calor (que contemplaram, em
especial, o fendmeno nas interfaces), desenvolver rotinas em FORTRAN 77 para sua
resolucdo numérica via método das diferencas finitas explicito e implicito, envolvendo a
solucéo de sistemas de equac0es lineares, a construcdo da solugdo propriamente dita (a partir
destes resultados) e a montagem de tabelas em arquivos de texto usadas na constru¢do dos
gréaficos indicativos das respostas.

A aplicacdo deste software revelou, na execucdo do método de diferencas finitas
explicito, que barras compostas por materiais de coeficientes de difusividade térmica (a?)
muito distintos em termos de ordem de grandeza apresentaram expressiva variacdo de
temperatura em cada lado da interface, gerando uma descontinuidade na fungéo temperatura.
A aplicacdo posterior do método implicito minimizou esta descontinuidade apenas para
materiais cujos a? possuiam mesma ordem de grandeza, ndo tendo-se revelado eficiente para
a? de ordens de grandeza diferentes, segundo o que se poderia pensar a partir de estudos
usados na composicdo deste trabalho.

Durante o desenvolvimento do software, foram devidamente contabilizadas questdes a
respeito da convergéncia dos métodos numéricos empregados para garantir que solucdes
seriam sempre alcancadas.

Tendo-se notado que em ambos 0s métodos a descontinuidade persistiu, efetuou-se
uma busca por alternativas ao tratamento desta, chegando-se a métodos matematicos mais
sofisticados, tais como uso de transformadas de Laplace e funcGes de Green, que constituem
uma direcdo futura para os assuntos tratados neste texto. O que se deseja é a suavizacdo da
evolucdo de temperatura em barras compostas por materiais de a? de ordens de grandeza
diferentes.

Além disso, o proprio software pode passar por melhorias, como, por exemplo, tornar
mais amigavel a interacdo com o usuario em termos de entrada de dados e permitir a
construcdo de cenarios (diversas barras de diferentes materiais) para efeitos de comparacao da

distribuicdo de temperatura. Salienta-se que o estudo de uma linguagem de programacao vai
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além do que é proposto no curso de Engenharia de Alimentos, o que possibilitou significativo

amadurecimento neste tema, bem como nos aspectos fisicos e mateméticos envolvidos.
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APENDICE A

Fluxo

Considerando um campo vetorial F qualquer e um cubo de arestas dx = dy = dz,

conforme a Figura (11-A),

Figura 11-A: Cubo de arestas de tamanho dx, dy e dz. A origem do sistema de coordenadas é

fixo no centro do cubo.

Z 4
4 dy .
ox.~ |
h : d
dz : y
P R
X‘/e/ a

Fonte: Elaborada pelo autor.

com uma fonte geradora de energia térmica exatamente no centro do cubo, afirma-se que o

fluxo ¢ pode ser escrito como:

(A1)
¢ = f F-fda,
A
em que 7 é o vetor normal a superficie, e 0 campo vetorial F é dado pela expressao:
ﬁ(x, y,2) = a(x,y,z)i+ b(x,y,2)] + c(x,y,2)k, (A2)

naqual a(x,y,z),b(x,y,z) e c(x,y,z) sdo funcdes.

Tomando a Equagdo (6) e considerando uma distribuicdo de temperatura U = u(x, t),

com aplicacdo do limite em ambos os lados,

KA Au
limg = lim . (A3)

L—0 L-0 L
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Dessa forma, pode-se escrever:

q=kKA }ciir(l) A—; (A4)
Entéo,
q= K'AZ—I;. (A5)
Logo,
b _ 9 _ du (A6)
=T

em que o fluxo térmico q" € a taxa de transferéncia de calor na direcdo x por unidade de area.

Fisicamente, sabe-se que o fluxo térmico é uma grandeza direcional. Logo, a direcdo
do fluxo serd sempre normal a uma superficie de temperatura constante, a qual é chamada de
superficie isotérmica. Além disso, o fluxo térmico possui direcdo, sentido e mddulo bem

definidos, ou seja, € um vetor. Desse modo, pode-se escreve de forma mais geral:
q" = qli+ i+ ik = k{00 + 0,7 + 0,k u(x, y,2,0), (A7)
ou,
q" = —kVu(x,y,z,t), (A8)

em que o sinal negativo foi acrescentado pela condicdo fisica, em que o fluxo térmico ocorre
sempre no sentido do corpo de maior temperatura para 0 de menor temperatura. Essa Gltima

equacao é conhecida com a Lei de Fourier.

Teorema da Divergéncia

Ao analisar o fluxo na face abcd do cubo da Figura (11-A), pode-se dizer que:
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S dx . dx (A9)
f F(x +—,y,z>ldy dz = f a(x+—,y,z)dydz,
A 2 A 2
usando a Série de Taylor, a qual tem uma formula mais geral dada por:
2 £ (q) (A10)
[0 =f@+ ) — ==,
n=1 '
sendo que na mesma foi utilizada somente o dois primeiros termos, portanto:
d d All
a(x+7x,y,z)~a(x,y,z)—(Oxa) x—(x+7x)]. ( )
Logo,
o dx ) dx (AL2)
j F(x +7,y,z) idydz = j {a(x,y,z) +7 axa}dy dz,
A A
e para o sentido contrario, ou seja, —1:
S dx dx (AL3)
j F<x —7,y,z>idy dz = —j {a(x,y,z) - axa}dy dz.
A A
Somando os fluxo de mesma direcéo:
dx dx (AL4)
O, = j {a(x, y,z) + > axa} dy dz — J {a(x, y,z) — > axa} dy dz.
A A
Entdo: (A15)
O = j dya dx dy dz.
14
Da mesma forma sdo obtidos ¢,, e ¢,. Com isso, tem-se que:
(A16)

= + + _f{aa+ab+ac}dv
d) - ¢x ¢y ¢Z - ax ay aZ .
14
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De onde pode-se observar:

(A17)

—

¢=fv-ﬁﬂv
|4

Portanto, existe a igualdade entre as equacdes (Al) e (A17):

(A18)

A equacdo (A18) é conhecida como o teorema da divergéncia.
Equacéo do calor

Seja 0 objeto [cubo - conforme a Figura (11-A)] homogéneo, isotropico, com uma
fonte geradora de calor ao centro g(r, t). Consequentemente a energia armazenada dentro do
objeto vai depender do fluxo térmico e da energia geradora. Considerou-se a equacdo de

balanco de energia para o volume do objeto, pois ha conservacédo da energia (OZISIK, 1993):
[energia gerada] + [energia que entra no volume] = [energia armazenada]. (A19)
A energia geradora do objeto pode ser dada pela integral abaixo:

(A20)
E, =jg(r,t)dV.

%4

Sup6s que o objeto é sélido e ndo sofre mudanca de fase, dessa forma desconsiderou-se 0s
efeitos do calor latente, e considerou-se somente o calor sensivel. O produto do calor
especifico a pressdo constante c, e da densididade p é chamado de capacidade calorifica
volumetica pc,, pois mede a capacidade de um material de armazenar energia térmica. Com
iSso a energia armazenada dentro do objeto € dada pela capacidade calorifica volumétrica em

um determinado tempo. Dessa forma obtém-se:
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E, = f ou . (A21)

Logo, substituindo as equacdes (A18), (A20) e (A21), em (19):

ou (A22)
J. pcpadV =— f V-ﬁdV + f g(r,t)av,
14 14 14
rearranjando:
o - (A23)
f {pcpa+ V-q —g(r,t)}dV = 0.
14
Para que o valor da integral seja 0 (zero), o integrando deve ser 0 (zero), por isso:
ou - A24
pcy=——+ V-q—g(,t)=0. (A24)
ot
Usando a equacdo (A8)
ou - - A25
pcpa + V. (—KVu) —g(r,t) =0, ( )
e rearranjando e multiplicando os dois lados por p%, tem-se
p
10u 1 (A26)
2y = __
Veu = pEIET: Kg(r,t).
em que utilizou-se a equacéo (9).
Se g(r,t) = 0, ou seja, ndo ha fonte de energia térmica no cubo,
1 du (A27)

Vi = ——.
U a? ot

Dessa forma, tem-se a equacdo do calor (9) para o caso tridimensional, obtida a partir da lei

de Fourier e consideragdes acerca da conservacao da energia.



