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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso tem como objetivo, o desenvolvimento de um
método tedrico-experimental para calcular a condutividade térmica de placas de madeira
(MDF). Para tanto, foram realizados dois experimentos no Laboratério de Educacgdo
Matematica da UFFS/Chapecé (LEM), com medi¢des de temperatura através de um
Sistema de Aquisicdo Eletronica de Dados (SAED), para os problemas de determinacao
da difusividade e da condutividade térmica, ambos modelados com a equagdo do calor
unidimensional, com condi¢des de fronteira varidveis de primeira espécie. No primeiro,
o termo fonte da equacao diferencial foi considerado nulo e no segundo, considerado ativo
e localizado no centro da placa. A difusividade e a condutividade térmica foram obtidas
resolvendo numericamente os problemas direto, pelo Método das Diferencas Finitas, com
esquema de interpolacdo implicito e o inverso, através do Método Procura em Rede. As
solucdes foram implementadas computacionalmente em programas proprios,
desenvolvidos no software SCILAB. O valor da difusividade térmica, obtido
inicialmente, foi utilizado para determinar o termo fonte da equagao do calor, no problema
inverso. Com base em dados experimentais de diferentes regimes de funcionamento da
fonte de calor (resisténcia elétrica), foi elaborada uma fungdo para o calculo da poténcia
dessa fonte. Com esses dados, foi possivel calcular a condutividade térmica das placas,
cujo valor mostrou-se da mesma ordem de grandeza de condutividades de outras madeiras

disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Procura em Rede. Condutividade Térmica. Método Implicito. Diferengas

finitas.



ABSTRACT

This end-of-study thesis aims to demonstrate the development of a theoretical and
experimental method designed to calculate the thermal conductivity of tightly packed
wooden planks. In furtherance of this objective, two experiments were conducted at the
Mathematics education laboratories at UFFS / Chapecd (LEM). Both experiments
measured temperature through an electronic data acquisition system (EDAS).
Considering issues related to the determination of diffusivity and thermal conductivity,
both experiments were modeled on the one-dimensional heat equation, under conditions
of various barriers of the first kind. First, the term heat source of the differential equation
was considered null, and secondly it was considered active and located in the center of
the board formed by the tight wooden planks. Diffusivity and thermal conductivity were
obtained by solving the direct problems numerically, using the finite difference method,
the implicit interpolation scheme and inverse, through the method of Procura em Rede.
The solutions were found by using special computer programs developed by the Scilab
program. The value of thermal diffusivity, obtained initially, was used to determine the
term source of heat in the inverse problem. Based on experimental data of different
operating regimes of the heat source (electrical resistance), we developed a function in
order to calculate the power of this source. Using these data, it was possible to calculate
the thermal conductivity of the boards, the value of which has been shown to be in the

same order of magnitude of the conductivity of other woods available in the literature.

Keywords: Procura em Rede, thermal conductivity, implicit method, finite differences



RESUME

Ce mémoire de fin d’études a pour objectif, le développement d’une méthode théorique
et expérimentale afin de calculer la conductivité thermique de planches de bois serrées.

Pour cela, on a réalisé¢ deux expériences aux laboratoires d’éducation em Mathématiques
a PUFFS/Chapec6 (LEM), avec des mésures de temperatures a travers d’un systéme
d’acquisition éléctronique de données (SAED), pour les problémes de détermination de
diffusivité et de la conductivité thermique, les deux ont été modélisés avec I’équation de
la chaleur unidimensionnelle, sous conditions de barriéres variées de premicre espéce.
Premierement, le terme source de chaleur de 1’équation différentielle a été considérée
nulle, et en segond lieu elle a été considérée active et localisée au centre de la planche.
La diffusivité et la conductivité thermique ont été obtenues en résolvant numériquement
les problémes directes, par le méthode des différences finies, avec le schéma
d’interpolation implicite et d’inverse, a travers le méthode de Procura em Rede. Les
solutions ont été trouvées a 1’aide de programmes spécial sur ordinateur, développés par
le programme Scilab. La valeur de la diffusivité thermique, obtenue initialement, a été
utilisée pour déterminée le terme source de la chaleur, dans le probléme inverse. Basées
sur des données experimentales de diferentes régimes de fonctionnement de la source de
chaleur (résistence électrique), on a élaborée une fonction dans le but de calculer la
puissance de cette source. Grace a ces données, ce fut possible de calculer la conductivité
thermique des planches, dont la valeur s’est montrée dans la méme ordre de grandeur de

conductivité des autres bois disponibles dans la littérature.

Mots Clés: Procura em Rede, conductivité thermique, méthode implicite, différences

finies.
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1. INTRODUCAO

A transferéncia de calor ¢ uma area relevante em multiplos problemas de
engenharia que transcendem o ambito da engenharia mecanica, abrangendo também as
areas das engenharias quimica, nuclear, metalurgica, eletrotécnica, civil, aeroespacial,

ambiente e bioengenharia.

Por definigdo, a transferéncia de calor ¢ uma energia térmica que estd em transito
devido a uma diferenca de temperaturas no espaco. A transferéncia desta energia se faz

por trés tipos: condugdo, convecgdo! e radiagio’.

Este trabalho envolve a condug¢do de calor em sélidos, pelo qual os experimentos
foram desenvolvidos em laboratorio, usando modelos matematicos. A condu¢do é um
processo pelo qual o calor flui de uma regido de temperatura mais alta para outra de
temperatura mais baixa, dentro de um meio (s6lido, liquido ou gasoso) ou entre meios
diferentes em contato fisico direto. A conducdo de calor em so6lidos acontece por

combinagdo das vibra¢des das moléculas em rede.

Problema de pesquisa: A determinacdo do termo fonte em um problema real de

condugao de calor.

O objetivo geral do presente trabalho ¢ desenvolver um método tedrico-
experimental para calcular a condutividade térmica de placas de madeira de fibra de

média densidade (MDF)?.

Os objetivos especificos sdo:

! Transferéncia de calor que ocorre em fluidos que apresentam diferencas de temperatura em seu contetdo.
Quando ¢ fornecido calor a um fluido, formam-se correntes convectivas, que transmitem o calor até que
todo o fluido entre em equilibrio térmico.

2 Transferéncia de calor realizada por meio de ondas eletromagnéticas. Todo corpo que se encontra em
temperaturas diferentes do zero absoluto troca calor em forma de ondas eletromagnéticas constantemente
com suas vizinhangas.

* Medium Density Particleboard, placa de fibra de média densidade. Esse material é resultado da
mistura da fibra da madeira com resinas sintéticas.



1. Montar uma bancada experimental para realizacdo de experimentos de
transferéncia de calor.

2. Dominar as técnicas de medidas do Sistema de Aquisicdo Eletronica de
Dados (SAED).

3. Avaliar a incerteza de medida do SAED para medidas de temperaturas.

4. Definir um modelo matematico para descrever o problema de transferéncia
de calor em uma barra com uma fonte de calor.

5. Desenvolver, implementar computacionalmente e avaliar métodos
numéricos para a resolu¢do dos problemas direto ou inverso.

6. Analisar o resultado obtido com o método do problema inverso
comparativamente com resultados de outros métodos

7. Produzir um relatério cientifico com a descrigdo dos métodos ¢ a discussao

dos resultados.

No segundo capitulo foi elaborada uma Fundamentacdo Tedrica sobre alguns
modelos matematicos apresentados: Lei de Fourier, Equacdo da Condugdo de Calor,
Condigdes de Fronteiras, Problemas Inversos e Problemas Diretos. Também apresentou-

se solugdes da equagdo para o problema em questao.

No terceiro capitulo foi feita uma revisdo bibliografica sobre os métodos
numéricos utilizados na resolu¢do do problema, Método das Diferengas Finitas e o

Procura em Rede.

No quarto capitulo foram apresentados os equipamentos, a bancada experimental
e descritos os métodos de coleta e tratamento dos dados, além do algoritmo de célculos

para determinacao da fonte de calor (resisténcia elétrica).

No quinto capitulo foi calculada a Difusividade Térmica da placa através do
Me¢étodo das Diferengas Finitas e do Problema Inverso, utilizando o equacionamento do

problema de condug¢do de calor em 1D.

No sexto capitulo foi apresentado o resultado do calculo do termo fonte da
equagdo do calor em 1D, resolvendo novamente os problemas direto e inverso, o qual
viabilizou o célculo da Condutividade Térmica da placa, utilizando a informagdo

experimental da poténcia da fonte de calor.



No sétimo capitulo foram apresentadas as consideragdes finais com base nos

experimentos feitos no laboratorio e sobre o resultado do trabalho.



2. MODELOS MATEMATICOS

Os principios fisicos e 0 equacionamento da teoria da transferéncia de calor por

condugdo sdo apresentados nessa se¢ao.

2.1. Lei de Fourier

A transferéncia de calor pode ser considerada como uma energia térmica em
transito devido a uma diferenca de temperaturas no ambiente. Ela pode ocorrer de trés
maneiras: conducao (no interior de solidos, gasosos e liquidos), convec¢do (no interior de

fluidos) e radiagdo (através de ondas e sem a presencga de massa).

No caso da condugdo, ela pode ser vista como a transferéncia de energia das
particulas mais energéticas para as menos energéticas de uma substancia devido as
interagdes entre particulas (INCROPERA, 2017, p. 2). Essa forma de transferéncia ¢é
comum nos so6lidos e ocorre pela vibragcao das moléculas em uma rede e pelo transporte
de energia pelos elétrons livres (CENGEL, 2003). No caso de Gases, liquidos a
transferéncia de calor ocorre da regido de alta temperatura para a de baixa temperatura

pelo choque de particulas mais energéticas para as menos energéticas.

A etimologia da palavra energia vem do grego “ergo” que significa trabalho e tem
a capacidade de transformar ou dar movimento a algo, ou seja, ¢ tudo que pode produzir
acdo por qualquer corpo, em qualquer estado fisico. Como tipos de energias podemos
citar: Energia térmica, Energia mecanica®, Energia Elétrica® e outras. Sendo que o foco

desse trabalho ¢ a energia térmica.

A Energia Térmica esta associada ao movimento das particulas (energia cinética)

que o corpo produz, cuja unidade de medida € o Joule (pelo sistema internacional ou

4 Energia mecanica ¢ caracterizada pela capacidade de um corpo de gerar trabalho. E tem relagdo com a
Energia Cinética e Energia Potencial Gravitacional e Energia Potencial Elastica.

A energia elétrica ¢ o resultado do trabalho realizado pela corrente elétrica mediante a imposi¢do do que
¢ chamado de diferenca de potencial elétrico



caloria). A temperatura ¢ uma medida associada aquela energia, ou seja, quanto maior a

temperatura, maior sera a Energia Térmica do sistema.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768—1830), apresentou a formulacdo da lei de
propagag¢ado de calor em 1807 em um trabalho intitulado Théorie de la Propagation de la
Chaleur dans les Solides (Teoria da Propagac¢do de Calor em Solidos). Contudo, a
publicagdo desse trabalho s6 aconteceu em 1822, ele foi publicado em uma versdo
revisada e ampliada sob o titulo de Théorie Analytique de la chaleur (Teoria analitica do
calor). Neste trabalho, Fourier descreveu o processo transiente da conducao do calor em
termos de uma equagdo diferencial parcial e desenvolveu a solugdo através de séries
trigonométricas.

Segundo Incropera (2017), ““A lei de Fourier ¢ fenomenologica, ela ¢ desenvolvida
a partir a partir de fenomenos observados ao invés de ser derivada a partir de principios

fundamentais”.

A determinada lei estabelecida por Fourier, frequentemente chamado Lei de

Fourier, determina que o fluxo de calor entre dois pontos, indicado por ¢, ¢ proporcional
. dar o : .. _
ao gradiente de temperatura o Ao inserir um coeficiente k£, a condutividade térmica,

pode-se transformar a proporcionalidade de uma igualdade, conforme a Eq. (2.1).
g'=- k% (2.1)

Onde:
q” € o fluxo de calor por condugdo (W-m ?no sistema métrico)
k é a constante que depende do material conhecida por condutividade térmica (W. m™.

oc-l)

ar . ~ . ~ .
2 ° gradiente de temperatura na secao, isto €, a razao de variacdo da temperatura T com

a distancia, na direcao x do fluxo de calor (°C/s)

O fluxo de calor recebe o sinal negativo para indicar a dire¢do da transferéncia de

calor, que ¢ sempre transferido no sentido da diminui¢ao das temperaturas.



Analisando o fluxo de calor ¢ ” pode-se interpreta-lo como a taxa de transferéncia
de calor Q por unidade de Area 4 normal & diregdo de transferéncia de calor. Feita essa
analise, podemos escrever a Eq. (2.1), da seguinte forma:

Q dT (2.2)

- k=
A dx

Onde Q ¢ a taxa do fluxo de calor (W. m™ no sistema métrico);

A é a unidade de 4area da superficie normal a dire¢do da transferéncia de calor (m?

no sistema métrico).

Como esté escrito na equagdo (2.2), a lei de Fourier implica que o fluxo térmico ¢
uma grandeza direcional. Pressupondo que a condutividade térmica é constante para
qualquer ponto do corpo na direcdo x. O fluxo de calor, no entanto pode variar de uma

direcdo para outra. Assim a equagdo (2.2) pode ser escrita da seguinte maneira:
b JOT —— k(24 17T 4 2T 23
q"=-KT =—k(i + j5-+k3) (2.3)

Onde 7, J, k sdo os vetores da base candnica em R3;
V ¢ o operador diferencial gradiente tridimensional e
T(x .y, z) € o campo escalar de temperaturas.

Baseado nas observacdes e nos estudos empiricos que foram feitas por Fourier,
sobre o comportamento do calor em corpos solidos, pode-se concluir que os corpos

solidos possuem as seguintes faculdades:

1. Conter o calor;
ii. Receber ou transmitir calor através de suas superficies;

1ii. Conduzir o calor no interior da matéria.

A lei de Fourier ¢ considerada como a pedra fundamental da conducao de calor,
na qual est4 definida a propriedade de condutividade térmica do material, objeto de estudo

deste trabalho.



2.2. Equacao da Conducgao do Calor

Um dos objetivos principais da analise da conducao do calor ¢ a determinagao dos
campos de temperatura resultante das condi¢des impostas nas fronteiras da matéria. Ou
seja, deseja-se conhecer como ¢ dada a distribui¢do da temperatura dentro da matéria.
Uma vez que se tem conhecimento dos campos de temperatura, o fluxo de calor por
conducdo em qualquer ponto do meio ou na superficie pode ser determinado através da

lei de Fourier.

A Eq. (2.4) ¢ a forma geral, em coordenadas cartesianas, da equacao da difusao

térmica.
e A A ey

Onde:
T ¢ a temperatura (°C),
X, y € z s@0 as variaveis espaciais (m),

t € o tempo (em segundos);

g é a taxa de geragdo de energia para unidade de volume (W/m?)

p € a massa especifica (em kg/m?);

k, ky, k- sdo as condutividades térmicas em cada sentido (em W. m™. °C 1)
Cp € 0 calor especifico a pressdo constante (em kJ / kg. °C).

A equacdo do calor pode ser escrita em coordenadas cilindricas e esféricas, a

discretizagdo dessas equacdes podem ser encontradas no (INCROPERA, 2017)

Se a condutividade térmica for constante, a equagao do calor ¢ dada pela Eq.

(2.5)

0*T 9°T 09°T q 10T (2.5)
t ot a5t = ——
0x? 0y? 0z*> k aodt




Para o presente trabalho, tem-se uma fonte de calor (resisténcia elétrica) de 5 cm
de comprimento que dissipa o calor a direita e a esquerda na direcdo X, com gradientes
térmicos considerados significativamente maiores nessa direcdo do que aqueles nas

dire¢des y e z. Assim, foi optado por um modelo 1D, apresentada pela Eq. (2.6).

oT (62T (2.6)

1
P W)J“ES(”

Considerando o termo fonte da equagdo diferencial nulo, obtém-se a equagdo da

difusividade térmica. Eq. (2.7)

at — *\ox?

oT <62T> 1 (2.7)
= Oy +E

Onde «a ¢ a difusividade térmica (m?/s);
k a condutividade térmica da placa no sentido X (W/ m °C);
S a poténcia da fonte (W/ms).

A difusividade térmica ¢ uma medida do quao rapido um material pode absorver
o calor. Ela pode ser definida pela razdo entre a condutividade térmica e o produto do
calor especifico a pressdo constante pela massa especifica. Eq. (2.8)

gk 2.8)

PCp
“Materiais com alto valor de difusividade térmica respondem rapidamente a
mudangas térmicas em seu ambiente, enquanto materiais de pequenos valores de «a
respondem mais lentamente, demorando a alcancar um novo estado de equilibrio”

(INCROPERA E WITT, 1996, p. 188).



2.3. Condicoes de Fronteiras

Em problemas de equagdes diferenciais, as condi¢cdes de fronteiras sdo um
conjunto de restricdes que determinam a variagdo de temperatura nos contornos em
relagdo ao tempo, € nos pontos internos, no estado inicial. Consequentemente, a
distribuicao de temperatura no interior do corpo, ¢ o resultado das condi¢des térmicas de

fronteira estabelecidas.

Trés espécies de condigdes de contorno sdo usualmente encontradas na
transferéncia de calor: Dirichlet (temperaturas de fronteira conhecidas), Neumann (fluxo
de calor conhecidos na fronteira) e Robin (transferéncia de calor por convecc¢do
conhecidos na fronteira) (primeira, segunda e terceira espécie, respectivamente). A
representacdo matematica dessas condigdes de fronteiras estd representada em

(INCROPERA e WITT, 1990).

As condigdes de contorno de Dirichlet que sdo de primeira espécie, denominadas
assim em homenagem a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, consideram as

temperaturas na superficie conhecidas, na forma da Eq. (2.8).
(s, ) = Ts(0) (2.8)
Onde T, ¢ a temperatura na fronteira s (°C),

Desse modo, o modelo proposto para o problema é composto pela equagado (2.6),
com as condi¢des de contorno de primeira espécie, conhecidas como condigdes de

Dirichlet, Egs. (2.9,2.10e 2.11)

To(0,t) = To(t) (2.9)

T (L, t) = T.(t) (2.10)

Com condicao inicial:

(x,0) = Ty(x) (2.11)



2.4. Problemas Inversos e Problemas Diretos

Um problema inverso consiste em determinar as causas a partir do conhecimento
dos efeitos. O problema inverso ¢ o contrario do chamado problema direto, que consiste
em deduzir os efeitos a partir do conhecimento das causas.

Por exemplo, localizar a origem de um terremoto a partir de medi¢des feitas por
varias estagdes sismicas espalhadas pela superficie do globo ¢ um problema inverso. O
problema identificagdo de fontes de poluigdo a partir de um numero de medig¢des
de concentragdes consiste em um outro problema inverso.

Alguns dominios nos quais os problemas inversos desempenham um papel

importante, sdo citados em (Roussel, 2011):

I.  imagiologia médica (ultrassom, scanners, raios-X)
II.  engenharia petrolifera (prospec¢do por métodos sismicos, magnéticos,
identificacdo das permeabilidades num reservatorio)
II.  hidrogeologia (identificagdo das permeabilidades hidraulicas),
IV.  quimica (determinacdo das constantes de reacao),
V. radar e acustica subaquatica (determinacdo da forma de um obstaculo),

VI.  processamento de imagens (restauracdo de imagens desfocadas).

O PI (problema inverso) sujeita-se a alguns fatores que podem comprometer os
resultados, tais como amostras poluidas ou incompletas, ruidos, impericias
observacionais, erros de medidas, entre outros. No que diz respeito ao PD (problema
direto) ¢ necessario um conhecimento mais completo e mais preciso do sistema a ser
analisado, ou seja, ¢ necessario ter o conhecimento completo das causas para que entdo

seja possivel estabelecer os efeitos.

Pela defini¢ao dada acima de um problema inverso, pode-se ver que os problemas
inversos podem levantar dificuldades. E razoavel exigir que um problema direto seja bem
colocado: "as mesmas causas produzem os mesmos efeitos". Em contrapartida, ¢ facil
imaginar que os mesmos efeitos possam decorrer de causas diferentes.

Do ponto de vista matematico, esses problemas se dividem em dois grandes
grupos. Por um lado, h4a os problemas lineares que se resumem a resolu¢do de uma
equagdo integral de primeira espécie no caso continuo ou resolu¢do de um sistema no

caso discreto. O recurso a analise funcional e algebra linear permite obter resultados



precisos e algoritmos eficazes. Por outro lado, existem os problemas ndo lineares, que sdo
mais frequentemente questdes de estimativa de pardmetros em questdes diferenciais, ou
as derivadas parciais.

Os problemas lineares podem se dividir em duas categorias em que o parametro

que se pretende estimar ¢ um vetor, ou uma funcgao.

Existem diversas maneiras de solugcdo de PI, algumas das mais utilizadas sdo:
Inversdo direta, Decomposi¢do em valores singulares, Minimos quadrados e variantes
(minimos quadrados ponderados), Métodos de regularizacdo, Métodos variacionais, entre

outras (métodos bayesianos. filtros digitais, redes neurais, etc.).

Para a matematica os PI sdo colocados como problemas mal-postos, pois para
Hadamard (1902, 49-52), problemas bem-postos devem satisfazer as seguintes

condigoes:

I.  Existéncia — A solugdo existe
II.  Unicidade — A solugao ¢ tnica
III.  Estabilidade — A solucdo tem uma dependéncia continua (suave) com os

dados de entrada.

Assim qualquer problema que ndo satisfaga qualquer uma dessas

condigdes ¢ classificado como mal posto.



3. METODOS NUMERICOS

Os métodos numéricos sdao ferramentas muito Uteis na Matematica,
particularmente na Matematica aplicada. Eles sdo considerados como aplicacdes de
algoritmos pelas quais ¢ possivel formular e resolver problemas matematicos usando
operagdes aritméticas menos complexas. Nesse trabalho foram wusados métodos
numéricos como: Método das Diferencas Finitas para o problema direto (PD) e 0 Método
de Procura em Rede para o inverso (PI), ambos utilizados para a determinagado dos valores

da difusividade e da condutividade térmica.

3.1 Problema Direto: Método das Diferencas Finitas

No presente trabalho, a transferéncia do calor foi considerada unidirecional, em
uma barra estacionaria L. Assim, o dominio espacial do problema ¢ 0 <x <L, o qual foi
discretizado em # intervalos de comprimento Ax (malha espacial). Dessa forma, pode-se

escrever o dominio espacial como um vetor, como apresentado na Eq. (3.1)
x[i] = (i—1) Ax,comi = 1,..,(n+1) (3.1)

O método das diferencas finitas (MDF) ¢ um método de resolucdo de equagdes
diferenciais que se baseia na aproximacao de derivadas por diferengas finitas. obtidas por

truncamento da Série de Taylor, para valores pontuais. De modo geral, tem-se:

u(x; + h) —u(x;) (3.2)
h

du _ 1
2 ) = lim

Adotando entdo 4 = Ax, agora de forma aproximada, porém finita, podemos

€SCrever:

a) Diferenca Finita Progressiva:
ul ~ Uir17Ui (3.3)

b) Diferenca Finita centrada:

ul{I ~ ui—l_zui+ui+1 (3.4)

h2

c) Diferenca Finita Regressiva:



(3.5)

Onde:

Xpn — X1

n—1

xi=x;+({—1Dh

Uipr = u(x; + h)

u; = u(x;)

U1 = ulx; — h)

3.1.1 Método Explicito

O Me¢étodo Explicito consiste em discretizar a EDP de tal forma que todos os
valores de T'(x, t) da iteracdao temporal presente, sejam obtidos explicitamente de valores

da iteragdo temporal anterior.

Logo pode se escrever a equacgdo Eq. (2.7) da seguinte maneira:

or _ Tft-tf (3.6)
at At
0°T  Tfqy —2Tf +uf, (3.7)
dx? Ax?

Logo pode se escrever a equacdo da difusividade térmica. Eq. (5) da seguinte

maneira:

T/ T _ aTi’i1‘2Tik+u§(—1 (3.8)
At Ax?

Neste caso para determinar T}t que é o unico fator desconhecido, precisamos

isolar T/** na Eq. (3.7). Logo, temos a Eq. (3.9)



T/ = 0T/ + (1 = 20)TF + Tk, (3.9)

At
Onde w = a—
Ax?

A condicao de estabilidade do Método Explicito depende do valor de .

3.1.2 Método Implicito

O método implicito, ¢ incondicionalmente estavel, ou seja, a discretizacdo do
tempo ndo depende da solu¢do espacial da grade aderida. Evidenciando que essa
estabilidade ndo ¢ diretamente relacionada a precisdo do método, pois, a precisdo a qual
deseja-se alcancar depende de Ax, At e as condi¢des de fronteiras. Pode-se dizer que esse
método converge para a solucdo da EDP, se Ax — 0 e At = 0, ndo importa a razao entre

0S mEsSmos.

Para esse método o modelo a ser utilizado para implementagdo, utilizando-se
ainda das Diferencas Progressivas para a parte temporal e as Diferencas Centrais, para a
segunda derivada na parte espacial, porém agora, a representacdo da derivada segunda se

dara por:

0°T  TKY' —2Tf*' + T/ (3.10)
0x? Ax?

Logo a equacdo do calor sera representada por:

Tik+1 - Tik _ Tl’_(:il - ZTl’k+1 + le_-lil (3'11)
ae ¢ Ax?
Onde deve-se calcular T, entdo isolando-o na equacio e assumindo w = a AATtZ
obtém-se:
T} = T/ + (1 — 20)TFH — wT/H? (3.12)

Logo como pode-se notar na equacdo acima, ndo se consegue calcular de forma
direta T}, pois, depende-se de varias incognitas, entio esse método, retorna um conjunto

de equagdes, em cada ponto temporal.



Entdo considerando 0 <i <y, pode-se notar que se tem y — 1, equacdes

simultaneas.
Onde,
Tiin+1 = Ton+1 = Go(tpr1) parai =1 (3.13)
Tivine1 = 91(tny) parai =y —1, (3.14)
e
1+ 20)TH — T =TI + wgy (tys1) parai = 1. (3.15)
—oT™M + (1 + 20)TM — T/ =T para2 <i< y—2. (3.16)
1+ 20)T)H — wT)H = T)y + wgy (thyy) parai = y — 1. (3.17)

Fazendo algumas simplifica¢des nas equacdes acima, pode-se rescrever o

sistema, na forma matricial, da seguinte maneira:

-Al ﬁl 0 0 b O O O [ Tl T Sl

0-2 2,2 ﬁz 0 0 cee O 0 T2 52
O 0-3 13 ﬁ3 0 O b 0 T3 53
0 - o A f 0 0 T, |7 s (3.18)
0 0 = 0 0 o0y A4 By—2||Ty-2 Sy-2

| O 0 0 ce 0 O O-]/—l /1)/_1_ _Ty—l_ -sy_l'

Basta implementar a solug@o do sistema acima, que serdo obtidas as temperaturas

em cada ponto.



3.2 Problema inverso: Procura em Rede

No presente trabalho, foi utilizado o Método de Procura em Rede (SILVA NETO,
2005) como algoritmo de procura de pardmetros (Problema Inverso). O algoritmo
consiste na estimativa dos valores da difusividade, execu¢do do problema direto e
comparag¢do da distribui¢do de temperatura calculada nos dominios espacial e temporal,

com os dados experimentais. O algoritmo consiste nos seguintes passos (BORGES et. al.,

2008)

1° Passo: Estimar um intervalo de valores de a, I} = [@pmin, @max] de existéncia da
solu¢do, considerando que nele esteja a difusividade 6tima. Dividir o intervaloem n — 1
max~ %min,

subintervalos, de tal forma que A,= = n-1_°

2° Passo: Fazer o célculo do problema Direto com o valor de a estimado, o que da
solugdes T'(x, t) e particularmente, a temperatura estimada T,y = (xj, t), onde j = 1,2,

3,... n s30 0s pontos monitorados e ¢ € o tempo em segundos;

3° Passo: Fazer o calculo das diferencas entre os dados experimentais e os calculados da

seguinte maneira:

di =Xj Z?;O(Test(t) — Toxp(t))?,ondei = 1,2,3,--,n, Ty, sdo  temperaturas

obtidas de forma experimental € t; o tempo final;

4° Passo: Identificar d(d,,;,,) de menor valor, entre todas as diferengas d;. Esta diferenga

€ 0 @y para o intervalo I, onde a4 ;e o valor 6timo de «;

5° Passo: Para melhorar a solugdo, ¢ necessario fazer um refinamento do intervalo I;.
Para isso ¢ necessario definir um novo intervalo, I, = [@min2) Tmaxz]> Aminz = Xor1 —

Aal e apygyy = Qopy + At

6° Passo: refazer os passos de 2 a 5, estimando tantos I,,, m = 1,2,3,---, de tal forma que

|dits — di | < € onde € ¢ o parametro do critério de parada.



3.3. Analise de Malha

Objetivo: analisar o nimero de pontos da malha em ¢ e x.

Sejam m e n o nimero de pontos das malhas temporais e espaciais, respectivamente.

a- At
Ax?2

Delta Fourier: AF =

Procedimentos:

1. Entrar com um valor de Delta Fourier.

2. Calcular a temperatura (Problema Direto sem fonte) através do Método das Diferencas
Finitas. Em todo campo x e ¢ e escolher um ponto (x,#) que ndo varie a posi¢do com a
alteracdo de m e n. O ponto “central” das malhas, por exemplo. Isso pode ser feito usando

numeros impares para m € n.

3. Incrementar DF e repetir os passos 1 e 2 até¢ que T do ponto “central” apresente variagao

minima.

4. Visualizar os valores de 7 em um grafico 7'x DF.

Figura 1 - Anélise de Malhaem x e t.
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Fonte: O autor.



5. Escolher DF na regido de estabilidade de 7.

6. Fixar um valor de m, por exemplo m = 51. Calcular dx = L/(m+1);

7. Calcular At = AF Ax?

e n = valor inteiro de (tempo/At).



4. METODOS EXPERIMENTAIS

4.1. Sistema de Aquisicdo de Eletronicas de Dados (SAED)

Os dados de temperaturas foram obtidos com o auxilio de um Sistema de
Aquisicao de Eletronicas de Dados (SAED), elaborado pelo graduando em Ciéncia da
Computacao da UFFS Jodo Vitor Bruniera Labres, com orientacdo do professor mestre
Adriano Sanick Padilha e do Prof. Dr. Pedro Augusto Pereira Borges. O SAED ¢
composto por cinco sensores LM35 de temperatura, atuantes na faixa -10 e 150°C; uma
Placa PCB (Figura 3) que converte os sinais dos sensores em dados numéricos, dispostos
em tela de computador e armazenados em arquivos eletronicos; e uma placa de

comunicag¢do Raspberry (Figura 2).

Figura 2 - Raspberry

Fonte: O autor



Figura 3 - Placa de processamento do SAED.

Fonte: Grupo do SAED.

Figura 4 - SAED

Fonte: O autor



Figura 5 - Saida de dados real

Fonte: O autor

Foram realizados dois experimentos para o presente trabalho; a) um para
determinar a difusividade térmica da placa (madeira); b) outro para o calculo da
condutividade térmica da placa e do termo fonte. Os experimentos foram feitos no
Laboratérios da Educacdo Matematica (LEM) da UFFS no periodo de (setembro-
dezembro de 2020).

Figura 6 - Esquema Experimental para a difusividade térmica
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Fonte: O autor



Figura 7 - Esquema Experimental da condutividade e do termo fonte
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Fonte: O autor

4.2. A bancada da difusividade térmica, da condutividade térmica e do termo fonte

Os experimentos foram realizados em duas placas de madeira (MDF) retangular
diferentes de comprimento 0,093 m e de largura 0,05 m para o experimento da
difusividade térmica; e de 0,/28 m de comprimento e 0,05 m de largura para

condutividade e o termo fonte. Para obtencdo dos dados, foi preciso um protocolo de

desenvolvimento:

Figura 8- Madeira MDF

Fonte: O autor



1. Isolamento térmico: as placas de madeiras foram isoladas termicamente com
isomanta de aluminio, revestindo toda a superficie, conforme ilustram as
figuras 9 e 10. Apos a amostra ter recebido esse isolamento a mesma foi
revestida com uma espessa camada de isopor conforme a (figura 11), e por

ultimo foi revestida novamente com a isomanta térmica conforme a (Figura

12).

Figura 9 - Material do experimento da condutividade térmica e do termo fonte

Fonte: O autor

Figura 10 - Material do experimento da difusividade térmica

Fonte: O autor



Figura 11 - Isolamento da placa com isopor

Fonte: O autor

Figura 12 - Isolamento da placa com isomanta

Fonte: O autor

Marcacao dos pontos de medida: foram tomadas medidas para:

1°) Difusividade térmica em: X; = 0m; X, = 0,025 m; X5 = 0,048 m;

X, =0,07m; Xs =0,093 m.

2°) Condutividade e Termo fonte em: X; = 0 m, X, = 0,03 m, X5 = 0,08 m,
X, =0104m, Xs=0,128 m.

Instalacdo dos sensores: Os sensores foram instalados nos pontos de medida

conforme as Figuras 9 e 10.



Instalagdo da fonte de calor: uma fonte de calor (resisténcia elétrica) conforme
nas Figuras 6 e 7 pode-se observar que a fonte de calor foi fixada numa das
extremidades da placa na bancada da difusividade térmica;

E a posicdo da fonte em 0,063 < x < 0,072 para bancada da condutividade
térmica.

Acionamento do SAED e fonte e monitoramento: a fonte foi acionada por
conexao com o sistema elétrico e as medi¢cdes de temperatura e tempo pelo
teclado conectado ao SAED. Os experimentos foram monitorados com a
leitura das medigdes na tela conectado ao SAED. (Figura 5).

O SAED ¢ um sistema programado para dar um aviso quando tem uma
diferenca significativa de calor nos sensores, como o MDF (a placa) ndo ¢ um
bom condutor de calor, as vezes o sensor que esta mais perto da fonte registra
uma temperatura maior em relacdo aos outros. Quando isso acontece, o
programa para e ndo registra nenhum dado. Essa fun¢@o foi desativada no
decorrer dos experimentos.

Dados brutos: os dados de 7(x,?) foram registrados e arquivados, na forma de
matriz, na qual as colunas correspondem aos sensores e as linhas as
temperaturas relativas a tempos, a cada intervalo de 6 s.

Calibracdo e corregdo: trés sensores Sy, S,, S4 foram calibrados anteriormente
medindo a temperatura juntamente com um termémetro calibrado, no mesmo
corpo. A diferenca entre as medidas ¢ uma caracteristica de calibracao
especifica para cada sensor, a qual permite o ajuste na medida final. Cada
medida foi ajustada conforme as medidas de calibragao.

Tratamento dos dados: dentre todas as matrizes 7(x,#) de dados, foram
escolhidos apenas cinco linhas temporais para utiliza¢ao no PI:

1°) Difusividade térmicaem: t = 05, t =887 s; t = 1743 s; t = 2587 s,
t=3360s

2°) Condutividade e Termo fonte em: t = 0s, t = 647 s, t = 1192 s; t = 1908
s, t=2560s.



4.3. Calculo da poténcia da fonte

A fonte de calor utilizada no experimento ¢ uma resisténcia elétrica (Figura 13)
que submetida a uma tensdo elétrica transforma energia elétrica em energia térmica. A
poténcia elétrica, ou seja, a energia gerada na resisténcia por unidade de tempo, ¢ dada

pela Eq. (4.1).

P=V-i (4.1)
Onde P ¢ a poténcia (watt, W),
V¢ a tensdo elétrica (volt, V)

i ¢ a corrente elétrica (ampere, A).

Figura 13 - Fonte de calor

Fonte: Elaborado pelo autor

Da Lei de Ohm, tem-se

V=R-i (4.2)

onde R ¢ a resisténcia (ohms, Q).



Resolvendo a Eq. (4.2) para a corrente i e substituindo na Eq. (4.1), tem-se a poténcia em

funcdo da tensdo e da resisténcia.

V2 (4.3)

A tensdo eficaz atuante na resisténcia ¢ dada pela Eq. (4.2). (SEGUNDO e
RODRIGUES, 2015)

(4.4)

Onde V. ¢ a tensao eficaz (V)
Vp € a tensdo de pico da onda senoidal (¥), sendo 1, = V2 =220V,
a ¢ o arco de disparo (rad)
t € o tempo (s)
Resolvendo a integral da Eq. (4.4) tem-se uma expressao para a tensao eficaz em

funcdo do arco de disparo.

N 1 a+sen(2a) (4:5)
e P2 m A

A (Figura 14) ilustra a onda observada no osciloscopio na qual observa-se a

posicao do arco de disparo a, medido em segundos.



Figura 14 - Onda senoidal com arco de disparo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Para expressar o angulo de disparo em radianos, considerando o periodo wt da
onda senoidal V,(?) correspondente a 2z, tem-se:

wt=2r e t=21/wcomo otempo de um periodo completo da onda.

Sendo w = 2z f, onde /¢ a frequéncia da rede, tem-se ~ w = 27z 60 = 376,8 rad/s.

Assim, pode-se estabelecer uma propor¢do entre o arco em radianos e o tempo em

segundos.
Arco tempo de 1 periodo
2T -—---- 2n/ ®
a ------ a
ou

a=a - w=3768a(rad)

A Tabela 1 apresenta as posi¢des percentuais do giro, os valores do arco de disparo
medidos no osciloscopio e a poténcia calculada com base na Eq. (4.3), considerando a

Resisténcia constante de R = 506,7 (2.



Tabela 1 - Relagdo entre posicao do dial, arco de disparo medido e poténcia da fonte.

z a (s) Ve (V) P (W)
(posigao, %)

10 0,006935 37,768777 2,815237

20 0,005035 120,320920 28,571391

30 0,003835 167,457717 55,342583

40 0,002735 198,272617 77,584430

Fonte: o autor.

A Poténcia em fun¢ao da posi¢do do dial, foi obtida fazendo um ajuste linear de
curvas com os dados da primeira e quarta colunas da Tabela 1, resultando na Eq. (4.6) e
coeficiente de correlagdo R’ = 0,998535.

P(z) = 2,510788 z - 21,691282 (4.6)

Assim, com base na Eq. (4.6) e na defini¢do de energia (E = P - Af), a quantidade

de calor dissipada na resisténcia em fun¢do do tempo ¢ dada pela Eq. (4.7).

F(t) =P(2) - At (4.7)

Onde F ¢ o calor gerado na fonte (Joules, J).



5. CALCULO DA DIFUSIVIDADE TERMICA

O calculo da difusividade térmica foi modelado por um problema de
transferéncia de calor por conducdo 1D com condigdes de fronteira variaveis no tempo.
Considerando o termo fonte da equacao diferencial nulo, da Eq. (2.6) obtém-se a Eq. (5.1)
para determinar a difusividade térmica da placa.

ot~ "\ox?

oT (62T> (5.1)

Com condig¢do de contorno de primeira espécie as equagdes (5.2, 5.3 € 5.4)
descrevem as condigdes de contorno na placa.

T,(0,t) = T(t) (5.2)

Ts(L,t) = Ts(t) (5.3)
Com condigao inicial

T(x,0) = Ty(x) (5.4)

Para a resolucdo da difusividade térmica foi escolhido o esquema de problema
inverso (Procura em Rede), programando em SCILAB, com 50 iteragdes temporais e 120
pontos da malha espacial, comprimento da placa L= 0,093. Posi¢do de cada um dos 5
sensores na placa: vetor Xs(x) = [0 0,025 0,048 0,07 0,093], as temperaturas coletadas
foram representadas por: TE(x,t), cujo tempo maximo = 3360 s. Apos a execugdo do

programa foi obtido o valor da difusividade térmica: a, = 9,9 x 1077 m%/s.

Valores de a da Literatura
Madeiras de Lei (carvalho, bordo) = 1,77 x 10~7 m?%/s.
Madeiras moles (abeto, pinho) = 1,70 x 10~7 m?%/s.

Madeira picada ou aglomerada = 1,56 x 107 m?/s.

O valor da difusividade térmica calculada no experimento ¢ da mesma ordem

comparando com os valores da literatura de alguns outros tipos de madeiras. As



difusividades térmicas da literatura foram calculadas baseados em valores de k, p e C,
encontrados em (INCROPERA 2017, p. 629).

As madeiras sdo consideradas como bons isolantes térmicos, assim ¢ normal que
ndo tem uma grande diferenca entre os valores das difusividades térmicas calculadas e do
experimento. Mesmo com algumas margens de erros nos dados do experimento, o
resultado pode ser considerado como satisfatorio. A (Figura 15) apresenta a distribui¢ao

de temperatura nos pontos coincidentes com aqueles em que os sensores foram instalados.

Figura 15 - Distribuicdo de calor na placa: L = 0,093 m
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6. CALCULO DA CONDUTIVIDADE TERMICA

A condutividade térmica representa a quantidade de calor por unidade de
comprimento e por unidade de W/m°C de temperatura. A condutividade térmica vem da
formulacdo da Lei de Fourier para a condugao do calor.

Quanto maior a condutividade térmica do material, mais condutor ¢ o material,

quanto menor a condutividade, o material ¢ mais isolante termicamente.

Para o calculo da condutividade térmica da placa (madeira), foi resolvido o
problema de transferéncia de calor por conducao 1D com condigdes de fronteira varidveis
no tempo e com uma fonte de calor constante, com a difusividade térmica constante a, =

9,9 x 1077 m?%/s, calculada no experimento anterior.

O material utilizado foi o da mesma placa de madeira (MDF) do experimento da
difusividade, com comprimento L = 0,128 m com o seguinte posicionamento dos

sensores: Xs(x) = [0 0,04 0,09 0,114 0,138]; durante o tempo maximo de 2560 s.

As condi¢des de fronteiras foram tomadas nos sensores S; € S5 como mostrado na
Figura (7), devidamente ajustadas linearmente com polindmios de terceiro grau, em
fungdo do tempo. A condicdo inicial foi ajustada com um polindmio de primeiro grau, em
funcdo de x. O termo fonte ¢ da Eq. (2.6) foi implementado no programa nos pontos da
malha situados no intervalo [0,063; 0,072], simulando aproximadamente o didmetro da
fonte elétrica de calor.

A solucdo numérica do problema envolveu-se numa malha de 120 pontos em x e
50 pontos em t, representada na (Figura 16). Foi determinado o valor ¢ = 0,44 K/s para
o termo fonte da Eq. (2.6) através do Problema Inverso, Método de Procura em Rede.

Essa taxa de geracdo de energia (q) também pode ser representada pela Eq. (6.1).

1 (6.1)

Na (figura 16), pode-se observar que a distribui¢dao de temperatura calculada

pelo programa com o melhor valor de ¢ obtido pelo critério do Método de Procura em



Rede ndo coincide exatamente com os dados experimentais, mas descreve a tendéncia

desses dados.

Figura 16 - Comparagdo de dados da placa: L = 0,128 m de temperatura experimentais e
calculados
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Calculo do termo S (poténcia por unidade de comprimento e tempo) e da

condutividade térmica

A fonte de calor utilizada nos experimentos ¢ uma resisténcia elétrica mostrada na
Figura (13), a qual transforma a energia elétrica em energia térmica que aquece a placa
de madeira.

Da Eq. (4.6), que determina a poténcia da fonte calculada anteriormente nos
experimentos, tem-se:
P(z) =2510788z—21,691282 W.

Os dados de temperatura foram obtidos com o percentual do dial da fonte de calor
em: z = 25%. Entdo, obtém-se P(25) = 41,07842 W como poténcia da fonte de calor nas
condi¢des experimentais. Como o comprimento da fonte ¢ [ = 0,05 m e o tempo de

experimento ¢ At = 2560 s, de acordo com a equagdo (6.2), tem-se:



S =—— = 0320925 W/ms. (6.2)

Resolvendo a Eq. (6.1) para a condutividade térmica k, tem-se:

S

k=2 (6.3)
q

Substituindo os valores de S e g na Eq. (6.3) obtém-se a condutividade térmica da

placa de fibras de média densidade, objetivo desse trabalho: k = 0,729375 W/mK.

Na literatura sdo encontrados alguns valores da condutividade térmica de

diferentes madeiras:

1)

2)

Condutividades térmicas de matérias comuns

Pinus = 0,25 W/mK.

Placa de madeira compensada: 0,087 W/m°C. (Incropera, p. 429)
Balsa = 0,055 W/mK (Incropera, p. 633)

Cipreste = 0,097 W/mK (Incropera, p. 633)

Pinho amarelo = 0,15 W/mK. (Incropera, p. 633)

Madeiras de Lei = 0,16 W/mK. (Incropera, p. 633)

Madeira aglomerada = 0,17 W/mK. (Incropera, p. 629)

Condutividades térmicas de solidos metalicos (propriedades a 300 K)
Zinco =116 W/mK. (Incropera, p. 626)

Uréanio = 27,6 W/mK. (Incropera, p. 626)

Prata = 429 W/mK. (Incropera, p. 626)

Platina pura = 71,6 W/mK. (Incropera, p. 626)

Silicio = 148 W/mK. (Incropera, p. 626)

A madeira ¢ naturalmente um isolante térmico, isso significa que o calor tem

maior dificuldade para se mover dentro dela. Comparando com os valores da literatura de

diferentes madeiras, também mostram que esses tipos de madeiras sdo bons isolantes

térmicos, ao contrario dos valores dos solidos metalicos como: Zinco, o Silicio, a Prata ¢

o Uranio que sdo bons condutores térmicos.



Assim, o valor da condutividade térmica encontrado esta na mesma ordem de

grandeza das outras madeiras, o que indica a coeréncia do algoritmo proposto.



7. CONSIDERACOES FINAIS

Analisando os experimentos e os resultados obtidos, cabem as seguintes

consideragoes:

1- As dificuldades encontradas nos experimentos:

Nos dois experimentos desenvolvidos, foram encontradas muitas dificuldades
com os materiais. Para a placa de madeira utilizada nos experimentos, foi preciso
perfurd-la para instalagdo dos sensores e da fonte, por causa da vibragdo do
perfurador as vezes os buracos ficavam grandes de mais, pode levar até 1 hora
para furar a placa. O isolamento das placas requereu uma precisdo meticulosa, se
ndo for bem isolado pode haver interferéncia com o ambiente nos dados
recolhidos. Até a presenga humana perto da bancada experimental pode interferir
nos dados.

Nos testes que foram feitos, o percentual do dial da fonte de calor foi tomado em:
z = 25%, foi escolhido o 25% em fun¢do das observagdes feitas abaixo, sem
necessariamente esse ser o0 melhor valor. Se escolhe um percentual maior do que
30% para a fonte de calor, em um intervalo de 2 a 5 minutos a madeira comega a
queimar, foram queimadas 3 placas antes de chegar ao percentual estavel. E se
escolhe-se um percentual menor do que 20% demora muito tempo para os
sensores captam o calor na madeira, com um percentual um pouco pra baixo de
20%, leva muito tempo pela condugao ocorre na placa.

No decorrer dos experimentos foram quebrados 3 sensores, a compra de novos
sensores for necessaria para substitui¢ao dos antigos. Mas o processo ndo ¢ algo
simples, depois de trocar os sensores ¢ preciso calibra-los. A calibragdo dos
sensores foi implementada com o auxilio de um termdmetro de bulbo calibrado,
submetendo os sensores e os termOmetros ao mesmo ambiente, anotando as
diferengas para cada sensor e do termometro. Depois, com os dados recolhidos foi
feito um ajuste de curvas, determinando uma funcdo de forma y = a.x + b,
calculando o coeficiente de correlacdo para cada uma delas com valores
respectivas para os sensores S;, S, e S, tém-se R? = 0,995904, R> = 0,9773 ¢
R? =0,9924. Assim, inserindo as fung¢des no Excel foram ajustados todos os

valores dos sensores calibrados.



2- O modelo:

A escolha de um modelo 1D para a solug@o do problema vem com as dificuldades
encontrados nos equipamentos e dos sensores. A fonte de calor utilizada dissipa o
calor pela esquerda e direta na dire¢do X, feito assim, o calor nas dire¢des Y e Z
foram menos consequentes. Para um modelo 2D a quantidade de sensores teria
que ser maior do que 5. Com os limites, e devido aos materiais disponilizados, o
modelo 1D foi o mais adequado.

Uma vez que os dados estejam tabelados, pode-se implementar algoritmos
computacionais para selecionar aqueles uteis para o modelo, e executar o PD e o
PI com tempo menor do que um minuto. Os dois métodos numéricos tém-se

mostrado eficientes tanto em tempo como precisao.

3- Sobre a difusividade térmica e condutividade:
Ap6s a proximidade entre os valores da literatura e os valores calculados para a
difusividade térmica e da condutividade, a solu¢gdo do problema pode ser
considerada aceitavel, visto que a madeira utilizada ndo corresponde as mesmas
madeiras da literatura, o que indica, no minimo, a coeréncia do método. Por outro
lado, pode-se discutir a precisdo considerando as incertezas de medida.
Evidentemente os resultados do problema ndo sdo exatos, como ¢ proprio de
qualquer método experimental. Muitas varidveis podem alterar os resultados,
como correntes de ar no ambiente, a qualidade dos materiais utilizados e a

calibragdo dos sensores.

De modo geral, para além dos limites do problema de modelagem, a pesquisa
proporcionou uma introducdo ao estudo dos métodos experimentais da ciéncia, aos
métodos numéricos de solucdo de EDP, problemas inversos e teoria de transferéncia do
calor, contribuindo para o entendimento das rela¢cdes da matematica com os fenomenos
fisicos de interesse tecnoldgico.

Para trabalhos futuros o modelo pode ser melhorado, e tenta resolver problemas

de condugao de calor em 2D ou 3D.
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9. ANEXOS:

PROGRAMA DO CALCULO DA DIFUSIVIDADE TERMICA

//==PROBLEMA DO CALOR 1D - CONDIAfa€;Afa€¢ES DE CONTORNO DE la ESPAfa€°CIE
VARIAfAVEIS======

//==PROBLEMA DO CALOR 1D - CONDIAfa€;Afa€¢ES DE CONTORNO DE la ESPAfa€°CIE
VARIAfAVEIS======

cle;
clear;
format(16);

//===DADOS EXPERIMENTAIS
p=5; //nAfA mero de dados exerimentais em X e em t

//xs=[0.015 0.04 0.063 0.085 0.108 100];
xs=[0 0.025 0.048 0.07 0.093 100];

DE=[24.09 30.553 35.78 31.643 32.36852 //dados Wedson
23.15 31.0645 35.78 44.6599 70.51748

2377 33.798 36.26 62.4946 85.565

25.64 38.572 39.81 74.1634 89.0618

27.19 41.135 41.67 80.3293 92.90828];

//===DADOS DAS MALHAS ====

tt=3360;/1464, // segundos

m=50; // nAfAmero de iteraAfASAfAues temporais

n=120; // nAfA°mero de pontos da malha espacial,em metros
L=0.093; // 0.12 comprimento da barra, m

dx=L/(n-1);

dt=tt/m;  /Jdelta t, em segundos

x=linspace(0,L,n); // ¢ contA f{f—nm)
t=linspace(0,tt,m); //¢ cont4 fA-nuo

xe=linspace(0,L,p); //x discreto
te=linspace(0,tt,p) //t discreto

//==CondiAfASAfAues Iniciais e de fronteira variAfA veis====
T=zeros(m,n);

fori=1:p
YI(1)=DE(1,i); /Y da cond inicial
YO0(i)=DE(, ! );
YL(i)-DE(i,p);
Al(i,1)=xe(1);
Al(1,2)=1;
A0, | )=te(1)"3;
A0(i,2)=te(1)"2;;
A0(i,3)=te(i);
A0(i,4)=1;
end
xi=inv(AI'*A)*AI'*YT;
x0=inv(A0'*A0)*A0'*YO0;
xL=inv(A0'*A0)*A0'*YL;

forj=In i )
T(1,j)=xi(1)*x()+xi(2); // condiAfA§Af Ao inicial

end

fori=1:m // condiAfA§AfAues de fronteira



T(1, 1)=x0(1)*t(1)"3+x0(2)*t(1)"2+x0(3 ) *t(i)+x0(4);
T(i,n)=xL(1)*t(i)"3+xL(2)*t(i)"2+xL(3)*t(i)+xL(4);
end

nd=20; //nAfdmero de divisAfAues (chutes)

am=0.0000001;
aM=0.000009;
da=(aM-am)/nd,

forkk=1:nd //no. de tentativas a
a(kk)=am+(kk-1)*da;

//===== PROBLEMA DIRETO ========//MAfACtodo implAfA-cito
aa=a(kk);

Ap=1+2*aa*dt/dx"2;
Ae=aa*dt/dx"2;

Aw=Ag;

Apo=1; // coeficiente da Tp()

// matriz A : coeficientes das temperaturas
A=zeros(n-2,n-2);

A(l,1)=Ap;
A(1,2)=-Ae;
A(n-2,n-2)=Ap;
A(n-2,n-3)=-Aw;

for i=2:n-3
A(i,1)=Ap;
A(ii-1)=-Aw;
A(i,i+1)=-Ae;
end

//=== CAfALCULO DA TEMPERATURA EM 0 < x < L em funAfA§AfA£o do tempo = PROBLEMA DIRETO

fork=2:m  //variaAfASAfAfo do tempo
b(1)=Aw*T(k, | )+T(k-1,2);
b(n-2)=Ae*T(k,n)+T(k-1,n-1);
for i=2:n-3
b(i)=T(k-1,i+1);
end
X=inv(A)*b;
for j=2:n-1
T(k,j)=X(j-1);
end
end

//====Dados calculados para comparar com os medidos ====
k=1;
forj=I'n
xx(j)=j*dx;
if xx(j) >=xs(k)
s(k)=j; /] é a posi¢ao do sensor na matriz T
k=k+1;
end
end

S2=s(2);
S3=s(3);
S4=s(4);

il=round(m/4); //posi¢do em T no tempo
12=2%il;



i3=3%il;

TC(1,1)=T(1,82); TC(1,2)=T(1,83); TC(1,3)=T(1,84); // dados calculados
TC(2,1)=T(i1,82); TC(2,2)=T(il,83); TC(2,3)=T(i1,84);

TC(3,1)=T(i2,82); TC(3,2)=T(i2,83); TC(3,3)=T(i2,54);

TC(4,1)=T\(i3,82); TC(4,2)=T(i3,53); TC(4,3)=T\(i3,54);

TC(5,1)=T(m,S2); TC(5,2)=T(m,S3); TC(5,3)=T(m,S4);

fori=lp
DEE(i, | )=DE(,2); // dados medidos
DEE(i,?)=DE(,>);
DEE(,3)=DE(i,1);

end

//====CAfALCULO DO ERRO ===
ES=TC-DEE, /=== matriz de erros simples
S=0;
fori=lp

for j=1:p-2

S=S+ES(i,j)"2; //==AfA%ro total

end
end
ET(kk)=S; /=== vetor dos erros totais para cada alfa

end // do for kk

Menor=1.0e+090 ;
iot=1;
for ii=1:nd
fori=1:nd
if (Menor > ET(1))
Menor=ET(i);
iot=i;
else
Menor=Menor;
iot=iot;
end
end
end

iot
aot=a(iot);

printf('iot =%f \n',iot);
printf('aot =%t \n',aot);

//====GRAfAFICOS =====
fori=ln
CI()=xi(1)*x(i)+xi(2);
end
fori=l'm
CO(>1)=x0( 1) *t(1)"3+x0(2)*t(1)"2+x0(3) *t(i)+x0(4);
CL@)=xL(1)*t(i)"3+xL(2)*t(i))"2+xL(3)*t(i)+xL(4);
end

//plot(xe, YL, v'x,CL'1");
//plot(te, Y0,"r',t,CO,'r" te, YL,"b',t,CL,'b")

//==GrAfA fico T(x,1)) com aot

//===== PROBLEMA DIRETO ========//MAfACtodo implAfA-cito
aa=aot;

Ap=1+2*aa*dt/dx"2;
Ae=aa*dt/dx"2;
Aw=Age;



Apo=1; // coeficiente da Tp0

// matriz A : coeficientes das temperaturas
A=zeros(n-2,n-2);

A(l,1)=Ap;
A(1,2)=-Ae;
A(n-2,n-2)=Ap;
A(n-2,n-3)=-Aw;

for i=2:n-3
A(i,1)=Ap;
A(ii-1)=-Aw;
A(ii+1)=-Ae;
end

//=== CAfALCULO DA TEMPERATURA EM 0 < x < L em funAfA§AfA£o do tempo = PROBLEMA DIRETO

fork=2:m  //variadfASAfAto do tempo
b(1)=Aw*T(k, | )+T(k-1,2);
b(n-2)=Ae*T(k,n)+T(k-1,n-1);
for i=2:n-3
b(i)=T(k-1,i+1);
end
X=inv(A)*b;
for j=2:n-1
Tdej)=X(-1);
end
end
//====Dados para grAfdfico ====

r=round(n/4); // mA fAfjdulo emx
s=round(m/4); //mAfA’dulo em t

fori=I'm
T1G0)=T(,r); // em x=L/4
T2(1)=T(@,2*r); //em x=L/2
T3(1)=T(@,3*r); //em x=3L/4
end

/== dados experimentais

fori=lp
Tle(i)=DE(i,2);
T2e(i)=DE(i,3);
T3e(i)=DE(i,4);

end

plot(te,Tle, k',t,T1,'l< te,T2e," b',t, T2,'b',te, T3e, .1',t, T3,'1');

legend('Exp 0,025','Cal 0,025','Exp 0.048','Cal 0.048','Exp 0.093','Cal 0.093',2)
xlabel("Tempo, t (s)", "fontsize", 2);

ylabel("Temperatura, T (oC)","fontsize", 2);



PROGRAMA DO CALCULO DA CONDUTIVIDADE TERMICA

//==PROBLEMA DO CALOR ID - CALCULA O TERMO FONTE Q- CONDICOES DE FRONTEIRA DE Ia
ESPECIE VARIAVEIS======

cle;
clear;
format(16);

//===DADOS EXPERIMENTAIS
p=5; /nAfA°mero de dados exerimentais em X e em t
aa=0.00000099; /difusividade

£1=0.063;
£2=0.072;

//xs=[0.01 0.04 0.09 0.114 0.138 100]; // posicao dos sensores, (m) (O ULTIMO VALOR E FICTICIO !!!)

//xs=[0.01 0.04 0.09 0.114 0.138 14"  00];
xs=[0 0.03 0.08 0.104 0.128 100];

DE=[30.97 23.16 2891 33.92 29.36// condi¢do inicial : DADOS DO WEDSON
31.98 43.18 64.61 38.54 30.76 //t=tt/4
36.69 56.98 86.96 44.99 3386 /t=u2
42.63 64.54 109.23 51.72 39.72 //t=3u/4
47.77 64.43 119.42 5936 41.48]; /t=u

//q=0; //(0C/s) termo fonte inteiro q=S/k, onde S é a poténcia da fonte/m

//===DADOS DAS MALHAS ====

tt=2560;7/1464; // segundos

m=51; // numero de iteracoes temporais

n=121; // numero de pontos da malha espacial,em metros
L=0.128; //comprimento da barra, m

dx=L/(n-1);

dt=tt/m; /delta t, em segundos

x=linspace(0,L,n); // ¢ continuo
t=linspace(0,tt,m); /% continuo

xe=linspace(0,L,p); // x discreto
te=linspace(0,tt,p) /'t discreto

//==Condicoes Iniciais e de fronteiras variaveis=—===
T=zeros(m,n);

for i=1:p
YI(i)=DE(1,i); /Y da cond inicial
YO0(i)=DE(,1);
YL(i)=DE(i,p);
Al(i,1)=xe(i)"3;
Al(i,2)=xe(i)"2;
Al(i,3)=xe(i);
Al(i,4)=1;

A0, 1)=te(i)"3;
A0(i,2)=te(i)"23;
A0(i,3)=te(i);
A0(i,4)=1;
end
xi=inv(AI'*AD)*AI'*YI;



x0=inv(A0'*A0)*A0'*Y0;
XL=inv(A0'*A0)*A0'*YL;

for j=1:n
T(1,j)=xi(1)*x(i)"3+xi(2)*x(i)* 2-+xi(3) *x (i) +xi(4);/xi(1) *x(i)+xi(2); // condi¢do inicial
end
for i=1:m // condigées de fronteira
T, 1)=x0(1)*t(i)"3+x0(2)*t(i) " 2+x0(3) *t(i)+x0(4);
T(i,n)=xL(1)*t(i) " 3+xL(2)*t(i) " 2+xL(3) *t(i)+xL(4);
end

//====GRAFICOS DAS CONDICOES INICIAIS E DE FRONTEIRAS =====
for i=1:n
CI(i)=xi(1)*x(1)"3+xi(2)*x(i)" 2+xi(3)*x(i)+xi(4);
end
for i=1:m
CO>)=x0(1)*t(i)"3+x0(2)*t(i)"2+x0(3)*t(i)+x0(4);
CL(@1)=xL(1)*t(i)"3+xL(2)*t(i)* 2+xL(3)*t(i)+xL(4);
end

//========PROCURA EM REDE - PROBLEMA INVERSO

nd=11; /niimero de divisoes de q (chutes)

qm=0.3;
qM=0.5;
dg=(qM-qm)/nd;

for kk=1:nd //no. de tentativas q
q(kk)=qm+(kk-1)*dq;

DF=aa*dt/dx"2;

Ap=1+2*DF;

Ae=DF;

Aw=Ae;

Apo=1; // coeficiente da Tp0

// matriz A : coeficientes das temperaturas
A=zeros(n-2,n-2);

A(1,1)=Ap;
A(1,2)=-Ae;
A(n-2,n-2)=Ap;
A(n-2,n-3)=-Aw;

for i=2:n-3
A(i,)=Ap;
A(Li-1)=-Aw;
A(L,it+1)=-Ae;
end

for k=2:m //variacio do tempo
b(1)=Aw*T(k,1)+T(k-1,2);
b(n-2)=Ae*T(k,n)+T(k-1,n-1);
for i=2:n-3 // posicionamento do termo fonte na placa
fo=i*dx;
if fo >=f1
if fo <=2
qq=q(kk);
else
qq=0;
end
else



qq=0;

end
b(i)=T(k-1,i+1)+qq*dt; // cdlculo do b
end /doi
X=inv(A)*b;
for j=2:n-1
T(k)=X(-1);
end
end // =========fim do k
//====Dados calculados para comparar com os medidos ====
k=1;
for j=1:n

xx(j)=j*dx;
if xx(j) >= xs(k)
s(K)=j; //j é a posicao do sensor na matriz T
k=k+1;
end
end

S2=s(2);
S3=s(3);
S4=s(4);

il=round(m/4);
i2=2%il;
i3=3%il;

TC(1,1)=T(1,82); TC(1,2)=T(1,83); TC(1,3)=T(1,84); // dados calculados
TC(2,1)=T(i1,S2); TC(2,2)=T(i1,83); TC(2,3)=T(i1,54);

TC(3,1)=T(i2,S2); TC(3,2)=T(i2,83); TC(3,3)=T(i2,54);

TC(4,1)=T(i3,S2); TC(4,2)=T(i3,83); TC(4,3)=T(i3,54);

TC(5,1)=T(m,S2); TC(5,2)=T(m,S3); TC(5,3)=T(m,S4);

for i=1:p
DEE(,1)=DE(,2); // dados medidos
DEE(i,2)=DE(i,3);
DEE(i,3)=DE(i,4);

end

//====CAfALCULO DO ERRO ===
ES=TC-DEE; /=== matriz de erros simples
S=0;
for i=1:p

for j=1:p-2

S=S+ES(i,j)*2; /==AfA%ro total

end
end
ET(KK)=S; /=== vetor dos erros totais para cada alfa

end // do for kk

Menor=1.0e+090 ;
iot=1;
for ii=1:nd
for i=1:nd
if (Menor > ET(i))
Menor=ET(i);
iot=i;
else
Menor=Menor;
iot=iot;
end
end
end

qot=q(iot);



printf('iot =%f \n',iot);
printf('qot =(y0f\n',q0t);/ m—=====—======FIM DO Pl=——=—========—=

V
//===== PROBLEMA DIRETO ========PARA O GRAFICO FINAL

DF=aa*dt/dx"2;

Ap=1+2*DF;

Ae=DF;

Aw=Ae;

Apo=1; // coeficiente da Tp0

// matriz A : coeficientes das temperaturas
A=zeros(n-2,n-2);

A(1,1)=Ap;
A(1,2)=-Ae;
A(n-2,n-2)=Ap;
A(n-2,n-3)=-Aw;

for i=2:n-3
A(i,)=Ap;
A(Li-1)=-Aw;
A(L,it+1)=-Ae;
end

//=== CALCULO DA TEMPERATURA EM 0 <x <L em fungio do tempo = PROBLEMA DIRETO
/Y q=5;
for k=2:m //variacio do tempo

b(1)=Aw*T(k,1)+T(k-1,2);
b(n-2)=Ae*T(k,n)+T(k-1,n-1);
for i=2:n-3 // posicionamento do termo fonte na placa
fo=i*dx;
if fo >=f1
if fo <=f2
q=qot;
else
q=0;
end
else
q=0;
end
b(i)=T(k-1,i+1)+q*dt;
end
X=inv(A)*b;
for j=2:n-1
T(kj)=X(-1);
end
end
//====Dados para grAfA;fico ====
k=1;
for j=1:n
Xx(j)=j*dx;
if xx(j) >= xs(k)
s(K)=j; //j é a posicao do sensor na matriz T
k=k+1;
end
end

//82=5(2);
//83=s(3);
//S4=s(4);

for i=1:m
T1()=T(@{,S2); / em x=L/4



T2(i)=T(@{,S3); / em x=L/2
T3(1)=T(@{,S4); // em x=3L/4
end

//== dados experimentais

for i=1:p
Tle(i)=DE(,2);
T2e(i)=DE(i,3);
T3e(i)=DE(i,4);

end

TTT=T((m+1)/2,(n+1)/2); /===para andlise de malha
/printf("T=%f \n",TTT);
//====SAIDA DE DADOS

///==== CONDICOES INICIAL E DE FRONTEIRAS
//plot(xe,YL,'".r'x,CL'r");

/egend("Exp t=0",'Cal t=0")

//xlabel(" Comprimento, x (m)"', "fontsize", 2);
/ylabel(" Temperatura, T (0C)"," fontsize", 2);

//plot(te,Y0,".r',t,C0,"r',te,YL,".b'",t,CL,'b’)
/MNegend("Exp x=0",'Cal x=0'","Exp x=L','Cal x=L',2)
//xlabel(" Tempo, t (s)", "fontsize", 2);

/ylabel(" Temperatura, T (0C)"," fontsize", 2);

////====TEMPERATURA POR TEMPO
plot(te,T1e,'.k',t, T1,'k" te,T2¢,".b',t, T2,'b' ,te,T3e,".r',t,T3,'1');

legend('Exp x=0,03','Cal x=0,03",'Exp x=0,08','Cal x=0,08','Exp x=0,104','Cal x=0,104',2)
xlabel(""Tempo, t (s)", ""fontsize'", 2);

ylabel("'Temperatura, T (oC)","fontsize", 2);



TABELAS DOS DADOS

1°) TEMPERATURAS DA DIFUSIVIDADE TERMICA

Tempo em segundos

0

81
177
273
378
490
622
749
887
1035
1194
1362
1539
1743
1938
2143
2359
2587
2835
3094
3360

T sensor 1

31,643
30,9579
30,9579
28,9026
28,9026

31,643
34,3834
39,8642
44,6599
48,7926
52,9032
57,0138
60,4393
62,4946
65,9201
69,3456
71,4009
74,1634
76,2187

78,274
80,3293

Tsensor2 T sensor3

30,553
30,3825
30,3825
30,3825
30,3825
30,3825
30,553
30,894
31,0645
31,4055
31,917
32,599
33,1105
33,798
34,48
35,162
36,0145
38,572
40,112
40,9645
41,135

24,09
23,46
23,77
23,46
23,46
23,15
23,15
23,15
23,15
23,15
22,84
23,15
23,15
23,77
24,09
24,71
25,02
25,64
25,95
26,57
27,19

T sensor 3

32,36852
34,11692
39,36212
44,6186
50,21348
57,21836
63,16292
67,0094
70,51748
74,36396
76,81172
79,95884
82,71116
85,565
86,61404
88,36244
89,76116
89,0618
91,15988
91,85924
92,90828

T sensor 5

35,78
35,78
35,78
35,47
35,16
35,16
35,16
35,16
35,78
36,09

36,4
36,71
37,64
36,26
38,57
38,87
39,19
39,81
40,43
41,36
41,67



2°) TEMPERATURAS DA CONDUTIVIDADE TERMICA

Tempo em segundos
0
81
168
264
368
481
602
731
870
1015
1170
1335
1512
1699
1895
2109
2320
2560

T Sensor 1

28,9085228
27,5371294
27,5371294
33,7083997
47,4223337
57,0220875
63,1933578
67,9932347
73,4788083
77,5929885
84,4499555
91,9926192
97,4781928
103,6494631
109,1350367
113,2492169
118,0490938
119,4204872

T Sensor 2

29,3614195
29,0201225
29,190771
29,3614195
29,532068
30,0440135
30,555959
31,238553
31,7504985
32,603741
33,4569835
34,651523
36,5286565
40,9655175
39,6003295
39,429681
40,112275
41,477463

T Sensor 3

23,15944

22,5389

25,6416
29,36484
33,39835
37,74213
42,08591
45,80915
49,84266
53,25563
56,04806
58,84049
60,70211
62,56373
64,42535
65,04589
66,28697
64,42535

T Sensor 4

30,97069112
29,57075288
29,92073744
30,270722
30,62070656
30,97069112
31,67066024
32,72061392
33,7705676
34,82052128
36,22045952
37,62039776
39,020336
40,7702588
42,5201816
43,92011984
45,32005808
47,76995

T Sensor 5
33,92268
33,61241
33,61241
33,92268
35,16376
37,02538
38,26646
39,19727
40,74862
42,61024
4447186
46,02321

48,1951
49,74645
51,60807
53,46969
55,64158
59,36482



