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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo geral elaborar Objetos Virtuais de Aprendizagem (OVA)
para o ensino de geometria esférica e analisar as possibilidades e potencialidades desses OVA.
Para isso realizamos uma pesquisa de natureza qualitativa propositiva e descritiva. E também,
uma pesquisa bibliografica sobre aspectos da histéria e dos principais matematicos que con-
tribuiram para o surgimento dessa geometria. Munidos desses conhecimentos sobre os fun-
damentos da geometria esférica propomos uma sequéncia de OVA construidos no GeoGebra,
abordando modelo de representagdo dessa geometria, elementos primitivos, a versao do postu-
lado das paralelas, distancia, angulos, poligonos esféricos, cdlculo de drea de poligonos e soma
dos seus angulos internos. Além disso, considerando esses OVA como dados de pesquisa reali-
zamos uma andlise de possibilidades e potencialidades por meio de um exercicio de imaginagdo
pedagoégica em cada OVA. Como conclusdes obtemos que os OVA podem ajudar na aprendiza-
gem da geometria esférica, pois permitem uma interacao com as propriedades e defini¢des.

Palavras-chave: Geometria Esférica, Geometrias Nao Euclidianas, GeoGebra, Objetos Virtu-
ais de Aprendizagem, Imaginacao Pedagogica.



ABSTRACT

This work presents has general objective elaborate a sequence of Virtual Learning Objects
(VLO) for learning of spherical geometry and analyze the possibilities and potential these VLO.
For it, we make a qualitative, descriptive and porposeful research. Besides, we make a bibli-
ographic research about the history and mathematicians that help to discovery this geometry.
This way, we propose a sequence of VLO made in GeoGebra, that’s VLO represent this geome-
try like, primitive elements, the version of the postulate of parallels, distance, angles, spherical
polygons, area calculation polygons and the sum of their internal angles. Furthermore, we con-
sidered like research data that’s VLO for we made a analysis of possibilities and potentialities
using pedagogical imagination in each VLO and after that, it’s done in all work. How conclusi-
ons we had that VLO can help the learnig of spherical geometry, cause they allow an interaction
with the properties and definitions.

Keywords: Spherical Geometry, Non Euclidean Geometry, GeoGebra. Virtual Learning Ob-
jects, Pedagogical Imagination.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Euclidiana, sistematizada pelos gregos, em torno de 300 a.C., na obra
chamada Os Elementos (escrita por Euclides) apresentou um problema que perdurou aproxima-
damente dois mil anos, o quinto axioma ou quinto postulado de Euclides também conhecido
como postulado das paralelas: “Por um ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma tnica reta
paralela a reta m.” (BARBOSA, 2012, p. 99).

Muitos matemadticos acreditavam que esse axioma poderia ser caracterizado como uma
proposicdo devido ao tamanho do seu enunciado e pelo fato dele ter sido apresentado tardia-
mente na obra Os Elementos. Foram muitas as tentativas de demonstrd-lo, mas todas sem
sucesso. Estas tentativas culminaram com o surgimento de novas geometrias, no século XIX,

denominadas geometrias ndo euclidianas.

A geometria esférica, tema deste trabalho, € uma das geometrias ndo euclidianas. Ela é
muito ttil para descrever a geometria que pode ser aplicada no globo terrestre, se considerarmos

a Terra como uma esfera perfeita ao invés de um elipsoide’.

Por se tratar de uma geometria que usa como representacdo uma esfera, pretendemos
explorar o estudo da geometria esférica por meio de Objetos Virtuais de Aprendizagem (OVA),

elaborados no GeoGebra, para facilitar a compreensao do estudante.

O interesse pelas geometrias ndo euclidianas ocorreu quando assisti uma palestra mi-
nistrada pelo Prof. Dr. Ari Jodo Aiolf da Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) sobre

esse tema e também pela curiosidade para aprender mais sobre essas geometrias.

Observamos que, muitos cursos de licenciatura em Matemadtica ndo possuem uma
disciplina que aborda as geometrias nao euclidianas (em especifico a geometria esférica). E

esse conteido também ndo estd presente na disciplina de Matemética do Ensino Médio.

Neste sentido, elaboramos esse trabalho a fim de contribuir com um material para

trabalhar a geometria esférica, em um curso de Matemdtica. Além disso, mostramos as possi-

I'Forma da Terra, pois, ela € achatada nos polos.
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bilidades e potencialidades desse material elaborado.

Diante disto, propomos como questao de pesquisa: Quais possibilidades e potenciali-

dades podem ser exploradas em OVA de geometria esférica?

Elencamos como objetivo geral deste trabalho elaborar uma sequéncia de OVA para o

ensino da geometria esférica e analisar as possibilidades e potencialidades desses OVA.

Ainda, a fim de responder a questdo de pesquisa e atender o objetivo geral proposto

elencamos como objetivos especificos:

* Realizar um estudo bibliografico de aspectos da histéria e dos principais matemdticos
que contribuiram para o surgimento das geometrias ndo euclidianas, com destaque para a

geometria esférica, a fim de entender seu processo de criacao.

* Estudar teoria, conceitos e propriedades da geometria esférica com o objetivo de entendé-

la.

* Construir uma sequéncia de OVA sobre conceitos e propriedades da geometria esférica,

usando o software GeoGebra.

* Realizar uma andlise de possibilidades e potencialidades dos OVA elaborados por meio

de um exercicio de imagina¢do pedagdgica.

Realizamos um trabalho de pesquisa de natureza qualitativa, propositiva e descritiva
com o aporte de pesquisa bibliografica. Os dados considerados sao os OVA elaborados. Além
disso, realizamos uma andlise de possibilidades desses OVA, por meio de uma descri¢do dessas

possibilidades.

O presente trabalho € dividido em seis capitulos, sendo que no primeiro capitulo temos

a Introducao.

No segundo capitulo discorremos sobre OVA e imaginag¢do pedagdgica, além de tra-

tarmos das contribui¢des do uso de tecnologias digitais no ensino de Geometria.

No terceiro capitulo apresentamos uma abordagem historica da geometria euclidiana,
com destaque para o problema que levou ao surgimento das geometrias ndo euclidianas. Tam-

bém elencamos os principais matematicos que descobriram as geometrias ndo euclidianas.

No quarto capitulo apresentamos a metodologia do trabalho. No quinto capitulo apre-
sentamos a sequéncia com os OVA elaborados. Nesses OVA abordamos algumas das
propriedades e definicdes da geometria esférica. Também realizamos uma andlise de possibili-

dades e potencialidades que podem ser exploradas nesses OVA, destacando as possibilidades de
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interagir com estes objetos, e como consequéncia, isto facilitaria o entendimento das definicdes

e propriedades da geometria esférica.

Por fim, no sexto capitulo apresentamos as consideracdes finais.
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2  TECNOLOGIAS DA INFORMACAO E COMUNICACAO, OBJETOS VIRTUAIS
DE APRENDIZAGEM E IMAGINACAO PEDAGOGICA

Neste capitulo abordamos o uso de tecnologias digitais de comunicacdo para o ensino,
em particular para o ensino de geometria. Também discorremos sobre Objetos Virtuais de

Aprendizagem e Imaginacdo Pedagdgica na perspectiva de Skovsmose.

2.1 AS TECNOLOGIAS DA INFORMACAO E COMUNICACAO E INFORMACAO E O
ENSINO

Com o advento da internet, cada vez mais a sociedade mundial estd conectada a rede
mundial de computadores, acelerando assim o processo de informatizacio e globalizacdo. A
educagdo também estd passando por este processo de informatizacdo e, neste sentido as tec-
nologias da informac¢do e comunicacao (TIC) estdo mais presentes na sala de aula. Conforme
GUARDA (2018, p. 79) “A utilizagdo de recursos tecnolégicos no processo de ensino e apren-

dizagem reporta a sala de aula a0 momento contemporaneo de inovagdo."

Desta forma, as TIC proporcionam para os professores a possibilidades do uso de novas
tecnologias para auxiliar no ensino dos alunos, pois, segundo Feitosa (2020), quando rejeitamos
o uso das TIC para o ensino acabamos por enfraquecer o ensino, prejudicando assim as metas
desejadas. Desta forma as TIC abrem novos leques para se pensar na educa¢ao, como podemos
observar em OLIVEIRA (2020, p. 202):

As TIC trouxeram para o ensino novos modos para se pensar e fazer a Educa-
cdo. Por meio de ferramentas digitais, o ensino e a aprendizagem ganharam
espaco virtual e digital que permitem aos envolvidos no processo um ensino
que acompanhe essa nova realidade dos dias atuais.

Observamos que as TIC trouxeram um grande ndmero de softwares voltados para o
ensino, principalmente voltados para o ensino da geometria, pois estes facilitam a visualizagdo,
como podemos ver em FERRI, SCHIMIGUEL e CALEJON (2013, n.p.):
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O software didético tem a capacidade de aumentar o componente visual do
matemadtico atribuindo um papel importante na formacao de exibi¢do matema-
tica. [...] € possivel dizer que o software torna-se ator no processo de fazer
matemadtica.

Como um dos objetivos do trabalho € construir OVA escolhemos o software GeoGebra
para realizar essas construgdes. Ele foi desenvolvido e idealizado por Markus Hohenwarter. O
GeoGebra é um software livre e gratuito que permite trabalhar geometria de maneira dindmica
abordando vérios contetdos matemaéticos e com a possibilidade de se trabalhar em varios niveis

de ensino.

Para CATTAI (2007, p. 4-5):

[...] o GeoGebra é um software gratuito de matematica dinamica que retne
recursos de geometria, dlgebra e cdlculo. Por um lado, o GeoGebra possui to-
das as ferramentas tradicionais de um software de geometria dindmica: pontos,
segmentos, retas e se¢des conicas. Por outro lado, equacgdes e coordenadas po-
dem ser inseridas diretamente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didéatica de
apresentar, a0 mesmo tempo, duas representacdes diferentes de um mesmo ob-
jeto que interagem entre si: sua representagdo geométrica e sua representacio
algébrica.

Com relagdo a utilizagdo do GeoGebra nas aulas de Matematica, Medina e Leineker

(2014) enfatizam que:

Trabalhando com esta ferramenta os alunos podem fazer manipulagdes das
construcdes realizadas. Fazer conexdo entre a geometria e a dlgebra. Ao re-
alizar as manipulacdes, respeitando as estruturas das construcdes, possibilita
ao educando a andlise das propriedades envolvidas, e através da visualizacdo
desenvolvam o raciocinio geométrico. (MEDINA e LEINEKER, 2014, n.p.).

Por todas essas vantagens apresentadas escolhemos esse software e acreditamos que

ela possa ser uma ferramenta digital com muito potencial para auxiliar no ensino.

2.1.1 OBJETOS VIRTUAIS DE APRENDIZAGEM

As ferramentas digitais que auxiliam na aprendizagem podem ser definidas como Ob-
jetos Virtuais de Aprendizagem (OVA). De acordo com SPINELLI (2007, p. 7),

Um objeto virtual de aprendizagem € um recurso digital reutilizdvel que auxilie
na aprendizagem de algum conceito e, a0 mesmo tempo, estimule o desenvol-
vimento de capacidades pessoais, como, por exemplo, imaginacio e criativi-
dade. [...] dessa forma, pode compor um percurso diddtico, envolvendo um
conjunto de atividades e integrando a metodologia adotada para determinado
trabalho.
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Com relacdo as contribuigdes dos OVA para o ensino e a aprendizagem, segundo
GUARDA e PETRY (2020, p. 717):

considera-se que os OVA constituem-se como elementos auxiliares no pro-
cesso de aprendizagem de contetidos da Matemdtica, contribuindo na motiva-
¢do e interacdo dos alunos, permitindo uma visualizacdo grafica/geométrica
dos objetos estudados, necessitando, porém, uma complementacdo através de
sistematizagdes e principalmente no desenvolvimento de habilidades da repre-
sentacdo descritiva desses objetos.

Neste sentido sdo criados OVA para o ensino da geometria esférica, que usa como
modelo de representacdo geométrica uma esfera. Pontos, segmentos e retas sao representados
por pontos, arcos, geodésicas ou circunferéncias maximas, respectivamente, contidas em uma

esfera.

Os conceitos bésicos para entender a geometria esférica sdo os conceitos da geometria
plana. A fim de familiarizar o estudante com os conceitos e as propriedades basicas da geo-
metria esférica, quase todas as propriedades e definicdes possuem um OVA para auxiliar no
seu entendimento. Assim, o estudante poderd interagir com o objeto dindmico o que podera

contribuir para o entendimento dos conceitos e propriedades.

Os OVA apresentados neste trabalho foram elaborados no GeoGebra, um software de
Matemadtica, voltado para a geometria dindmica com distribuicdo livre, disponivel para down-
load nos sistemas operacionais Windows, Linux, bem como para os sistemas [OS ou Android.

Também pode ser usado on-line em qualquer navegador.

Como supracitado neste capitulo, que atualmente a sociedade estd cada vez mais co-
nectada a internet, os OVA desenvolvidos neste trabalho estio disponiveis de modo on-line por
meio do link https://www.geogebra.org/m/qesh4faz. Este link direcionara o leitor para um livro

desenvolvido no GeoGebra pelo autor contendo todos os OVA apresentados neste trabalho.

2.2 IMAGINACAO PEDAGOGICA

A partir da elaboracdo dos OVA pretende-se realizar uma analise de possibilidades
e potencialidades a serem exploradas nesses OVA, por meio de um exercicio de imaginagdo

pedagogica, conforme proposto por Skovsmose.

Skovsmose (2015) propds trabalhar com pesquisas de possibilidades em Matemética,
que “inclui ndo somente um estudo de ‘o que €’ ou ‘o que € construido’, mas também um estudo

de ‘o que ndo €’ e ‘o que poderia ser construido’ ”. (SKOVSMOSE, 2015, p. 69-70).
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Para tanto, ele sugere que se considere uma situagdo imaginada ou uma situagdo ar-
ranjada para efetuar tal pesquisa. A questdo é que uma situacdo imaginada pode estar longe
da realidade, além de incluir esperancgas, aspiragdes parciais € inconsistentes. J4 a situac@o
arranjada pode ser mais complexa, mas € um tipo de situacdo intermedidria, “[...] mas que

oferece-nos uma maneira de olhar para o que se imaginava.” (SKOVSMOSE, 2015, p. 75).

A pesquisa de possibilidades, conforme Skovsmose (2015), quando ela se refere a
escolarizagdo e a educagdo, é denominada imaginagdo pedagdgica. Segundo o autor, “tal ima-
ginagdo pode sugerir que praticas educativas alternativas sao possiveis” (SKOVSMOSE, 2015,
p. 76).

Para fazer a andlise das possibilidades, segundo Lima (2021), € necessdrio a partir dos
exercicios de imaginagdo pedagdgica, analisar as formas de leva-la a uma situacao corrente ou

real.

Para exemplificar o que € imaginagao pedagdgica, neste sentido, podemos entendé-la
como um processo alternativo de pensar na abordagem do ensino da geometria esférica usando
os OVA, imaginado uma situacdo em que o estudante interaja com os OVA e analise-os para

facilitar a compreensdo das propriedades da geometria esférica.
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3 HISTORIA DAS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Neste capitulo apresentamos aspectos historicos da geometria euclidiana baseado nos
trabalhos de Euclides, matematico grego que viveu por volta de 300 a. C.. Também apresenta-

mos 0s motivos que levaram ao surgimento das geometrias nao euclidianas e os seus criadores.
3.1 A GEOMETRIA EUCLIDIANA

Como ponto de partida, neste trabalho, consideramos a matemadtica grega desenvolvida
de 600 a 300 a.C., apesar de outras sociedades também terem contribuido para o desenvolvi-
mento da matemadtica neste periodo e até antes dele, como as sociedades egipcia, hindu, chinesa
e babilonica. Nao comentamos as contribui¢cdes destas sociedades. A sociedade grega foi a
primeira sociedade a tratar a matematica de uma forma axiomatica, “Enquanto egipcios e ba-
bilonicos perguntavam ’como ?° Os fil6sofos gregos passaram a indagar por qué ?° ” (SILVA,
2014, p. 71).

Segundo EVES (2004), o primeiro matematico grego de destaque foi Tales de Mileto,
que viveu por volta de 600 a.C., e realizou grandes contribui¢des para o estudo da geometria do

ponto de vista abstrato.

Por volta de 300 a. C., viveu o matemdtico Euclides, no entanto pouco se sabe sobre
sua vida, conforme especificado por Eves, “E desapontador, mas muito pouco se sabe sobre a
vida e personalidade de Euclides.” (EVES, 2004, p. 167).

Uma das contribui¢des de Euclides foi sistematizar e organizar todas as descobertas
matematicas em uma obra denominada Os Elementos. Essa obra era um conjunto de treze livros,
abordando temas da geometria, teoria dos nimeros e dlgebra geométrica. Muitos dos resultados
presentes nesta obra ndo foram descobertos por Euclides, porém, a sua grande contribuicao se

deve a organizacdo destes conteddos a partir de um sistema axiomaético.

Euclides baseou o desenvolvimento de sua obra em cinco conceitos primitivos (ndo

precisam de defini¢do) e cinco axiomas ou postulados (verdades assumidas), descritos em Pres-
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mic (2014, p. 2) por:

Conceitos primitivos

I. Coisas iguais a uma mesma coisa sdo também iguais.

II. Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sdo iguais.
III. Se iguais sdo subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.
IV. Coisas que coincidem umas com a outras, sao iguais.

V. O todo € maior do que qualquer uma das partes.

Axiomas

I. Pode-se tracar uma (tinica) reta ligando dois pontos.

II. Pode-se prolongar (de uma tinica maneira) uma reta finita continuamente em uma linha reta.
III. Pode-se tragcar um circulo com centro qualquer e raio qualquer.

IV. Todos os angulos retos sao iguais.

V. Quinto Postulado: Se uma reta, interceptando duas outras, forma angulos internos de um
mesmo lado cuja soma € menor que dois retos, entdo estas duas retas, se prolongadas
indefinidamente, se encontram naquele lado cuja soma dos angulos internos € menor que

dois retos.

A obra Os Elementos é uma das mais importantes obras de geometria plana e espacial,
denominada geometria euclidiana, com seu conteido sendo ensinado até hoje na Educacdo

Bésica e nos cursos de Matematica, de Ensino Superior.

Euclides formulou o quinto postulado (também conhecido como postulado das parale-
las ou axioma das paralelas de Euclides) de modo eficiente e elegante. Porém esse postulado
causou uma "crise"na matemdtica pois muitos matemdticos desconfiavam que ele ndo era um
postulado e sim uma proposi¢ao. Como ele foi apresentado tardiamente na obra Os Elementos
(seu uso aparece nas proposicoes 27 a 32), muitos resultados foram provados sem utilizd-lo e

também seu enunciado parecia muito grande em relacdo ao enunciado dos demais postulados.
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Foram muitas as tentativas de demonstrar este postulado, mas todas sem sucesso. Nes-
tas tentativas de demonstrd-lo os matemadticos se depararam com a descoberta de novos co-
nhecimentos, que acarretou no surgimento de novas geometrias, no século XIX, denominadas

geometrias ndo euclidianas, a geometria eliptica (e, € claro esférica) e a geometria hiperbdlica.

3.2 TENTATIVAS DE DEMONSTRACAO DO POSTULADO DAS PARALELAS

A fim de entender melhor o quinto postulado e a propria geometria euclidiana, por
aproximadamente dois mil anos, matematicos tentaram demonstra-lo ou substitui-lo por outro
axioma, denominado substituto, que ndo alterasse as propriedades da geometria desenvolvida
por Euclides. Na sequéncia destacamos algumas dessas tentativas de demonstragdo e alguns

desses substitutos.

Sobre os substitutos do quinto postulado uma das versdes mais conhecidas foi a elabo-
rada pelo matemético escocés John Playfair (1748-1819), que de acordo com Barbosa pode ser
enunciado: “Por um ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma tunica reta paralela a reta m.”

(BARBOSA, 2012, p. 99).

Na sequéncia apresentamos outros substitutos para o quinto postulado (EVES, 2004,
p. 539):

Alguns Substitutos do Quinto Postulado

1. Hé pelo menos um tridngulo cuja a soma dos dngulos internos € igual a um angulo raso.
2. Existe um par de tridngulos semelhantes e nao-congruentes.

3. Existe um par de retas igualmente distantes uma da outra em todos os pontos.

4. Por trés pontos ndo-colineares pode-se tracar uma circunferéncia.

S. Por qualquer ponto no interior de um dngulo menor que 60° pode-se sempre tracar uma reta

que intercepta ambos os lados do angulo.

Como consequéncia do problema do quinto postulado perdurar aproximadamente dois
mil anos, foi seu grande nimero de demonstracdes, com nenhuma obtendo exito. Segundo
EVES (2004), algumas das investigacOes cientificas que mais se aproximaram da validade ou
ndo deste postulado foram realizadas por Girolamo Saccheri (1667-1733), Johann Heinrich
Lambert (1728-1777) e Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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3.3 O SURGIMENTO DAS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

O crédito para a descoberta das geometrias ndo euclidianas se deve a trés mateméticos
que desenvolveram sua teoria de forma independente e quase ao mesmo tempo, sendo eles
o alemdo Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o hiingaro Janos Bolyai (1802-1860) e o russo
Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856).

Estes matematicos, diferentemente de Saccheri, Legendre e Lambert, desenvolveram
teorias matemadticas a partir da negacdo do quinto postulado. Negando-o e adaptando esta ne-
gacdo na versao do axioma Playfair, obtemos as seguintes possibilidades: Por um ponto fora de

uma reta pode-se tracar mais que uma reta ou nenhuma reta paralela a reta dada.

Atribui-se a Gauss, a descoberta dos primérdios das geometrias ndo euclidianas, po-
rém, ele ndo publicou seus resultados, apesar dele ser considerado um dos maiores matematicos

que j4 existiu, sendo conhecido como o Principe dos Matematicos.

Lobachevsky foi aluno, professor e reitor da Universidade de Kazan, sendo ele o pri-
meiro a publicar uma obra sobre geometrias ndo euclidianas, em 1829. Como seu trabalho
foi escrito em russo, fatores como a pouca globalizacdo que se tinha na época atrapalharam a

divulgacdo e o conhecimento de seu trabalho por outros matemadticos europeus.

Bolyai era filho de Wolfgang Bolyai, amigo de Gauss, sendo que eles estudaram juntos
o quinto postulado. Wolfgang chegou a prevenir seu filho para evitar este conteido, como

podemos ver em um trecho de uma de suas cartas.

Pelo amor de Deus, eu lhe peco, desista! Tema tanto isso quanto as paixdes
sensuais porque isso pode tomar todo o seu tempo e priva-lo de saide, paz de
espirito e felicidade na vida! (PRESMIC, 2014, p. 10).

Bolyai publicou seus resultados sobre as geometrias ndo euclidianas em um apéndice

de um livro de seu pai.

Atribui-se a Lobachevsky e Bolyai a descoberta da geometria hiperbodlica. Esta geo-
metria possui como quinto postulado: Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar mais do que
uma reta paralela a reta dada. Os demais axiomas da geometria euclidiana continuam vélidos

nessa geometria, bem como os resultados deles dependentes.

A geometria esférica, caso particular da geometria eliptica, foi desenvolvida em 1854
por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), considerado o aluno mais brilhante de
Gauss. Ele descartou a possibilidade da infinitude da reta, propriedade usada por Saccheri,

Legendre, Lambert, Gauss, Bolyai e Lobachevsky para desenvolver sua geometria. Riemann
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propds que a reta € ilimitada, com isso, foi possivel desenvolver uma geometria em que nao

existe nenhuma reta paralela a uma reta dada. Essa geometria ¢ denominada geometria eliptica.

Como consequéncia do surgimento das geometrias nao euclidianas, a obra Os Elemen-
tos precisava de uma revisao, e esta foi feita pelo mateméatico David Hilbert (1862-1943) na

obra Os Fundamentos da Geometria.
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4 METODOLOGIA

Este trabalho € de natureza qualitativa, propositiva e descritiva com o aporte de pes-
quisa bibliografica. A pesquisa bibliografica foi utilizada para fazermos um levantamento da
histéria das geometrias ndo euclidianas e da sua teoria. A partir disso foram elaborados OVA
de modo a construir uma sequéncia para o ensino da geometria esférica, tendo deste modo um
cardter propositivo. Além disso, realizamos uma andlise de possibilidades destes objetos, no
sentido de Skovsmose, por meio de um exercicio de imaginacdo pedagdgica, caracterizando

como uma pesquisa descritiva. Os dados considerados sao os OVA elaborados.

Como nao trabalhamos com a quantificagdo de dados este trabalho de pesquisa é de
natureza qualitativa, pois, segundo GODOY (1995, p. 58) "a pesquisa qualitativa ndo procura
enumerar e/ou medir os eventos estudados, nem emprega instrumental estatistico na andlise dos
dados."

Ela € propositiva pois elaboramos uma sequéncia de OVA composta pelo contetido de
geometria esférica. Propomos também esse material como uma forma de auxiliar o ensino desse

conteudo.

Sobre a pesquisa descritiva, segundo GERHARDT e SILVEIRA (2009, p. 37) ela

busca "descrever os fatos e fendmenos de determinada realidade".

Considerando os OVA elaborados como dados de pesquisa, realizamos um estudo deles
fazendo uma descri¢ao por meio de um exercicio de imaginacdo pedagdgica das possibilidades
e potencialidades mateméticas e de outras naturezas que podem ser exploradas nestes objetos e

no S€u uso.

Essa andlise foi realizada a partir das percep¢des do autor desse trabalho, sendo estas

percepcoes vistas entdo por um aluno no final da graduacdo de Matematica.

Com relacao a metodologia de pesquisa bibliografica, € uma metodologia de pesquisa
que proporciona uma nova visao sobre o assunto, segundo MARCONI e LAKATOS, uma pes-

quisa bibliogréfica
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A pesquisa bibliogréfica, ou de fontes secunddrias, abrange toda a bibliografia
jé tornada publica em relacdo ao tema de estudo, desde publicacdes avulsas,
boletins, jornais, revistas, livros, pesquisas, monografias, teses, material carto-
gréfico etc. [...] Sua finalidade é colocar o pesquisador em contato direto com
tudo o que foi escrito, dito ou filmado sobre determinado assunto. (MARCONI
e LAKATOS, 2003, p. 183).

Além disso, conforme esses autores a pesquisa bibliografica,

ndo € repeti¢do do que j4 foi dito ou escrito sobre certo assunto, mas propicia
o exame de um tema sob novo enfoque ou abordagem, chegando a conclusdes
inovadoras. (MARCONI, LAKATOS, 2003, p.183).

E feito o uso da pesquisa bibliografica para a constru¢@o da histéria de como surgiu as
geometrias ndo euclidiana e para se fazer o embasamento tedrico das propriedades da geometria

esférica.
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5 OBJETOS VIRTUAIS DE APRENDIZAGEM E ANALISE DE POSSIBILIDADES

Neste capitulo apresentamos a sequéncia dos OVA construidos. Estes OVA abordam
defini¢des e propriedades da geometria esférica. Além disso apresentamos um estudo de possi-
bilidades e potencialidades desses OVA por meio de um exercicio de imaginacio pedagdgica,
realizado pelo autor deste trabalho. Ressaltamos que esta andlise € realizada de modo individual

em cada OVA apresentado e também na secao 5.3, de modo mais geral.

As propriedades e teoremas aqui apresentados foram retirados, principalmente, de AL-
VES (2009), SANTOS e OLIVEIRA (2018), SILVA (2018) e SILVA (2015). Todos os OVA
foram construidos no software GeoGebra, disponiveis de modo on-line por meio do link

https://www.geogebra.org/m/qesh4faz.

Também comparamos, neste trabalho, algumas das propriedades da geometria esférica
com elementos do globo terrestre, pois consideramos o planeta Terra como uma esfera ao invés

de um elipsoide.

Destacamos que todos os OVA criados, possuem como centro da esfera o ponto A,
centrado na origem e igual a 1. Tais medidas ndo implicam nas propriedades que serdo apre-

sentadas, pois, nas demonstracdes ndo consideraremos estas medidas.

5.1 ELEMENTOS DA ESFERA

Iniciamos esse estudo com a definic@o, os elementos e as propriedades bésicas da es-

fera.

5.1.1 OVA 1 - DEFINICAO DA ESFERA

A fim de definir uma esfera iniciamos com o OVA 1. Podemos solicitar ao estudante
que movimente o ponto B pertencente a superficie da esfera e o ponto D ndo pertencente a
superficie esférica, e analizar o que acontece o que acontece com as distancias entre A e B e, A
e D, isto é, d(A,B) e d(A, D), respectivamente.
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Figura 1: OVA 1 - Esfera e Regido Esférica

Fonte: O autor.

A conclusdo é que movendo o ponto B, a distincia d(B,A) serd sempre a mesma, ja
movendo o ponto D, a distancia d(D,A) mudara sendo no maximo igual a d(B,A).

A partir do OVA 1, Figura 1, podemos definir esfera (ou superficie esférica) e regiao

esférica.

Definicao 5.1 (Esfera ou superficie esférica). Seja A um ponto no espago e r > 0 um niimero
real. Chama-se esfera de centro A e raio r o conjunto de todos os pontos C do espaco tais que

a distancia entre A e C é igual a v, isto é, d(A,C) =r.

Definicao 5.2 (Regido Esférica). A regido esférica de centro A e raio r é o conjunto de todos os

pontos D do espaco, tais que d(A,D) <r.
Este OVA representa o modelo de representagcao de pontos na geometria esférica. Pon-
tos na geometria esférica sao representados por letras maitsculas.

O préximo OVA € sobre elementos da esfera.

5.1.2 OVA 2 - EIXO, DIAMETRO E POLOS

Neste OVA solicitamos ao estudante que observe a diferenca entre um eixo e um dia-
metro da esfera. Ele pode tentar mover os pontos B e D obtidos da interse¢do da reta r com a

esfera de centro A e observar o que acontece.

Neste OVA temos uma reta euclidiana r que passa pelo centro da esfera e um segmento

de reta contido nesta reta com extremos na esfera. Além dos pontos B e D contidos na esfera.

A partir disso podemos definir eixo, diametro e polos de uma esfera.
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Figura 2: OVA 2 - Eixo e Didmetro de uma Esfera

Fonte: O autor.

Definiciio 5.3 (Eixo). E qualquer reta que contém o centro A de uma esfera.

Na sequéncia temos a defini¢cdo de didmetro. Notamos que o eixo e o didmetro sdo
muito similares. A diferenca estd que o eixo é uma reta euclidiana que passa pelo centro da

esfera e o diametro € um segmento que passa pelo centro da esfera, ligando dois de seus pontos.

Definicao 5.4 (Didmetro). Chamamos de diametro da esfera um segmento que une dois pontos

da esfera e que contém o seu centro.

Definicao 5.5 (Polos). Chamamos de polos os pontos de intersec¢do do eixo com a esfera.

Ainda, analisando a Figura 2 podemos observar que os polos sao os pontos B e D.

Assim, se movermos a reta r obteremos novos pontos como polos, pois sua interse¢ao
com a esfera gerard em outras coordenadas polos, que sao pontos que continuarao pertencentes

a esfera.

Como exemplo, podemos pensar no polo Norte e polo Sul da Terra. Neles temos um

marco delimitando os 24 fusos hordrios do planeta.

A préxima definicdo € sobre pontos antipodas. Nao elaboramos um OVA especifico
para ilustrar esta definicao, pois € possivel usar o OVA 2, Figura 2. Neste OVA dizemos que B

¢ antipoda de D.

Definicao 5.6 (Pontos Antipodas). Dados B e C pontos pertencentes a uma esfera. O ponto B

é dito o antipoda de C se sdo pontos extremos de um didmetro.

5.1.3 OVA 3 - ARCO E OVA - 4 MERIDIANO

Elaboramos dois OVA para exploramos os conceitos de arco e meridiano.

Inicialmente, podemos solicitar ao estudante que mova os pontos B e C, pertencentes

a superficie esférica ligados pelo arco, Figura 3, e que observe o que acontece.
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Figura 3: OVA 3 - Arco

Fonte: O autor.

Ele devera concluir que esses pontos estdo na esfera.
BC ¢ denominado arco de circunferéncia.

Podemos concluir também que se movermos um dos dois pontos extremos deste arco é
possivel diminui-lo até esses pontos coincidirem ou aumenta-lo, formando uma circunferéncia

na esfera, até os pontos serem novamente coincidentes.
Definicao 5.7 (Arco). Denomina-se por arco BC o segmento que liga dois pontos distintos B e
C da esfera.

Também definimos meridiano, a partir da exploracao do OVA 4, Figura 4.

Figura 4: OVA 4 - Meridiano

Fonte: O autor.

Definicao 5.8 (Meridiano). Um meridiano é uma semicircunferéncia mdxima cujo plano de

intersec¢do com a esfera contém o eixo que liga os polos.

Como exemplo, no globo terrestre, temos o Meridiano de Greenwich. Podemos tam-

bém entender um meridiano como um arco maior.
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5.1.4 OVAS5 - CORDA
No OVA 5, Figura 5, exploramos segmentos que ligam pontos da esfera, mas que ndo

necessariamente formam um didmetro.

Neste OVA o estudante poderd mover os pontos B e C, que pertencem a esfera, e notar
que o segmento BC aumentard de tamanho se os pontos sdo afastados e consequentemente

diminuird de tamanho se aproximarmos eles.

Figura 5: OVA 5 - Corda

Fonte: O autor.

O segmento BC é denominado corda de uma esfera. De modo geral temos:

Definicao 5.9 (Corda). O segmento que une dois pontos distintos da esfera é chamado de corda.

Um diametro € um exemplo de uma corda.

Notamos que uma corda é um segmento da geometria euclidiana e que esta contido

numa regido esférica e ndo na esfera, somente seus extremos estao na esfera.

Antes de definirmos o que € uma geodésica, apresentamos o Teorema 5.1 que nos

mostra como obter uma geodésica. O OVA 6, Figura 6, ilustra esse teorema.

Para construir esse OVA consideramos uma esfera e um plano passando pela sua ori-

gem.

Teorema 5.1. A interseccdo de uma esfera com um plano passando pelo seu centro é uma

circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio que a esfera.

Demonstragao:
Seja A a esfera de centro A e raio r e seja & o plano que passa por A. Queremos mostrar que
Anoa={Beo:d(B,A)=r}.
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Dado um B’ € (A Na), entdo B' € A e B’ € o. Entdo como B’ € A implica que

d(B',A)=reB € a,logoANo={B' € a:d(B',A) =r}, onde isto representa uma circunfe-

réncia.

Figura 6: OVA 6 - Interse¢do de um plano o e uma esfera S

Fonte: O autor.

Podemos solicitar ao estudante que manipule o OVA 6, movimentando os pontos B e
C pertencentes ao plano e a esfera, sendo o plano formado pelos pontos A,B, e C, e perceba o

que ocorre.

Como conclusdo, como o plano passa pelo centro da esfera sua intersecao com ela é

sempre uma circunferéncia maxima.

5.1.5 OVA 7 - GEODESICA
Neste OVA, Figura 7, ilustramos uma esfera e uma circunferéncia maxima nela obtida
conforme descrito no Teorema 5.1.

Podemos solicitar ao estudante que mova os pontos B ou C (pertencente a circunferén-

cia mdxima) ao longo da circunferéncia e ao redor da esfera e observe o que acontece.
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Figura 7: OVA 7 - Geodésica ou circunferéncia maxima

Fonte: O autor.

Essa circunferéncia é denominada geodésica.

No OVA7, ao movermos os pontos B e C ao redor da esfera observamos que a circun-
feréncia continua sendo maxima, ou seja, continuamos com uma geodésica. E se movermos os
pontos na geodésica, temos que estes continuam pertencentes a geodésica, mesmo movimen-

tando a geodésica.

De modo geral, uma geodésica é definida por:

Definicao 5.10 (Geodésica). Seja S uma esfera de centro A e raio . Denominamos geodésica

ou circunferéncia mdxima a circunferéncia em S de centro A e raio .

Um arco de uma geodésica € um segmento na geometria esférica.

Um arco de uma geodésica € uma curva que minimiza a distancia entre dois pontos na

esfera, ou seja, € o menor arco que liga dois pontos distintos.

5.1.6  OVA 8 - PARALELO E EQUADOR

Na sequéncia apresentamos mais algumas propriedades da esfera: equador e paralelos.

Consideramos uma esfera e um eixo. Tracamos dois planos sendo um deles perpendi-
cular a esse eixo passando pelo centro da esfera e o outro plano paralelo a esse plano, mas ndo

coincidente, conforme o OVA 8, Figura 8.
As interseccOes desses planos com a esfera sdo circunferéncias.

Podemos solicitar aos estudantes para tentarem mover essas circunferéncias e verificar

0 que acontece.
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Figura 8: OVA 8 - Equador e paralelo

Fonte: O autor.

Essas circunferéncias sdao definidas por:
Definicao 5.11 (Equador). E uma circunferéncia mdaxima cujo o plano é perpendicular ao eixo.

Definicao 5.12 (Paralelo). E uma circunferéncia cujo plano é perpendicular ao eixo. Ela é

paralela ao equador.

Nao ¢ possivel mover o equador de seu posi¢do, sendo ele ndo atenderia mais a defi-
nicdo de equador. J4 o paralelo pode ser movido, no entanto ele nao pode ser coincidente com
o equador e nem com o ponto D. E fécil perceber que quanto mais movermos o paralelo para

préximo do equador maior ele serd e quanto mais préximo do polo ele for menor ele sera.
E possivel notar nesta figura que o paralelo ¢ menor que o equador.

Como exemplos, no globo terrestre de equador temos a Linha do Equador e como
paralelos temos o Trépico de Capricérnio, o Trépico de Cancer, o Circulo Polar Artico e o

Circulo Polar Antartico.

Na préxima secdo definimos elementos da geometria esférica.

5.2 A GEOMETRIA ESFERICA

A geometria esférica € uma geometria ndo euclidiana em que sao vélidos os quatro
primeiros postulados de Euclides, da geometria euclidiana, e todos os resultados que dependem
destes e mais o quinto postulado que é dado por: por um ponto fora de uma reta, ndo se pode

tracar nenhuma reta paralela a reta dada.

Da mesma forma, segundo HILBERT (2005), temos que os 21 axiomas elaborados
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por ele para a geometria euclidiana sao validos para a geometria esférica, fazendo-se necessario

apenas alguns ajustes nestes.

Como modelo de representacdo desta geometria usamos a esfera. Nesta geometria os
pontos sdo pontos dados na esfera, os segmentos sdo arcos contidos na esfera e as retas sdo
dadas por:

Definicao 5.13 (Reta). Uma reta na geometria esférica é qualquer geodésica ou circunferéncia

mdxima.

Temos que um exemplo de reta na geometria esférica que € a linha do equador.

Destacamos algumas propriedades presentes nessa geometria:
1. Dois pontos ndo determinam necessariamente uma Unica reta;
2. As retas na esfera possuem comprimento finito;

3. Nao existem retas paralelas na geometria esférica.
Elas serdo exploradas em OVA nas préximas subsecoes.

Antes de darmos sequéncia ao estudo da geometria esférica vamos ilustrar
dois exemplos de OVA construidos por Carmen Mathias, professora da UFSM, disponivel em
https://www.geogebra.org/m/qvzrwuma, em que € possivel ver como uma geodésica ficaria no

plano cartesiano usando o globo terrestre (Terra) € um mapa.

5.2.1 OVA 9 - ARCO NO GLOBO TERRESTRE E OVA 10 - ARCO EM UM MAPA

Nestes dois OVA, solicitamos ao estudante que mova, por exemplo, um dos dois pontos
do arco do OVA 9, para qualquer parte do globo terrestre, e observe o resultado no OVA 10, que

¢ uma planificacao desse arco.

Figura 9: OVA 9 - Arco no Globo Terrestre

Fonte: https://www.geogebra.org/m/qvzrwuma. Acesso em: 18 set. 2021.
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Figura 10: OVA 10 - Arco em um mapa

Fonte: https://www.geogebra.org/m/qvzrwuma. Acesso em: 18 set. 2021.

Esses OVA ilustram muito bem as diferencas do que sdo segmentos nas geometrias

esférica e euclidiana.

Nestes OVA o estudante poderd notar que se aproximar os pontos, o arco planificado
no OVA 10 ficard semelhante 2 um segmento da geometria euclidiana.

Na sequéncia apresentamos mais defini¢cdes e resultados da geometria esférica como:

distancia entre pontos, angulos, tridngulo esférico, quadrado, poligono e cdlculo de drea.

5.2.2 VERSAO DO QUINTO POSTULADO NA GEOMETRIA ESFERICA

No OVA 11 exploramos a versao do quinto postulado na geometria esférica.

Postulado 5.1 (Quinto postulado na geometria esférica). Dada uma reta e um ponto fora dela

ndo existe nenhuma reta passando por esse ponto e paralela a reta dada.

Na verdade, nesta geometria, ndo existem retas paralelas.

Dada uma geodésica em uma esfera e um ponto fora dela podemos perguntar ao es-
tudante para ele explorar se é possivel construir uma geodésica passando por esse ponto e que

ndo intercepta a geodésica dada.

Vejamos que o OVA 11 apresenta a solug@o para essa questdo. Dada uma geodésica
nomeada por m passando por B e C e um ponto D fora dela. Considere uma das geodésicas que
passa por D (aquela que passa por D e E). Podemos solicitar ao estudante que tente mover o

ponto D para tentar deixar estas geodésicas paralelas.
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Figura 11: OVA 11 - Ponto fora de uma reta

Fonte: O autor.

O estudante concluird que no OVA 11 ao movimentar o ponto D ele ndo conseguird

deixar estas geodésicas paralelas, elas sempre terdo pontos de interseccao.
Isso € justificado pelo préximo teorema.

Teorema 5.2. Consideramos a circunferéncia mdxima m que passa por B e C. Dado um ponto
D na esfera, ndo pertencente a essa circunferéncia, entdo toda circunferéncia mdxima que

passa por D intersecta c.

Demonstragao:
Dada uma esfera com centro em A, temos que toda a reta pode ser obtida com a interseccao de

um plano ¢ passando por A.

Entdo vamos supor que exista um plano B paralelo e ndo coincidente a o, tal que a
intersec¢do de B com a superficie esférica com centro em A gere uma reta que passa por C e é

paralela a m.

Mas isto gera uma contradi¢do, pois se & passa por A, logo  ndo pode passar por A
para ser paralelo a . Logo a interseccdo de B com superficie esférica com centro em A nio

gera uma reta que passa por C.
O

Podemos observar que este teorema nos mostra que ndo existem retas paralelas na geo-
metria esférica e assim, ndo vale o postulado das paralelas da geometria euclidiana na geometria

esférica.

O OVA 11 também pode ser utilizado para mostrar a seguinte propriedade: Dois pontos

nao determinam necessariamente uma unica reta.

E possivel observar que os pontos antipodas F e G, possuem duas retas passando por

eles. Além disso, € possivel notar que pode-se passar infinitas retas nos pontos F e G.
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Corolario 5.2.1. Na esfera, duas circunferéncias mdximas sempre se intersectam em dois pon-

tos antipodas.

Demonstragao:
Dada uma esfera com centro em A e duas retas geradas pela interse¢do dos planos & e f com a

esfera. Temos que ambos os planos passam por A e o Jf .

Se analisarmos o N 3, temos que isto gera uma reta euclidiana passando por A, logos

esta reta euclidiana intersecta a esfera gerando dois pontos antipodas.

5.2.3 OVA 12 - DISTANCIA ENTRE PONTOS

O OVA 12 tem por objetivo explorar o calculo da distincia entre pontos na geometria
esférica. Neste OVA, podemos solicitar ao estudante que mova qualquer um dos pontos B, C
ou D e analise qual serd a menor distancia do ponto B ao C, sendo que m representa a reta que
passa por B e C, os pontos B, C e D pertencem a uma circunferéncia qualquer e BC é o arco

menor.

Figura 12: OVA 12 -Distancia entre pontos

Fonte: O autor.

O estudante pode concluir que quanto maior for a distancia, mais facil serd perceber

que o menor caminho para os pontos B e C serd por BC pertencente a m.

A seguir temos a defini¢do que diz que o menor caminho entre dois pontos € pelo arco

menor da geodésica.

Definicao 5.14. A distancia d(B, C) entre dois pontos B e C, pertencentes a uma esfera A, é o

comprimento do arco menor BC da circunferéncia mdxima que passa por B e C.
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Apesar de os paralelos terem uma circunferéncia menor que a geodésica, dois pontos
pertencentes ao arco desta circunferéncia ndo sao o menor caminho entre estes dois pontos da

superficie esférica, mas sim o arco da geodésica, como mostra o teorema na sequéncia.

Teorema 5.3. O menor caminho entre dois pontos em uma esfera A é um arco de uma circun-

feréncia mdxima.

Nao apresentamos a demonstracio deste teorema pois ela usa conceitos de trigonome-
tria esférica, sendo que esse conteido nao é abordado neste trabalho. Essa demonstra¢do pode
ser encontrada em (ALVES, 2009, p. 71) ou (SILVA, 2018, p. 70).

5.2.4 OVA 13 - ANGULO ESFERICO

No OVA 13, Figura 13, consideramos a intersec¢do de dois planos que passam pelo
centro da esfera. Neste OVA ilustramos o angulo de duas geodésicas, sendo obtido pelo angulo

formado pela interseccado de dois planos.

No OVA 13 o estudante poderd mover os pontos B, C ou D pertencentes as geodésicas
e aos planos, e notar que o angulo ird mudar, diminuindo se as geodésicas se aproximarem e

aumentando se afastarem.

Figura 13: OVA 13 - Angulo esférico

Fonte: O autor.

Como na geometria euclidiana, o dngulo na geometria esférica pode ser entendido
como o angulo entre dois planos concorrentes. Assim se movermos os planos e consequente-

mente as geodésica, obteremos um novo angulo.
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Definicao 5.15 (Angulo Esférico). O dngulo esférico entre duas circunferéncias mdximas (ou
de dois arcos de circunferéncias mdximas), é o dngulo formado pelos planos que contém as

circunferéncias mdximas.

Podemos também entender como angulo esférico sendo o angulo formado pelas retas
tangentes na interse¢do das geodésicas, sendo que estas retas tangentes pertencem aos planos

que geram as geodésicas.

Esta defini¢ao serd usada adiante, por enquanto nao vamos calcular medida de angulos.

Isso sera feito em outros OVA.

Na sequéncia exploramos a constru¢do e a defini¢do de alguns poligonos na esfera.
Diferente da geometria euclidiana, em que precisamos de pelo menos trés segmentos para de-
finirmos o menor poligono euclidiano (tridngulo), na geometria esférica precisamos apenas de

dois segmentos (arcos) para definirmos o menor poligono esférico (fuso).

Iniciamos com o fuso esférico, na sequéncia apresentamos triangulo esférico, poligono

qualquer e quadrado esférico.

5.2.5 OVA 14 - FUSO ESFERICO

Na Figura 14 apresentamos o OVA 14 que representa um fuso esférico. Podemos
solicitar ao estudante que mova as geodésicas que possuem como pontos de intersecao dois
pontos antipodas, afastando-as ou aproximando-as. Enquanto as geodésicas sio movimentadas

o estudante pode analisar quando a 4rea do fuso serd maior ou menor.

Neste OVA ndo destacamos os pontos que geram as geodésicas, pois o intuito é que o

estudante apenas as movimente.

Figura 14: OVA 14 - Fuso esférico

Fonte: O autor.
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Concluimos que, neste OVA 14 que quanto mais afastarmos o fuso maior serd a area e

quanto mais aproximarmos menor ela sera.

Definicao 5.16 (Fuso Esférico). Um fuso é a regido da esfera compreendida entre duas cir-
cunferéncias mdximas. Essas circunferéncias tém dois pontos (diametralmente opostos) em
comum, chamados os vértices do fuso. O dngulo do fuso é, por definicdo, o dngulo o entre os

duas circunferéncias mdximas que constituem os lados do fuso.

Lembrando a definicdo de angulo, temos que quanto maior o angulo, mais afastados
estardo os arcos da geodésica e consequentemente maior serd a drea do fuso esférico, e caso
ocorra o contrdrio, temos que quanto menor o angulo, menor serd sua drea. Se o angulo for zero

nao temos area.

Na sequéncia apresentamos um teorema para nos auxiliar no cdlculo de drea de um

fuso esférico.

Teorema 5.4. A drea de um fuso é proporcional ao seu dngulo, logo se o angulo de um fuso

mede o radianos em uma esfera de raio r, entdo sua drea serd 20012,

Demonstragao:
Antes de demonstrarmos este teorema lembramos que a férmula para o cdlculo da drea de uma
esfera de raio r é dada por 472, Podemos observar que esta férmula "pode"dividir a esfera em

quatro partes, onde cada parte possui um angulo 7 e estd sob um hemisfério.

Se juntarmos duas partes da esfera obtemos o fuso 27r>. Podemos notar entio, que
o fuso esférico é uma parte da 4rea da superficie esférica. E assim segue o resultado quando

substituimos 7 por o.
U

E fécil perceber que se obtemos um fuso esférico, assim como temos os pontos anti-

podas, teremos um "fuso antipoda"com os mesmos vértices e mesma 4drea.

5.2.6 OVA 15 - TRIANGULO ESFERICO

No OVA 15, Figura 15, exploramos o tridngulo esférico tendo como base o arco de
uma geodésica. Podemos solicitar ao estudante que mova os pontos B e C da base do tridngulo

e o ponto D pertencente a esfera e o observar o que acontece.

No OVA 15 também podemos solicitar ao estudante que explore as propriedades de

triangulo, questionando se existem tridngulos escalenos, isosceles e equildteros.
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Figura 15: OVA 15 - Tridngulo esférico

Fonte: O autor.

O estudante poderd concluir que a0 movimentar os pontos da base, ele continuard
obtendo um triangulo esférico. No entando, ao movimentar o ponto D, o estudante podera notar
que quanto mais o ponto D se aproxima da da base menor serdo os dngulos e se o ponto D

pertencer a base, logo ndo terd mais um tridngulo esférico mas sim um arco.

Da mesma forma, se o estudante afastar o ponto D da base, de modo que ele se apro-
xime da geodésica que contém a base, maior serd o tridngulo. Caso o ponto D pertenca a
geodésica, entdo nao existird mais o tridngulo, pois seus lados estardo todos contidos na geodé-

sica.

Notard também que a0 movimentar os vértices, que nesta geometria existem triangulos

escalenos, isdsceles e equildteros

Definicao 5.17. Sejam B, C e D trés pontos distintos sobre um mesmo hemisfério da esfera A,
e ndo pertencentes a mesma circunferéncia mdxima. A figura formada pelos arcos de circunfe-

réncias mdximas, que unem esses pontos dois a dois, chama-se triangulo esférico.

Temos que o tridngulo fica sobre um mesmo hemisfério, pois a geodésica divide a

esfera um duas partes iguais.

No préximo teorema apresentamos a férmula para o célculo de drea de um tridngulo

esférico.

Teorema 5.5 (Teorema de Girard). Se o, B e v sdo dngulos internos de um tridngulo esférico,
medidos em radianos, entdo ¥
o+ ﬁ + Y=7 + ﬁa

onde X ¢ a drea do tridngulo, r é o raio da esfera que o contém e o, B e y sdo menores que
180°.
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Demonstragao:
Dada uma esfera com centro em A, que contenha o tridngulo esférico BCD.

Se usarmos o ponto B e seu ponto antipoda B’, obtemos um fuso esférico e seu fuso
antipoda, onde a drea deles pode ser calculada por 2 (Zarz). Temos também que cada ponto

possui um ponto antipoda, logo, teremos um triAngulo antipoda B'C'D’.

No célculo destes dois fusos esféricos, foi calculado a drea dos dois tridngulo dentro
de cada fuso esférico.

Calculando analogamente para os outros dois pontos obtemos 2 (2+%) e 2 (2yr?). Se
somarmos estas trés equacdes ndo obteremos a drea da esfera, pois, foi calculado a drea de BCD
e B'C'D’ duas vezes a mais, para isto basta subtrair quatro vezes X, onde X € a drea do tridngulo
BCD tal que BCD ¢ congruente a B'C'D’.

2 (2ar?) +2(2Br%) +2 (2yr%) —4X

Com esta equac@o podemos obter a drea da esfera, entdo igualando a férmula da area

da esfera e efetuando os calculos:

4ar’ +4Br? +4yr® —4X =4Anr =
4 (Ocr2 -l—ﬁr2 + }/rz) =Axr? +4X —
arr+Brr+y? = +X =

X
a+fty=n+.
r
O

Do Teorema de Girard podemos reescrever a férmula para o calculo da area de trian-
gulos esféricos da seguinte forma: X = r? (ot + B +y— 7).

Na sequéncia temos o OVA 16 que apresenta um triangulo esférico e a medida apro-
ximada de seus angulos internos. A medida dos angulos nao € exata porqué na construcao do
OVA 16, a invés de usarmos retas tangentes para definirmos os angulos (propriedade comentada
apos a definicdo de angulo esférico), foram usadas retas secantes para facilitar a visualizacdo e

constru¢do do OVA, tendo assim um valor aproximado.
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Para a sua construgdo usamos uma esfera com centro A = (0,0,0), raio' r = 1, e coor-
denadas dos pontos B, C e D dadas por: B = (-0,51, —0,86, —0,006),
C=(1, —0,05, 0,04) e D= (0,09, —0,14, 0,99).

Figura 16: OVA 16 - Tridngulo esférico e seus angulos internos

B=116.89°

Fonte: O autor.

Para construirmos o OVA 16, usamos uma aproximacao, usando definicao de angulo,
definimos ele como sendo o angulo dos planos que geram a geodésica, logo serd o angulo
formado pelas retas pertencentes ao plano e tangentes a esfera. Entdao, neste OVA 16 foi con-
siderado como angulo esférico o angulo formado por duas retas secantes, ao invés de uma reta
tangente. Isto se deve pela dificuldade da construcdao de tal OVA, porém tais retas secantes

possuem uma boa aproximacao para o valor do angulo, ao invés de uma reta tangente.

Para calcularmos a drea do triangulo da Figura 16, basta usarmos a férmula do Teorema

de Girard, e substituir tais valores.

X=r(a+B+y—n) =

X = 1%(84,26 4 116,89 + 80,12 — 180) —>

X =1(281,27 — 180) =

X =101,27u.a.

ITodos 0s OVA possuem o mesmo centro e raio.
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Antes de apresentarmos os Corolarios 5.5.1 e corolério 5.5.2, que tratam da soma dos
angulos internos de um triangulo esférico podemos solicitar ao estudante para explorar esse
OVA e verificar o que acontece com a soma dos angulos internos de um tridngulo esférico. O
estudante podera verificar tais propriedades movimentando qualquer um dos pontos B, C ou D
deste OVA.

Para os Angulos dados a soma dos Angulos internos é 281,27°, sendo maior do que
180°.

Além disso, o estudante poderd mover o vértice do tridngulo que ndo pertence a base e
o aproxima-lo da base e neste caso sua medida ficard muito préxima de 180°. Se o afastarmos

da base, podemos notar que ele se aproximara de 540° e sua drea serd quase igual a meia esfera.

No entanto ele ndo pode tocar a geodésica que passa por B e C, pois assim formaria

um Angulo de 540V e seria entdo um fuso esférico ao invés de um tridngulo.

O OVA 16 também pode ser usado para investigar mais propriedades de tridngulos. Por

exemplo, serd que nesta geometria existem tridangulos retangulos, acutangulos e obtusangulos?

O estudante poderd notar que tais tridngulos podem ser encontrados, no entanto, estas
defini¢cdes ndo sdo validas para todos os tipos de tridngulos esféricos, j4 que nem todos se
encaixam nestas defini¢des. Desta forma, na geometria esférica sdo denominados apenas os

trisngulos polares, aqueles que possuem os trés angulos iguais a 90°.

O Teorema de Girard também nos permite concluir sobre a soma das medidas dos

angulos internos de um triangulo esférico.
Corolario 5.5.1. A soma dos dngulos internos de um tridngulo esférico é maior que m ou 180°.
Demonstragao:

Para demonstrar isto basta usar a igualdade X = > (¢ + B +7y—7), em que &, B e yem o +
B + 77— & apresentam a medida de dngulos internos de um tridngulo.

Observamos que para termos uma drea temos que ter X > 0. Para que isso ocorra
devemos ter & +B+y—m >0eassima+B+y>moua+f+7y> 1800

Corolario 5.5.2. A soma dos dngulos internos de um tridngulo esférico é menor que 540,

Demonstragao:

Queremos mostrar que o + 8 + 7 < 540°. Para isto basta usar a definicdo de tridngulo esférico.

Temos que um tridngulo esférico € a unido de trés arcos tal que os trés ndo pertencam
para a mesma geodésica e pela definicdo temos que os angulos sio menores que 180°. Isto

ocorre porque se algum dos angulos ¢, B ou ¥ for igual a 180° entdo teremos um fuso esférico.
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Logo, dados dois pontos pertencentes a uma mesma geodésica e se considerarmos um
terceiro ponto do triangulo, de modo que ele esteja muito perto da geodésica, teremos que
a-+f+y< 5400,

O

Vejamos que esse € um resultado que muda quando comparado com a geometria eucli-
diana em que a soma dos angulos internos de um tridingulo é igual a 180". Essa mudanca ocorre

porque esse resultado depende do quinto postulado para provar a sua validade.

No préximo OVA exploramos a generalizacdo de poligonos esféricos e na sequéncia

destacamos alguns poligonos mais familiares.

5.2.7 OVA 17 - POLIGONO ESFERICO

No OVA 17, o estudante pode movimentar qualquer um de seus pontos pertencentes a

esfera A e observar o que acontece.

Figura 17: OVA 17 - Poligono esférico

Fonte: O autor.

Se o estudante mover qualquer um de seu pontos, tal figura continuard sendo um poli-
gono esférico com n lados,desde de que estes pontos ndo pertengam a geodésica da base, pois,

sendo ele se tornaria um poligono de n — 1 lados (mesmo caso do tridngulo esférico, Figura 15).

Definicao 5.18. Um poligono esférico é uma regido limitada por um niimero finito de arcos de
circulos mdximos de tal maneira que os arcos formam uma curva fechada em A que divide A
em exatamente duas regioes. Um poligono esférico P é convexo se quaisquer dois pontos de P

podem ser ligados por um arco (de uma geodésica) que estd inteiramente contido em P.

O teorema na sequéncia apresenta a formula para calcular a area de um poligono qual-

quer.
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Teorema 5.6. Seja P um poligono de n lados em uma esfera (com cada um dos seus n lados
sendo um arco de um circulo mdximo), e sejam 0y, 6, ... 6, os dngulos interiores do poligono.
Entdo a drea do poligono é dada por X = r*[01 + 6, + ...+ 6, — (n—2)7].

Demonstragao:
Esta demonstracdo € para um poligono convexo, onde o conceito de convexo é o mesmo da

geometria plana.

Dado um poligono qualquer, temos que todo o poligono pode ser dividido em tridngu-

los, assim se calcularmos a drea destes tridngulos X7;, obteremos a drea do poligono.

X=Xn+Xr+Xr3+...+ X7, —

X=[P(+pi+y-n)+[(e+Bh+r—m)]+[(a+f+pr—1)+..+

+["2(O‘n+ﬁn+7’n_”)] =

X=r (g +Bi+y—m)+(a+B+r—m)+(a+Bs+1—a)]+. .t (0 + Bt tn— 7).

sendo que os angulos o, e B, sdo os dngulos da base e 7, possuem a mesma origem.

Somando ¢ com f3; obteremos 6, e assim suscessivamente:

o+ =6,
n+p=6
(Xn—f—ﬁl = 9,1

Se analisarmos agora os %,, temos que a soma deles serd de 360°, logo sera igual a 27.
Escrevendo a igualdade novamente com estes novos resultados e colocados os 7, em evidéncia

obtemos:

n

X =AY+ B+ ) ) =

i= =
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X=r0+64..+6,+2n—nw) =

X=r(0+6+..+6,—(n—2)7).

Com esta férmula podemos calcular a drea de qualquer poligono esférico.

A seguir temos o caso especifico do quadrildtero convexo.

5.2.8 OVA 18 - QUADRILATERO ESFERICO

Neste OVA 18, assim como no caso do tridngulo e de um poligono qualquer, pode-
mos solicitar ao estudante que movimente os pontos do quadrilatero esférico e analise o que

acontece.

Figura 18: OVA 18 - Quadrilatero esférico

Fonte: O autor.

Ele observard que movendo qualquer um de seu pontos da base, continuard tendo um

quadrilatero esférico.

No entanto, caso o estudante mova o ponto D ou E, assim como no tridngulo, se eles
se aproximarem da base a drea do quadrilatero esférico ird diminuir, e se eles se afastarem da

base a area ira aumentar.

Porém os pontos D e E ndo devem tocar a geodésica que contém a base do quadrilatero.
Caso um ponto (D ou E) esteja na geodésica que passa por B e C, a Figura 18 se tornard um

triangulo.



45

Definicao 5.19. Sejam B, C, D e E quatro pontos distintos sobre um mesmo hemisfério da
esfera A, e ndo pertencentes a mesma circunferéncia mdxima. A figura formada pelos arcos de

circunferéncias mdximas, que unem esses pontos dois a dois, chama-se quadrildtero esférico.

O préximo teorema apresenta a férmula para o cdlculo da drea de um quadrilatero

esférico.

Teorema 5.7. A formula para o cdlculo da drea de um quadrildtero esférico convexo BCDE é
dada por X = r*[a+ B + v+ 0 —2x), onde a é o dngulo formado por BC e BE, B é formado
por CB e C/’b Y é formado por DCeDE e8¢ formado por ED e EB, estes angulos sendo

menores que 180°.

Demonstragao:
Para calcular a drea de BCDE tracamos uma diagonal BD, formando assim dois triangulos

esféricos.

Esta diagonal divide os angulos & em 1 e o € o angulo Y em ¥; e 9. Pelo Teorema

de Girard, podemos calcular a area destes tridngulos obtendo:
Xy =rlog+B+n -]
X, = rz[y2+6+a2 —7'[].
Somando X; e X; obtemos a drea do quadrilatero dada por:

X=X1+X, = r2a1+r2[3—|—r2}/1—7r—|—r2}/2—1—r29+r2062—7c —

X =r(a 4+ 0)+rB+r2(n+7p)+r70—2n.

Podemos escrever @ = o) + 0 € Y= Y + 7. Substituindo estas igualdades na equa-

¢do anterior obtemos a férmula para o cdlculo da drea de um quadrildtero qualquer:

X =rra+r*B+ry+r’6—2m.

Podemos reescrever esta formula obtendo:

X=ra+B+y+6-2nm



46

O

Assim como no OVA 16, apresentamos um exemplo de quadrildtero esférico no OVA

19. Assim como no OVA 16 os angulos do OVA 19 foram aproximados por retas secantes.

Figura 19: OVA 19 - Exemplo de quadrilatero esférico

y =117 33°

8=11051°

Fonte: O autor.

Neste OVA 19 a esfera possui como centro A=(0, 0, 0), raio r = 1, e a coordenadas de
seus vértices sdo: B=(-0,04, -1, -0,01), C=( 0,97, -0,24, 0), D=( -0,34, -0,59, 0,73) e E=(
0,73, 0,08, 0,68).

Usando o resultado do Teorema 5.7 para o célculo da drea de quadrildteros esféricos

obtemos:

X=r(a+B+y+6—-n) —

X =12(112,78 4 106,43+ 117,33+ 110,51 — 180) =

X = 1(447,05—180) —>

X =267,05 u.a.

Podemos utilizar o OVA 19 para investigar sobre a soma dos angulos internos de um
quadrilatero esférico. Nesta caso, a soma dos Angulos internos é 447,05, sendo maior que
360°. Podemos mover os vértices deste quadrildtero obtendo novos angulos a fim de mostrar

que essa soma é sempre menor do que 720°.
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Esses dois resultados sdo comprovados pelo Corolario 5.7.1 e Coroldrio 5.7.2.

Corolario 5.7.1. A soma dos dngulos internos de um quadrildtero esférico é maior que 360°.

Demonstragao:
Assim como fizemos no Coroldrio 5.5.1, a drea deve assumir um valor positivo e maior que
zero, implicando que &+ B +7+ 80 > 2w ou o+ B + 7+ 6 > 360°.

U

Corolario 5.7.2. A soma dos dngulos internos de um quadrildtero esférico é menor que 7200,

Demonstragao:
Do Teorema 5.7 temos que os angulos de um quadriltero sio menores que 180°, se somarmos
os angulos com valor igual a 180°, obteremos 720°, logo a soma dos angulos internos de um

quadriltero é menor que 720°.
U

Temos que cada angulo interno do quadrildtero é menor do que 180, pois, se fossem

iguais a 180°, os pontos pertenceriam a geodésica da base.

O estudante poderd verificar tais propriedades para outros valores movimentando qual-

quer um dos pontos B, C,D e E.

Com isso finalizamos a apresentacdo da sequéncia de OVA, abordando conteddos de

geometria esférica.

5.3 ANALISE DE POSSIBILIDADES E POTENCIALIDADES DOS OVA

Para a realizacdo desse trabalho propomos como questao de pesquisa: Quais possibili-

dades e potencialidades podem ser exploradas em OVA de geometria esférica?

Algumas possibilidades e potencialidades de explorar os OVA de geometria esférica
construidos ja foram descritas individualmente quando da sua apresentacao, pois algumas delas

sdo especificas do objeto e da defini¢do ou propriedade abordados.

De modo geral podemos destacar outras dessas possibilidades e potencialidades tais
como, a visualizacdo, a possibilidade de interacdo com o objeto, 0 movimento, a possibilidade
de obter algumas conclusdes, por exemplo, quando trabalhamos com a soma dos angulos in-
ternos de poligonos, em particular, dos tridngulos o estudante poderd interagir com o OVA,

movimentando seus pontos e acabard por obter novos arcos e angulos. Desta forma ele podera
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deduzir as propriedades dos Corolarios 5.5.1 € 5.5.2, deduzindo assim que um tridngulo esférico

terd um angulo maior que 180° e menor que 540°.

Sobre os apresentados gostariamos de salientar que para estudar as geometrias nao eu-
clidianas é necessario que o estudante possua conhecimentos sobre a geometria plana e espacial,

a chamada geometria euclidiana.

A abordagem que foi proposta aqui para auxiliar em uma sequencia de atividades,
pode ou ndo fazer uso do Capitulo 3, ja que este aborda apenas a histéria do surgimento das

geometrias nao euclidianas. Tal capitulo ndo implica nas propriedades desta geometria.

Uma das possibilidades para o ensino da geometria esférica usando os OVA desen-
volvidos € seguir as defini¢des no Capitulo 5, onde sdo abordado os elementos da geometria

esférica, defini¢des e propriedades.

Outra possibilidade para o ensino da geometria esférica pode ser o de apresentar as
defini¢des e permitir que o estudante tente construir os OVA, deste modo ele poderd interagir

com as propriedades e facilitar sua compreensao.

Por fim, concluimos que as atividades elaboradas pode desenvolver no estudante uma

melhor percep¢cdo do mundo que o cerca e de fendmenos fisicos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao término deste trabalho, podemos perceber que as geometrias ndo euclidianas sao
um campo muito vasto, abrindo a possibilidade de fazer futuros trabalhos nesta drea. Pode-se
observar neste trabalho o qudo vasto sdo as geometrias nao euclidianas, pois, abordamos apenas
a geometria esférica, destacando a histéria das geometrias nao euclidianas e algumas de suas
propriedades e teoremas para elaborar os OVA. No entanto, ndo foi possivel abordar conceitos

como a trigonometria esférica ou se aprofundar nas aplicagcdes da geometria esférica.

Apesar de ser um contetido extenso, neste trabalho conseguimos abranger nossos ob-
jetivos realizando um sequéncia de OVA para a geometria esférica e analisar as possibilidades
e potencialidades de cada OVA e na obra como um todo. Podemos concluir que os OVA podem
ajudar na aprendizagem da geometria esférica, pois, permitem uma interacdo com as proprie-

dades e definicdes, facilitando a compreensao.

O entendimento da geometria esférica pode facilitar a compreensdo que possuimos
da Terra e suas propriedades geograficas, pois, como visto muitas propriedades da geometria

esférica possuem a mesma nomenclatura de conceitos geograficos.

Com a construcdo histdrica das geometrias ndo euclidianas realizada no terceiro capi-
tulo, o estudante pode também assimilar os diferentes cendrios em que surgiram a geometria

euclidiana e a geometria ndo euclidiana.

Desenvolver este trabalho foi gratificante, apesar de ndo possuir esta disciplina no
curso de matematica, tive minha curiosidade incitada sobre geometrias ndo euclidianas, fazendo-
me pesquisar sobre tal tema e a refletir sobre suas propriedades, e isso acabou auxiliando-me

para a realizacdo da andlise das possibilidades e potencialidades dos OVA.

Este trabalho também me aprimorou no uso GeoGebra, um software que pouco usava
até entdo mas que é muito util para o ensino, como € possivel observar neste trabalho quando é

feito a andlise das possibilidades e potencialidades nos OVA criados.
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