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RESUMO

Com o advento da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) em 2018, o ensino dos Numeros
Complexos foi oficialmente removido do curriculo das instituicdes de Educacdo Basica. O
documento ndo menciona as razdes para tal remocdo, mas o que se observa nos materiais
didaticos da Educacdo Bésica, até entdo vigentes, ¢ a énfase nos aspectos tedricos e um grande
vacuo no que tange a contextualizagdo e a aplicabilidade desses numeros. Buscando minimizar
este vacuo, o presente trabalho busca introduzir a histéria dos Numeros Complexos e apresentar
suas aplicacdes em diversas areas do conhecimento, configurando-se como produto de consulta
para estudantes e professores. Ademais, uma breve revisdo dos conceitos e propriedades
envolvidos foi elaborada para a compreensao das aplicagdes, de modo a evitar a necessidade de
investigacdo externa. A partir do levantamento de materiais em diversas midias, foram
exploradas aplicacdes na Geometria Plana e Fractal, na Engenharia Elétrica, na Fisica e na
Computagdo Grafica, constatando-se que os Numeros Complexos tocam crucialmente diversos
ramos da vida moderna e que seu estudo como mera curiosidade abstrata menospreza sua

relevancia.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Historia dos Numeros Complexos. Aplicagdes dos

Numeros Complexos.



ABSTRACT

With the advent of the National Common Curricular Base (BNCC) in 2018, the teaching of
Complex Numbers was officially removed from the curriculum of Basic Education institutions.
The document does not mention the reasons for such removal, but what is observed in Basic
Education didactic materials is the emphasis on theoretical aspects and a great vacuum
regarding the contextualization and applicability of these numbers. Seeking to minimize this
vacuum, the present work aims, therefore, to study the history of the Complexes and to present
their applications in several areas of knowledge, configuring itself as a consultation product for
students and teachers. In addition, a brief conceptual review was designed to understand the
applications, in order to avoid the need for external research. From the survey of materials in
various medias, services in plane and fractal geometry, electrical engineering, physics and
computer graphics were explored, realizing that Complex Numbers crucially touch various

branches of modern life and that their study as mere abstract curiosity belittles its relevance.

Keywords: Complex Numbers. History of Complex Numbers. Applications of Complex

Numbers.
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1 INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento que prevé o conjunto
progressivo de aprendizagens essenciais que alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educagdo Basica, homologado no ano de 2018.

Com o advento e a implementag¢do da BNCC, professores e pesquisadores de todo o pais
vém prestando-se a debater e analisar os conteudos escolhidos para a formulagao inicial dos
curriculos das redes escolares, bem como as competéncias e habilidades previstas no
documento. Para Young (2014), ndo ha questdo educacional mais crucial que o curriculo,
postulando a necessidade que os teoricos se debrucem sobre como desenvolver curriculos que
ampliem, ¢ nao somente reproduzam, as oportunidades de aprendizagem. Diante disso, a
auséncia de certos dominios do conhecimento matematico na BNCC, em particular para a etapa
do Ensino Médio, torna-se um grande topico de contestagdo e discussdo por parte de
pesquisadores e educadores.

Os Numeros Complexos!, objeto de estudo essencial a diferentes campos da Matematica
e demais areas do conhecimento, ¢ um destes dominios nao contemplados na BNCC. As razdes
para a auséncia deste tema ndo sdo explicitadas no documento, nem em versdes preliminares
que o discutiram. Entretanto, podem estar associadas ao fato de que o tema se propunha
essencialmente a um estudo tedrico, sem contemplar questdes voltadas as aplicagdes, como se
observa em livros didaticos. Nestes materiais, os Numeros Complexos sao introduzidos por
meio de definicdes e propriedades e praticamente ndo ha mengdes sobre sua aplicabilidade.
Ademais, os aspectos historicos sao usados como anedota, biografando matematicos famosos
como Cardano, Euler e Gauss que aparecem em destaque.

Analisando trabalhos apresentados e publicados no Encontro Nacional de Educacao
Matematica (ENEM) também se evidenciou um hiato de produgdes nacionais que retinem as
aplicabilidades dos Complexos para consulta imediata. Dos trabalhos apresentados no ENEM
entre os anos de 1987 a 2016, somente as publicagdes de Silva (2001) e Vidal et al. (2016)
trouxeram discussoes sobre o eixo aplicado ou o eixo historico dos Numeros Complexos. Silva
(2001) apresenta um breve resumo da Teoria dos Quatérnios. Um campo de estudo que vem
sendo utilizado na Computag¢do Grafica pelo fato de diminuir custos e aumentar a eficiéncia
dos algoritmos de rotagdo em trés dimensdes. Vidal et al. (2016) verifica a presenga do contexto

histérico dos Numeros Complexos em alguns livros didaticos do Ensino Médio para refletir

! Ao longo do trabalho, podera ser utilizada a expressdo Complexos para se referir a Numeros Complexos.
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sobre o quanto estas obras valorizam a Historia da Matematica enquanto ferramenta 1til na
aprendizagem. Neste ultimo, constatou-se a tendéncia predominante de abordagem dos
aspectos tedricos dos Numeros Complexos em detrimento das aplicacdes.

Diante da escassez de estudos que versam sobre a aplicabilidade dos Numeros
complexos, indagamo-nos: Como os Numeros Complexos podem ser aplicados em situagdes-
problemas em diferentes areas do conhecimento? Esta pesquisa procura, entdo, responder essa
pergunta ao investigar a aplicabilidade dos Complexos, explorando as questdes historicas que
motivaram sua criagao/descoberta e os teoremas associados a seu proveito empirico e
experimental.

Para isso, o percurso metodolégico adotado no trabalho parte de uma pesquisa
bibliografica e tem como objetivo contemplar e explicitar a aplicabilidade dos Numeros
Complexos. Encontramos na literatura materiais de diferentes areas do conhecimento que
sinalizavam tais aplicagdes e a partir destes, buscamos desenvolver alguns aspectos tedricos
com intuito de proporcionar ao leitor melhor compreensao acerca da forma como os Numeros
Complexos estavam sendo aplicados.

Quanto a estrutura do trabalho, ele foi dividido em seis capitulos. O primeiro
compreende a Introducdo. O segundo capitulo versa sobre a metodologia adotada na pesquisa.
O capitulo trés relata brevemente a rica historia dos Niimeros Complexos, de sua descoberta no
século XVI até a modernidade. A importancia deste capitulo se d4 por entendermos que todo
conhecimento cientifico deve estar vinculado a histéria do seu desenvolvimento e que se
compreenda que ele ¢ construido ao longo do tempo, pelas maos de inimeros estudiosos. O
capitulo quatro fornece defini¢des e propriedades atreladas as aplicagdes que sao discutidas no
capitulo posterior. Nao pretendemos provar ou aprofundar tais definicdes e propriedades,
apenas incorpora-los ao trabalho de modo a sinalizar a relagao teoria e pratica. O quinto
capitulo, foco deste estudo, explora as aplicagdes dos Numeros Complexos na Geometria Plana
e Fractal, na Engenharia Elétrica, na Fisica e na Computagdo Gréfica. Ja no capitulo seis estao

contempladas as consideragdes finais desta producao.
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2 PERCURSO METODOLOGICO

Esta pesquisa insere-se numa perspectiva exploratoria do tipo produto, por contemplar
e explicitar a aplicabilidade dos Numeros Complexos.

Pesquisas deste tipo tém como objetivo proporcionar maior familiaridade com o
assunto, visando o aprimoramento de ideias. Assim, seu planejamento ¢ bastante flexivel e
envolve levantamento bibliografico na maioria dos casos (GIL, 2008). Neste sentido, a pesquisa

bibliografica

[...] busca a resolugdo de um problema (hipdtese) por meio de referenciais tedricos
publicados, analisando e discutindo as varias contribui¢des cientificas. Esse tipo de
pesquisa trara subsidios para o conhecimento sobre o que foi pesquisado, como e sob
que enfoque e/ou perspectivas foi tratado o assunto apresentado na literatura
cientifica. Para tanto, ¢ de suma importancia que o pesquisador realize um
planejamento sistematico do processo de pesquisa, compreendendo desde a definigdo
tematica, passando pela construgd@o logica do trabalho até a decis@o da sua forma de
comunicac¢ao e divulga¢do (BOCCATO, 2006, p. 266).

Sendo assim, ¢ no esfor¢o de descobrir o que ja foi produzido cientificamente em uma
determinada é4rea do conhecimento que a pesquisa bibliografica assume importancia
fundamental, impulsionando o aprendizado, o amadurecimento, 0s avangos € as novas
descobertas nas diferentes areas do conhecimento.

Diante da gama de aplicabilidades dos Numeros Complexos, Gil (2008) afirma, ainda,
que a pesquisa bibliografica permite uma cobertura muito ampla de fendmenos, o que ¢
particularmente vantajoso a este trabalho uma vez que os dados disponiveis se encontram
dispersos por diferentes midias.

Esta pesquisa foi, entdo, realizada com base nas oito fases da pesquisa bibliografica
percebidas por Lakatos e Marconi (2003).

a) escolha do tema;

A partir de inclinacao pessoal e investigagdo dos trabalhos sobre Numeros Complexos
do ENEM, garantindo o carater inovador do estudo.

b) Elaboracao do plano de trabalho;

O projeto de pesquisa contemplava o cronograma com as atividades e datas a serem
desenvolvidas para alcangar o objetivo deste estudo.

¢) Identificacao

A partir da indicagdo de livros e artigos pertinentes aos Numeros Complexos,

verificando a relevancia a pesquisa a partir do titulo, sumario e resumo.



13

d) Localizagao
A localizagao das obras foi realizada na biblioteca da UFFS, Biblioteca Virtual SciELO,
Banco de Teses CAPES e ResearchGate, procurando-se pelas palavras-chave: Numeros
Complexos, Aplicagdes, Historia da Matematica, Numeros Imaginarios, Quatérnios.
e) Compilacao
Feita principalmente a partir de meios digitais para nortear o estudo das aplicagdes.
Dezoito artigos, quatro monografias, seis dissertacoes e duas teses salvas via download, cinco
livros fisicos coletados.
f) Fichamento
Os titulos foram classificados nas categorias:
e Material Histérico, contemplando a historia dos Numeros Complexos;
e Material Teorico, contemplando as propriedades matematicas dos Complexos;
e Material Aplicado, contemplando as aplicacdes diretas encontradas. Estes foram
subdivididos conforme a area do conhecimento:
o Geometria Plana;
o Geometria Fractal;
o Engenharia Elétrica;
o Fisica;

o Quatérnios.

g) Andlise e Interpretacao

Averiguacao dos resultados e valor oferecido ao tema pesquisado. Selecdo de aplicacdes
e questdes-problema.

h) Redacao

Composigao deste trabalho.
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3 UMA BREVE HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Quando pequenos, temos certeza absoluta de que as melhores historias comegcam com
Era uma vez. Quando adultos, sabemos que boas histérias advém de qualquer inicio.

Esta aqui, comeca com a descoberta de um papiro datado ao Egito Antigo (3100 a.C. —
30 a.C.) que sugeria que esta civilizagdo era muito mais matematicamente avancada do que se
pensava. A escrita apresentava um exemplo numérico de como calcular o volume V de um
tronco de piramide quadrada, sugerindo enfaticamente que os antigos egipcios conheciam a

formula
1
V= gh(a2 + ab + b?),

na qual a e b sdo as medidas das arestas dos quadrados e h ¢ a altura.

Incrivel! Um problema, porém, atormentava os matematicos da época. As medidas a e
b eram facilmente mesuraveis, mas numa piramide solida, medir h era quase impossivel.

Uma solugdo s6 veio a ser encontrada no século I por Heron da Alexandria (10 d.C. —

80 d.C.) que mostrou que

o |2 2<a—b)2

sendo ¢ a medida da altura de uma das faces triangulares da piramide quadrada.
O momento de gléria de Heron foi curto, entretanto. Usando a = 28, b = 4 e c = 15,

ele tropegou no mistério matematico que sé seria levado a sério nos proximos 1500 anos:

28 —4

2
h= 152—2( ) = /225 — 2(12)2 = V225 — 288 = V63

Este ¢ o primeiro registro conhecido de raiz quadrada de um niimero negativo (NAHIN,
1998).

Embora alguns matematicos, como Diofanto de Alexandria (nascido entre 201 e 214 ¢
falecido entre 284 e 298), tenham flertado com a ideia, com o passar dos séculos o consenso
era de que tal operacdo era simplesmente absurda. Contudo, isso mudou com o costume dos
duelos matematicos, uma pratica comum na Europa do século XVI, que alimentava o ego de
professores pretensiosos (WOO, 2015).

Os duelos funcionavam basicamente assim: caso mais de um académico se candidatasse
a ternura em universidades prestigiadas, eles competiam pela vaga. Cada candidato apresentava

aos demais problemas a serem resolvidos. A ldégica era: quem resolvesse mais problemas
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deveria ser o melhor matematico e, portanto, merecedor da posi¢ao. Esta pratica levou muitos
matematicos da €poca a esconderem suas descobertas, uma vez que deste modo poderiam
apresentar problemas de respostas conhecidas somente por si mesmos a seus competidores.

Um destes duelos iniciou-se por volta de 1510, quando um matematico italiano chamado
Scipione del Ferro (1465 — 1526), motivado por problemas geométricos, encontrou uma forma
geral de resolver equagdes do tipo x® + px = g, com p e q positivos, mas morreu sem publicar
sua descoberta. Seu pupilo, Antonio Maria Fior (século XV — século XVI) foi um dos poucos
privilegiados com o conhecimento da féormula. Armado deste conhecimento, em 1535 Fior
desafia Niccollo Fontana (1500 — 1557), matematico que vinha ganhando renome no pais.
Fontana, hoje conhecido como Tartaglia (aquele que gagueja), temendo ser desafiado com
equagoes cubicas, debrucou-se sobre o problema, encontrando ndo sé a formula de del Ferro,
como também uma solucdo para equagdes da forma x3 + px = q horas antes do inicio do
duelo (NAHIN, 1998).

Enquanto Fior ndo conseguiu resolver nenhum dos 30 problemas propostos por
Tartaglia, este resolveu todos os 30 de Fior.

Atento a este desenvolvimento, Girolamo Cardano (1501-1576), prolifico polimata que
ensinava matematica e praticava medicina em Mildo, arrancou de Tartaglia a formula, mas nao
sua demonstracao, e jurou siléncio absoluto sobre o tema (EVES, 2004).

Cardano acabou demonstrando a férmula ele mesmo e publicando a descoberta em 1545
em Ars Magna (A grande arte) recebendo o reconhecimento historico do que ficaria conhecida
como a Formula de Cardano. Assim, partindo da equacao

x3 + mx=n
da identidade
(a — b)® +3ab(a—b) = a® — b3
e considerando

3ab =m

a®—b3=n
entdo x ¢ dado por a — b. Resolvendo para a e b o sistema formado pelas duas ultimas

equagoes obtém-se a referida formula:
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e assim x fica determinado (ROQUE, 2012).

Diante destas expressdes, aparece uma dificuldade. Para a equagdo x> = 15x + 4, por

exemplo, o resultado seria x = V2 +V=121 + V2 - V=121 Segundo Boyer e Merzbach
(2012, p. 209), “Cardano sabia que ndo existe raiz quadrada de niimero negativo, e no entanto,
ele sabia que x = 4 ¢ uma raiz. Nao conseguiu entender como sua regra faria sentido em tal
situacdo”, sendo Rafael Bombelli (1526 — 1572), o primeiro a tentar dar sentido a este resultado.

O século XVII foi o palco de uma verdadeira explosdo na matematica: o estudo da
geometria pura cede espago para o estudo de outras geometrias; a aritmética se enriquece com
numerosos resultados e a sua transi¢do para a algebra ¢ facilitada pelo estudo de formulas
validas para nimeros arbitrarios e pela pesquisa de solugdes gerais, trazendo como resultado a
valorizacdo da linguagem simbdlica trabalhada por Frangois Viéte (1540 — 1603). Aqui,
destaca-se o trabalho desenvolvido por René Descartes (1596 — 1650) e John Wallis (1616 —
1703). Descartes cunhou o termo numeros imaginarios ao afirmar que raizes quadradas de
nimeros negativos representavam impossibilidades geométricas.

Um século se passaria até que a representacao dos Numeros Complexos no plano
tomasse forma, mas Wallis chegou muito perto, tropecando na ideia de que a manifestagao
geométrica dos nimeros imagindrios seria um movimento vertical em relagdo aos numeros reais
(NAHIN, 1998), o que poderia ser uma sinaliza¢do da ideia do plano de Argand-Gauss.

Mas quem fez o trabalho mais importante e decisivo sobre o assunto foi Leonhard Euler
(1707 — 1783) no século XVIII. Dentre suas inimeras contribui¢des destaca-se o uso da letra i
substituindo v—1. Ele ainda passou a estudar niimeros da forma z = a + bi em que a ¢ b sio
reais. Estes, receberam o nome de Numeros Complexos.

Utilizando a escrita dos Numeros Complexos em sua forma polar

z = p(cosO + isenf)
e a formula de Moivre,
z" = p"(cos(nB) + isen(nh))
Euler demonstra a identidade
e'™ = cosf + isenf.

Além disso, mostrou que as solugdes de z"* = w sdo Complexos da forma



17

n 0 + 2km 0 + 2km
Z, =Nr (cos <T)) + sen (T) para todo k € Z.

Com isso, os matematicos da época passaram a acreditar que toda equacdo de grau
n deveria ter n raizes complexas. Varios estudiosos tentaram provar esta conjectura e Jean le
Rond d’Alembert (1717 — 1784) publicou, em 1746, algo que considerou uma prova deste fato.
Entretanto, um jovem matematico mostrou que tal prova era insatisfatoria e ilusoria e
apresentou uma demonstragao correta. Este matematico foi Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855).
Aos 21 anos, em 1799, Gauss apresentou o que ainda hoje ¢ considerada a maior tese de
doutorado em Matematica de todos os tempos (BOYER, 2012). Nela esta a prova do Teorema
Fundamental da Algebra, cuja denominagéo foi dada pelo proprio Gauss. Esse teorema afirma
que toda equacdo polinomial de coeficientes complexos tem, pelo menos, uma raiz
complexa. Ademais, toda equacido de grau n tem exatamente n raizes, eventualmente
repetidas.

Este teorema alterou completamente o modo como eram trabalhados os polindomios ¢ as
funcdes de grau n, derivando-se dai, inimeras aplicacdes nas ciéncias, com destaque para a

Fisica, Computacdo e Engenharia.
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4 DEFINICOES E PROPRIEDADES

Para o pleno aproveitamento deste material, ficam expostos aqui, conceitos relevantes
utilizados nas aplicacdes dos Numeros Complexos estudadas e que subsidiam uma melhor

compreensdo destas.

4.1 NUMERO COMPLEXO

O conjunto dos Numeros Complexos, denotado por C, € composto por todos os niumeros
daformaz =a+ bi,coma,b € Re i? = —1. Neste conjunto estdo definidas as operagdes
de igualdade, adi¢cdo, multiplicagdo e divisao.

Pode-se dizer que o conjunto dos Complexos estende os Numeros Reais, nao sendo,

porém, um conjunto ordenado.

Figura 1 — O conjunto dos Numeros Complexos.

Fonte: Autor.

4.1.1 Forma algébrica de um nimero complexo

Todo niimero complexo z pode ser escrito na forma algébrica

z=a+ bi
em que:
Re(z) = a - Partereal de z.

Im(z) = b — Parte imaginaria de z.
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4.2 PLANO COMPLEXO

O Plano Complexo, também chamado de Plano de Argand-Gauss, ¢ uma representagao
geométrica do conjunto dos nlimeros complexos. Um niimero complexo z = a + bi também
pode ser escrito como par ordenado z = (a, b), o que facilita a sua representacdo no plano
complexo. Nele, a parte real de um Numero Complexo ¢ representada pela reta das abscissas e

a parte imaginaria pela reta das ordenadas.

Figura 2 — O plano complexo.

Im(z)
b Z
- (0]

a Re(z)
o

Fonte: Autor

Moédulo: Sejaz € C. Denota-se, a partir do Teorema de Pitdgoras, o mddulo do nimero

complexo z como:

|z|? = a® + b?

|z| = Va? + b?

Argumento: E o angulo entre o eixo Ox e o segmento 0Z, representado por 6.

A Figura 3 contém a representagdo grafica do modulo de z e do argumento 6.
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Figura 3 — Mddulo e Argumento

74

o) Q< Re(i)

Fonte: Autor

4.2.1 Forma Trigonométrica

A representacdo trigonométrica de um complexo z ¢ dada por
z = |z|(cosB + isenB),
sendo 6 o argumento de z. De fato, pode-se escrever a e b em fungdo de 6 e |z| utilizando a

trigonometria no tridngulo retangulo:

b
senf = — = b = |z|senf

|z

a
cos@ =— = a = |z|cosbO

|z|

Dai, substituindo na forma algébrica de z, chega-se:
z = |z|cosB + |z|sen(6)i

z = |z|(cos8 + isenB)
4.3 OPERACOES ELEMENTARES

Soma: Dados z;,z, € C, define-se a soma z; + z, como:
Zi+z;=(@+ b))+ (c+di)=(@a+c)+i(b+d)
Geometricamente, a soma de dois nimeros complexos ¢ representada pela diagonal do
paralelogramo construido sobre os nimeros dados. Para exemplificar, considere z; = —1 + 2i
ez, = 2 + i. Tem-se a soma:

Zl+22:1+3i.
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Graficamente, tem-se:

Figura 4 — Soma de Numeros Complexos.

Z1 +22

Fonte: Autor

Subtracao: Dados z;,z, € C, define-se a subtragdo z; — z, como:
z1—zy=(@+ bi)— (c+di) =(a—c)+i(b—d)

Geometricamente, a diferenca entre dois nimeros complexos z4, z, ¢ representada por

Z1Z,. Tomando como exemplo os mesmos nimeros z; = —1 + 2i e z, = 2 + i, tem-se que a
diferenca:
Zl - Zz S _3 + i.

A Figura 5 mostra a representacdo de z,z, = z; — Z,.

Figura 5 — Subtragdo de Numeros Complexos.

1742

Fonte: Autor
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Produto: Dados z;,z, € C, define-se a multiplicagdo z;.z, como:
z1.2, = (a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi* (i* =-1)
(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci- bd
(a + bi).(c + di) = (ac- bd) + i (ad + bc)

Geometricamente, multiplicar um ntimero complexo z por i implica em uma rotagao de
90° em torno da origem, no sentido anti-horario. Considere z = a + bi. Multiplicando z por
i, tem-se:

z.i = (a+bi).i = ai +bi*> = —=b+ai

A Figura 6 traz a representacdo de z e de z. i.

Figura 6 — Representagdo geométrica de z. i.

Z1

Fonte: Autor

Conjugado: Seja z € C. Denota-se o conjugado por Z = a — bi.

Divisao: Sejam z4,z, € C, com z, # 0. A divisdo ¢ dada por:

Zy 71 Zp
Zy; Zy 2
ﬁ=a+bi+c—di
z, c+di c—di
z;  (a+ bi).(c —di)
7 - ()
21_(ac—bd)+(ad+bc)i_ac—bd ad + bc

= + [
Zy c? +d? c2+d*  c*+d?
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5 APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os Numeros Complexos possuem diversas aplicagdes tanto na Matematica quanto em
outras areas do conhecimento. Associados a outros contetidos matematicos, promovem técnicas
alternativas de demonstracdo e resolugdo de problemas, resgatando conceitos e atribuindo a
estes, significados.

Hé areas do conhecimento em que sdo considerados essenciais € outras em que sao
importantes facilitadores de célculos. Conforme Motta (1999, p. 5), “os Numeros Complexos
desempenham um papel sumamente importante nos mais diversos ramos da Matematica e,
através destes, em muitas das aplicacdes a outras areas do conhecimento”.

Mediante revisao bibliografica, apresentam-se algumas aplicagdes dos Complexos na
Geometria Plana, Geometria Fractal, Engenharia Elétrica, Fisica e na Computacao Grafica

através dos quatérnios.

5.1 GEOMETRIA PLANA

Através do uso do plano de Argand-Gauss e da descricdo de rotagcdes em C, podemos
encontrar diversas aplicagdes dos Numeros Complexos na Geometria Plana.
As representagdes geométricas dos problemas a seguir foram esbocadas no software

GeoGebra (https://www.geogebra.org/).

Problema 1 (Adaptado de ZINGA, 2018, p. 34): Um tesouro esta escondido numa
ilha. Nessa ilha, existem apenas duas arvores: uma palmeira P ¢ um coqueiro C, conforme a
Figura 7. Partindo do ponto D em que desembarcar, conte os seus passos com muito cuidado.
Quando chegar a palmeira, vire 90 graus a direita e caminhe, sempre em linha reta, exatamente
0 mesmo numero de passos que tinha dado do ponto de desembarque até a palmeira. Enterre ai
uma estaca S;. Volte ao ponto de desembarque, caminhe na dire¢do do coqueiro, conte os seus
passos, vire 90 graus a esquerda e caminhe exatamente o0 mesmo nimero de passos que tinha
dado desde o ponto de desembarque até ao coqueiro. Enterre ai a segunda estaca S>. O tesouro

esta escondido a meio caminho entre as estacas S; e S». Quais sdo as coordenadas do tesouro?
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Figura 7 — Representacdo geométrica do Problema 1.

Sy

-3 -2 P=1 0 C 1 2 3

-1

Fonte: Autor

Solucdo: Queremos encontrar as coordenadas do tesouro. Tome o ponto de
desembarque como
D =a+ bi
O ponto onde a primeira estaca é colocada ¢ dado por S;. Observe que o segmento PS;
é obtido de PD por uma rotagio de 90° no sentido anti-horario, ou seja, PS; = i.PD. Como
PD=D—P = (a+bi)—(-1) = (1+a) + bi,
tem-se
PS, =i.PD =i[(1+a) + bi] = —b + (1 + a)i.
O ponto onde a segunda estaca é colocada é dado por S,. Observe que CS, ¢é obtido de
CD por uma rotagio de 90° no sentido horario, ou seja, CS, = —i.CD . Como
CD =D—-C=(a+bi)—1=(a—1)+ bi,
temos
CS,=—i.CD=—i.[(a—1)+bi]=b+ (1 - a)i.
Tendo os valores das coordenadas de S; e S,, podemos encontrar o ponto médio B,.

Para tal, deve-se somar S; e S, e dividir por 2, ou seja:
_5+S [+ Q+a)i]+[b+(Q—-a)i] 2

m 2 2 2

Portanto, o ponto médio P, do segmento S;S, ¢ o imaginario i e as coordenadas do

tesouro sdo dadas por (0, 1). Geometricamente, tem-se:
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Figura 8 — Solu¢@o do Problema 1.

-3 -2 p-1

Fonte: Autor

Problema 2 (ZINGA, 2018, p. 31): E dado um quadrado ABCD com centro em O.
Sejam P o ponto médio do segmento BO e Q o ponto médio de CD. Prove que o tridngulo A

APQ ¢ retangulo e isosceles.

Figura 9 — Representacao geométrica do Problema 2.

A

C Q D

Fonte: Autor

Solucio:

Tome os pontos A, B, C e D como ai, a,—a e — ai, respectivamente. De fato, de
acordo com a Figura 10, considerando o nimero complexo z = a e sabendo que a multiplicacao
de um niimero complexo z por i resulta em uma rotagdo de 90° em sentido anti-horario, entdo

tem-se: z; = a.i, z, = ai.i = —a, z3 = —a. (i) = —ai.
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Figura 10 — Identificacdo dos vértices A, B, C, D com Numeros Complexos.

Fonte: Autor

Para provar que o tridngulo APQ da Figura 9 ¢ retingulo, basta mostrar que PQ ¢é

resultado da rotacdo de PA, 90°em sentido anti-hordrio, isto é, PQ = i. PA. E tendo em conta

queP=%eQ=_a_ai,tem-se:
PO — P_(—a—ai) a —2a—ai
e=0-F= 2 2 2
PA=A_P= gi a 2ai—a
B S MTT T
Logo,
_m__(2ai—a>_2ai2—ai_—2a—ai__
i.PA=1. 5 5 = 5 =

Como PQ = i.PA, entio os lados PA e PQ do triAngulo APQ possuem a mesma medida

e portanto, AAPQ ¢ isosceles.

Problema 3 (NEVES, 2014, p. 45): Quadrados foram construidos sobre os lados de um
paralelogramo ABCD. Mostre que os centros desses quatro quadrados sdao vértices de outro

quadrado.
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Figura 11 — Representacdo geométrica do Problema 3.

-

Fonte: Autor

Solugao: Vamos tomar os pontos A e B como os complexos z € w, respectivamente.
Considerando o ponto de encontro das diagonais do paralelogramo ABCD como a origem do
plano complexo, os pontos C e D sdo —z € —w, respectivamente.

Sejam E, F, G, H lugares geométricos dos complexos e, f, g, h.

Inicialmente vamos fazer os calculos considerando o quadrado de centro E e
posteriormente, estendé-los analogamente para os quadrados de centro F, G ¢ H.

No quadrado de centro E, o tridngulo EAB ¢ is6sceles e retdngulo, pois de acordo com
as propriedades do quadrado, as diagonais sdo ortogonais e bissetrizes dos angulos internos.
Assim, distdncia d(E,A) =d(E,B) ¢ EA L EB. Como o tridngulo EAB ¢ isosceles,

observando a Figura 12 temos que z —e = w — e.



Figura 12 — Quadrado de centro E.

Fonte: Autor
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Para rotacionar o vetor w — e, 90°em sentido anti-horario, é preciso multiplica-lo por

i. Assim, tem-se que:
z—e=Ww-—e)i
z=e+ (w-—e)i
z=e+wi—ei
z—wi=e(1-1)

_Z—Wi_(Z—Wi).(1+i)_z+zi—wi+w_(Z+W)+(Z—W)i

T T a—D.a+) | 1-i2 2
De modo anélogo, chega-se a:

wtzi  (w+zi)(1+0) W-2)+@zZ+w)

=17 a-na+p - 2
—z+wi (—z+wi).(A+i) (—w—-—2)+Ww-—2)i
=10 TTa-o.a+on 2
hz—W—Ziz(—W—Zi).(l-l—i)=(—W+Z)+(—W—Z)i
1—1i 1-0D.1+0 2

Para demonstrar que EFGH ¢ um quadrado, basta verificar que a medida dos quatro

lados sdo iguais e que um dos angulos ¢ reto.

A(ER) = |f — ¢ = [ ZAECHEWE_ WG

= |—z + wi|
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=(=2)2+ (W)2 =z + w2

d(FG) = |g — f| = (—W—Z);(W—Z)i_ (W—Z)-;(Z+W)i w2
=J(-w)2 + (-2)% = V2% + w?

d(GH)=|h—g|=‘(_W-I_Z)-;(_W_Z)i—(_W_Z);_(W_Z)i i
=J(@? + (-w)? = {z? + w?

GCHE) = |e— hl = <z+w);(z—w)i_(—w+z);(—w—z)i ~wi

= JW)? + (2)% = Vz2 + w?
Como os quatro lados sdo iguais, resta demonstrar que um dos dngulos ¢ reto. Para isso,
basta mostrar que EH = EF. 1.
De fato,
EF.i=(f—e)i=(—z+wi).i=—-w—-zi=h—e=EH
Portanto EFGH ¢ um quadrado.

5.2 FRACTAIS

Os fractais sdo normalmente conhecidos por serem geradores de figuras, mas além de
produzir belas imagens, a geometria fractal ¢ importante no estudo de sistemas dinamicos ou
sistemas em movimento, que sdo imprevisiveis sob certas condi¢cdes. Esse conhecimento ¢
usado na previsao do clima, no estudo do movimento das estrelas e galdxias do sistema solar
(MELLO; BARROSO, 2005), na andlise de pulsos elétricos no cérebro e de batimentos
cardiacos. “Nesta geometria sdo encontradas formas de descrever os varios fenomenos na
natureza, onde nao podem ser utilizadas as geometrias tradicionais” (LOPES; CABRAL;
ALVES, 2011, p. 5).

Ainda segundo Lopes, Cabral e Alves (2011, p. 6), “os fractais permitem modelar
qualquer coisa da natureza na tela de um computador gragas aos Numeros Complexos, pois a
producdo de cada imagem se resume a uma férmula iterativa no plano complexo”. Com isso,
constata-se que alguns fractais importantes podem ser obtidos pela iteragdo de funcdes
envolvendo varidveis complexas, entre os quais estdo o conjunto do matematico polonés Benoit

Mandelbrot e os fractais de Julia.
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Julia e Mandelbrot estudaram o que acontece com a imagem de fun¢des quadraticas do
tipo f(z) = z% + ¢ ou z,,; = z2 + ¢ para um z complexo inicial e ¢ complexo constante (um
numero complexo fixo). No Plano Complexo, quando se aplica iteradamente na fungdo as
imagens obtidas com o valor de x inicial, chegando ao estudo de érbitas e pontos fixos atratores
e repulsores. Uma orbita que escapa € assim chamada quando a funcao tende para o infinito.
As sementes ou os valores de z, da iteragdo das orbitas que ndo escapam, formam o conjunto
completo de Julia, que ¢ uma cole¢cdo de todas as sementes, na qual as orbitas da iteracao
quadratica z— z2 + ¢ ndo tendem para o infinito.

As sementes sio os numeros complexos z, em z,,.; = z2 + c e as érbitas sdo os
valores da parte real e parte imagindria de ¢, os quais ndo podem tender ao infinito durante as
iteragdes. Cada constante ¢, na iteragdo da fun¢do quadratica z— z% + ¢, tem seu proprio
conjunto de Julia (DEVANEY, 1999).

Vamos exemplificar a construgdo de um conjunto de Julia para a semente z, = 0 + 0,5
ec = —1,25 + 0i, com 15 iteragdes. A Tabela 1 mostra as 15 primeiras iteragcdes da construg¢ao

do conjunto de Julia.

Tabela 1 — Iteragdes para a construcdo de um conjunto de Julia.

z, = a+ bi c Zy1 = Zi+cC
n Z, a bi A bi a bi
0 Zy 0 0,5 -1,25 0 -1,5 0
1 z 1,5 0 1,25 0 1 0
2 Zy 1 0 -1,25 0 -0,25 0
3 Z3 -0,25 0 -1,25 0 -1.1875 0
4 Zy -1.1875 0 -1,25 0 0.1602 0
5 Zs 0.1602 0 -1,25 0 -1.2243 0
6 Zg -1.2243 0 -1,25 0 0.249 0
7 Z7 0.249 0 -1,25 0 -1.188 0
8 Zg -1.188 0 -1,25 0 0.1613 0
9 Zg 0.1613 0 -1,25 0 -1.224 0
10 Z10 -1.224 0 -1,25 0 0.2481 0
11|z, | 02481 0 1,25 0 _1.1884 0
12 | z, |-1.1884 0 1,25 0 0.1624 0
13 Z13 0.1624 0 -1,25 0 -1.2236 0
14 Z14 -1.2236 0 -1,25 0 0.2473 0
15 Z15 0.2473 0 -1,25 0 -1.1888 0

Fonte: Autor

Os valores de a e b ndo tendem ao infinito e portanto, a semente z, = 0 + 0,5 pertence
a um conjunto de Julia. Caso os valores de a e b tendessem a infinito, entdo a semente nao

pertenceria ao referido conjunto.
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Usando o software Fraqtive (https://fraqtive.mimec.org/) para gerar fractais, chegamos
a representagdo geométrica do conjunto de Julia para ¢ = —1,25 4+ 0i. Neste programa, a

construcao independe do valor de z,.

Figura 13 — Conjunto de Julia, ¢ =-1,25+0i.

| Properties 2x

!\ parameters

Fractal Type

| 2ulia (Normal), N=2.00 [
Julia Parameters
% |-L25 | v[o |
View Pasiton
x:[o | v[o |
Zoam Factor
oo 2]
Rutation Angle
[0,0deg =l
Default Pasition
Restore

Fonte: Autor

De forma analoga geramos outros conjuntos de Julia:

Figura 14 — Alguns conjuntos de Julia.

c=034+05i c=015-0,61i

Fonte: Autor

O conjunto de Mandelbrot é gerado pela iteracdo da fungio quadratica f(z) = z2 + c,
sempre iniciando a iteracdo com z inicial igual a zero, na busca de constantes complexas c, para
0s quais a orbita ndo escapa para o infinito. Esse conjunto de pontos ¢ no plano de Argand-

Gauss define o conjunto de Mandelbrot (DEVANEY, 1999).
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Dentro do conjunto de Mandelbrot estdo todos os valores da constante complexa ¢ da
funcio quadrética z2 + ¢ que formam os conjuntos de Julia possiveis, conforme mostra a Figura

15.

Figura 15 — Conjunto de Mandelbrot contém os conjuntos de Julia.

Fonte: Autor

A figura acima mostra os trés conjuntos de Julia gerados na Figura 14 e que pertencem

ao conjunto de Mandelbrot.

5.3 ENGENHARIA ELETRICA

Para a compreensdo desta secdo, ¢ importante que descrevamos brevemente alguns
conceitos associados a engenharia elétrica.

Corrente elétrica (f), diz respeito ao movimento de elétrons que acontece no interior
de diferentes materiais. A corrente elétrica, denotada por I, mede o nimero de elétrons que
atravessam um corpo condutor durante um determinado intervalo de tempo. Essa carga ¢

medida em ampere (A) através da formula
. %4
- Z

em que V ¢ a tensdo elétrica e Z ¢ a impedancia.
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A corrente ¢ dita ser continua quando possui sentido e intensidade constantes, como em
uma pilha, e alternada quando o sentido e a intensidade variam, como acontece nas usinas.
Nos circuitos de corrente alternada se encontram considerdveis aplicagdes dos Numeros
Complexos.

Tensao elétrica (V), ¢ a diferenca de potencial elétrico (DDP), entre dois pontos, capaz
de gerar uma forca que movimenta os elétrons entre esses dois pontos distintos no espago, ou
seja, ¢ a quantidade de energia necessaria para movimentar os elétrons, gerando uma corrente
elétrica. Em uma pilha, por exemplo, existe uma DDP entre o polo negativo e o polo positivo.
Sua unidade de medida ¢ o Volt (V).

Para o estudo de correntes alternadas, essa medida sera dada por meio da expressao

V(t) = A.cos(wt)
que representa o comportamento de uma onda em movimento harmonico simples andloga a
uma func¢do cossenoide com amplitude A e frequéncia w, medida em radianos por segundo

(SANTOS, 2011). A Figura 16 apresenta sua representacdo em diagramas de circuitos.

Figura 16 — Representagao simbolica da fonte de tensdo elétrica.

Fonte: Autor

Circuito se refere a um caminho fechado que permite a passagem de corrente elétrica
por meio de fios condutores que ligam elementos elétricos como resistores, capacitores e
indutores. Em um diagrama de circuito, ele ¢ a linha que conecta todos os componentes e fecha
o loop.

Sao denominados circuitos em série aqueles que determinam somente um caminho,
fazendo com que os componentes liguem-se na mesma ordem e dire¢ao, como nas lampadas de
natal. Se uma delas queima, todas as subsequentes param de funcionar pois o caminho foi
cortado. Ja os chamados circuitos em paralelo descrevem multiplos caminhos, dividindo a
corrente elétrica ao longo do percurso, como acontece em uma instalagdo elétrica residencial.
Uma tomada que queimada nao altera o funcionamento das demais.

Um resistor ¢ um componente de controle em um circuito elétrico. Ele transforma parte
da energia elétrica que passa por ele em energia térmica, possibilitando que outras componentes

recebam niveis de corrente adequados. O valor que mede as caracteristicas de um material que
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dificultam a passagem de corrente elétrica recebe o nome de resisténcia (R) e ¢ medido em

Ohms (Q) (LIMA, 2017). A Figura 17 apresenta sua representa¢do em diagramas de circuitos.

Figura 17 — Representagao simbolica de um resistor.

—AAA—

Fonte: Autor

Os capacitores armazenam cargas elétricas para curto uso caso a corrente seja
obstruida. O valor que descreve a capacidade de armazenamento de um capacitor ¢ chamado
capacitancia (C) e ¢ medido em Farad (F). A Figura 18 apresenta sua representagao em

diagramas de circuitos.

Figura 18 — Representagao simbolica de um capacitor.

Fonte: Autor

De funcionamento similar, os indutores armazenam energia através de campos
magnéticos visando impedir variagdes na corrente. O valor que descreve a capacidade de
armazenamento de um indutor ¢ chamado indutéancia (L) e ¢ medido em Henry (H). A Figura

19 apresenta sua representacdo em diagramas de circuitos.

Figura 19 — Representagao simbolica de um indutor.

-

Fonte: Autor

Reatancia (X) representa a reducdo total da passagem de corrente realizada por
capacitores e indutores. Sua unidade de medida ¢ o Ohm (Q)

Calculamos a reatancia de um indutor L através da féormula
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XL = wlL
em que w ¢ a frequéncia da corrente e L ¢ sua indutancia.

Por outro lado, calculamos a reatancia de um capacitor C através da formula
1

T wC

em que w ¢ a frequéncia da corrente e C € sua capacitancia (SANTOS, 2011).

Impedancia (Z) ¢ a oposicdo que um circuito elétrico faz a passagem de corrente
elétrica quando ¢ submetido a uma tensao. Sua unidade de medida também ¢ o Ohm (Q).
Para circuitos em série, a impedancia ¢ dada pelo Numero Complexo
Z=R+Xi
em que R ¢ a soma das resisténcias dos resistores de um circuito e X a soma das reatancias.

J& em circuitos em paralelo, a impedancia deve ser calculada por
1 1 1
Z R X
Os Complexos nos auxiliardo na determinacdo da impedancia em circuitos RL (formado
apenas por indutores e resistores), RC (formado apenas por capacitores e resistores) e RLC (que
contém resistores, indutores e capacitores).
Nos problemas que seguem, os circuitos foram esbogados utilizado o software

SmatDraw (https://www.smartdraw.com/).

Problema 4 (Adaptado de LIMA, 2017, p. 49): Considere um circuito RL em série
como o da Figura 20. Calcule a impedancia e a corrente do circuito sabendo que a indutancia
de L =20mH, a resisténcia de R =1kQ = 10000, e que a tensdo da fonte V =

10cos(10000¢t) V.

Figura 20 — Circuito RL Série.

"

Fonte: Autor
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Solucio: Temos:

V = 10cos(10000¢t) V.

L = 20mH.

R =1kQ.

Queremos encontrar a impedancia Z.

Como temos um circuito RL em série, sua impedancia ¢ dada por

Z =R+ Xi
Mas o circuito tem somente um indutor (L), entdo X = X; = wL.
Da expressdo da tensdo da fonte, temos que
V = A.cos(wt)
e neste circuito nos foi dado que
V = 10cos(10000t)
entao
w = 10000 rad/s
Ademais, sabemos que L = 20 mH, mas precisamos dessa medida em H. Logo,
L = 20mH =20.10"3 = 0,02

como indicado pelo prefixo mili (m) do Sistema Internacional de Unidades.

Assim,

X, =10000.0,02
X, =200Q
e a impedancia ¢
Z = 1000 + 200i Q

Para encontrar a corrente I do circuito, vamos calcular o modulo de Z

1Z| = VR2 + X2 = /10002 + 2002 ~ 1019, 80 Q
e seu argumento

{1000 = 1019,80 cos6O
200 =1019,8 sen 6

0~ 11,31°

Usando a notagdo dos engenheiros, Z = |Z|£ 0 para a formula trigonométrica
|Z|(cos@ +isen) do namero complexo Z, chegamos a expressio Z =
1019,80 £ 11,31° Q.

ComoV =As2wt =102 10.000t, entdo a corrente I no circuito sera:

|4 10£10.000t

= 77 1019,80211,31°
I ~ 0,00981210000t — 11,31° A
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Problema 5 (Adaptado de LIMA, 2017, p. 53): Considere um circuito RC em Paralelo
como o da Figura 21, com capacitor C = 1 pF, resistor R = 1 k() e com tensdo da fonte

alternada V = 10co0s(5000t) V. Calcule a impedancia do circuito.

Figura 21 — Circuito RC Paralelo.

Fonte: Autor

Soluc¢io: Temos:

V = 10cos(5000t) V.

C =1yF.

R =1kQ.

Queremos encontrar a impedancia Z.

Como temos um circuito RC em paralelo, sua impedancia ¢ dada por
1 1 1

- =4
Z R Xi
O circuito tem somente um capacitor (C), entdio X = X, = — L

wC’
Da expressao da tensdo da fonte, temos que
V = A.cos(wt)
e neste circuito nos foi dado que
V = 10cos(5000¢t)
entao
w = 5000rad/s
Ademais, sabemos que C = 1 pF mas precisamos dessa medida em F. Logo
C=1pF=1.10"°=0,000001

como indicado pelo prefixo micro (p) do Sistema Internacional de Unidades.
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Assim,
1
X = —
5000 .0,000001
Xc=—2000Q
e a impedancia ¢
1 1 1
Z - RTX
1 1 1
Z ~ 1000 200
1 i-5
Z ~ 1000i
1000i
Z= 55
1000i (=5 — i)
T T54i(-5-9)
1000 — 5000i
7 =
26

Z =~ 38,46 — 192,31i Q
Problema 6 (Adaptado de LIMA, 2017, p. 55): Considere um circuito RLC em série

como o da Figura 22 com capacitor C = 1 pF, L = 10 mH, resistor R = 1 k() e com tensdo da

fonte alternada V' = 20c0s(1000t) V. Calcule a impedancia do circuito.

Figura 22 — Circuito RLC Série.

)

Fonte: Autor
Solucio: Temos:

V = 20cos(1000t) V.
L = 10mH.

C =1pF.

R =1kQ.
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Queremos encontrar a impedancia Z.
Como temos um circuito RL em série, sua impedancia ¢ dada por

Z = R + Xi.

. . . . ~ 1
O circuito tem um indutor e um capacitor, entdo X = X; + X; = wL — -

Da expressao da tensdo da fonte, temos que
V = A.cos(wt)
e neste circuito nos foi dado que
V = 20co0s(1000¢t)
entao
w = 1000 rad/s
Dai,
1
1000.0,000001

X. = —1000 Q

XC:

e
X, = 1000.0,01
X, =10Q
e a impedancia ¢
Z =R+ (X, + Xc)i
Z = 1000 + (10— 1000)i
Z = 1000 — 990i O

5.4 FISICA

A propria representagdo dos Numeros Complexos como vetor e suas operagdes
estabelecem relagdes entre esses nimeros e a Fisica. Essa correspondéncia entre as operagdes
com complexos e as transformagdes geométricas ¢ muito util na Fisica quando se trabalha com
grandezas vetoriais como forca, velocidade, aceleragao, etc.

Por exemplo, os Numeros Complexos podem ser usados para determinar a forca
resultante que age sobre um corpo no qual atuam vérias forcas. Considere as forcas Fle F2

atuando sobre um corpo representado na origem do plano complexo, conforme figura a seguir.
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Figura 23 — A F, de F; e F, no Plano Complexo

A Im(2)

Re (z)

Fonte: Autor

Essas duas forgas provocam o mesmo efeito que uma tunica for¢a, denominada forca
resultante (F7), que possui 0 mesmo moédulo, mesma dire¢ao e mesmo sentido que o vetor soma
F1 + F2, ouseja,

Fr = F1 + F2.

Além da forga resultante, podemos aplicar os Numeros Complexos para estudar o
Centro de Massa de um corpo plano, sendo este o ponto em que toda a massa de um corpo pode
ser considerada como concentrada, facilitando calculos variados. Para isso, vamos considerar
um conjunto de pontos materiais, de massas mq, m,, ms ...m,, localizados nos afixos dos
respectivos nimeros complexos zy, Z,, Z3 ... Z,, com n € N*. Vamos definir o centro de massa

como o complexo z dado por

myz; + myz, + myzz + -+ myz,

m1+m2+ m3+"'+mn

Problema 7 (ELI, 2014, p. 87): Considerando trés pontos materiais de massas 2kg, 3kg
e 5kg localizados no plano de Argand-Gauss nos afixos dos complexos z; = 6 + 3i, z, =

—2 + 4i e z3 = 61, determine o centro de massa desse conjunto de pontos.

Soluc¢io: Temos:

Um ponto material localizado no complexo z; = 6 + 3i de massa 2kg.

Um ponto material localizado no complexo z, = —2 + 4i de massa 3kg.

Um ponto material localizado no complexo z; = 6i de massa 5kg.
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Substituindo os dados em

myz; + myz, + myzz + -+ myz,

m1+m2+ m3+"'+mn

obtemos

2.(64+3)+3.(=2+4i) +5.6i
Z:

2+3+5

6 + 48i
ST

3 24
z=§+?1

que ¢ o Centro de Massa do sistema.

Problema 8 (Elaborado pelo autor): Um garcom quer carregar uma bandeja, de
formato redondo, com cinco copos representados por zy, Z,, Z3, Z4, Zs € dispostos conforme a
Figura 24. Sabendo que cada copo pesa 1kg, encontre o ponto em que o gar¢om deve posicionar

sua mao para equilibrar a bandeja.

Figura 24 — Representagdao geométrica do Problema 8.

z2,=3-3i
‘3

Fonte: Autor
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Solucio:

Temos:

Um ponto material localizado no complexo z; = —4 + 3i de massa 1kg.
Um ponto material localizado no complexo z, = —2 — 5i de massa 1kg.

Um ponto material localizado no complexo zz = 3 — 3i de massa 1kg.
Um ponto material localizado no complexo z, = 6 + 2i de massa 1kg.
Um ponto material localizado no complexo z5 = 1 + 5i de massa 1kg.

Substituindo em
_ MyZy Y MyZy; + M3Zz + -+ My zy
N m1+m2+ m3+"'+mn

obtemos

16420+ 1.(1+5)+1.(=4+30) +1.(=2—-5) +1.(3 - 30)
Z= T+1+14+1+1

44+ 2i
“T s

4 2
Z=§+§l

que ¢ o Centro de Massa do sistema e o ponto onde o garcom deve posicionar sua mao.

. 4 2,
Representando geometricamente o centro de massa zg = -t oL, temos:

Figura 25 — Solucao do Problema 8.
/”6'__—-\\\,

e
C/ ; .25:1+5| \

2 SN \
)

1
25 = 0.8 + 0.4i
o

'\ 5 L 13 15 Bito 1 2 3 4 5 6 /
4
i /
Z3 = 3-3i

-3 [ ) /
\ H /
7
=.2.5 /
o2 s -

\h\ P

Fonte: Autor
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5.5 COMPUTACAO GRAFICA (QUATERNIOS)

A realizagdo de rotagdes no espago tridimensional ¢ utilizada em varias areas do
conhecimento, tais como as Geociéncias, a Robotica e a Computagao Grafica. Existem diversas
maneiras de representa-las: os angulos de Euler, a matriz de Rodrigues, a matriz fundamental e
0s quatérnios.

Os quatérnios sao representados pelo simbolo H e sdo uma generalizagao do conjunto
dos numeros complexos, podendo ser considerados niumeros hipercomplexos de ordem quatro

(GALO; TOZZI, 2001). A Figura 26 mostra a representacao dos quatérnios.

Figura 26 — Uma visualizacdo do Conjunto dos Quatérnios.

Fonte: Autor

Os quatérnios possuem quatro parametros que sao numeros reais usualmente chamados
de a, b, c, e d. De forma similar aos nlimeros complexos, os quatérnios possuem uma parte real
€ uma imagindria, porém apresentam trés componentes diferentes para sua parte imagindria, os
quais chamaremos de i, j e k.

Um quatérnio, portanto, ¢ um nimero da forma:

p = (a,b,c,d)
ou
p = a+bi+cj+dk
ou

p = (s, V)
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onde s ¢ um escalar que representa sua parte real ¢ U = (Vy, vy, V;) ¢ um vetor de trés
componentes que representa sua parte imaginaria.
Andlogo aos complexos, temos que
2 = j2=k*= —-1.

Por defini¢cao

ij =k
ji = —k
jk =i
ki=j

e o conjugado de um quatérnio p = (s, V) é representado por p, definido como
p=(s,—7)
Dados dois quatérnios quaisquer p; e p,, o produto sera:
P1P2 = @103 — (b1by + c163 + dydy) + ay(boi + ¢3f + dak) + az(byi + ¢qj + dik)
+ (c1d; — dic3)i + (dyby — bydy)j + (bic; — ¢1by)k

A partir do produto de dois quatérnios, podemos descrever como eles podem ser usados
para representar rotagdes (BIASSI; GATASS, 2002).

Seja um ponto 7 representado pelo quatérnio p = (0,7), uma rota¢do anti-horaria de um

angulo 0 ao redor do eixo definido pelo vetor unitério 71 é

R,(p) =q.p.q

q = (cos (g) ,sen (g) n)

A parte real do resultado sera zero e a parte imaginaria contera o resultado da rotacao.

em que

Problema 9: Gire o ponto (10,0, 0) 180 graus em torno do eixo Z.

Solucio: Temos:

O ponto dado 7 = (10,0,0).

O quatérnio p = (0,7) = (0,10,0,0).

Como o eixo de rotagdo ¢ Z = (0,0,1), entdo 71 = Z = (0,0,1) .

Logo, obtemos o quatérnio q = (cos (18200) ,sen (%00) ﬁ’) = (c0s90°,sin90°n) =

(0,1.(0,0,1)) = (0,0,0,1) e seu conjugado § = (0,0,0, —1).
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Usando a expressdo R, (p) = q.p.q, segue que
Rq (p) = (OI 0; 01 1)(01 101 Or 0)(01 Ou 01 _1)

Usando a multiplica¢do quatérnia dois a dois
q.p = aya, — (b1by + cicy + didy) + a(byi + cyj + dyk) + ay(byi + cqj + dqk)
+ (61d; — dyc3)i + (dyby — bidy)j + (bycy — ¢1by)k
temos
q.p = (0,0,0,1)(0,10,0,0)
q.p = 0.0 —(0.(10) + 0.0 + 1.0) + 0. (10i + 0j + 0k) + 0. (0i + 0j + 1k)
+ (0..0 — 1.0)i + (1.(10) — 0.0)j + (0.0 — 0. (10))k
q.p = 10j = (0,0,10,0)

Aplicando novamente a multiplicagdo quatérnia dois a dois, temos:
R,(p) = (q9.p)-q = (0,0,10,0)(0,0,0,—1)
Rq(p) = 0.0 — (0.0 + (10).0 + 0.(—=1)) + 0.(0i + 0j + (=1)k) + 0.(0i + 10j + 0k)
+ ((10).(—1) — 0.0)i + (0.0 — 0.(—1))j + (0.0 — (10).0)k
R,(p) = q.(p.@) = —10i = (0,—10,0,0)
Assim, a rotagdo de 180° do ponto 7 = (10,0,0) em torno do eixo Z resulta no ponto

R4(p) = (0,—10,0,0) que corresponde ao vetor (—10,0,0), conforme figura abaixo:

Figura 27 — Rotagao do ponto (10, 0, 0) em torno de Z.
z

e e = ————
et R S
¢——
-

=)

Gy i oot
§ NOINE
= i g T Lyt
O

Thh

Fonte: Autor.
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Problema 10: Agora gire o ponto obtido no Problema 9, 90 graus em torno do eixo Y.

Solucio: Temos:

O ponto dado 7 = (—10,0,0).

O quatérnio p = (0,7) = (0,—10,0,0).

Como o eixo de rotagdo ¢ Y = (0,1,0), entdo 7 = Y = (0,1,0) .

Logo, obtemos o quatérnio

q= (COS (9700),5en (%) ﬁ’) = (cos 45%,sen 45°n) = <‘/— 2 .(0,1 0)) =

(‘/z_i’olg,o) ¢ seu conjugado q = (\/22'0' _g’ 0)'

Usando a expressdo R, (p) = q.p.q, segue que
R,(p) = <\/2— 0, \/2— )(0 ~10,0,0) (?,o,—ﬁ,o>
Usando a multiplicagdo quatérnia dois a dois
q.-p = a1a, — (b1by + ci1¢; + didy) + ay(byi + cpf + dyk) + ay(bii + ¢y + dik)
+ (c1dy — dy1¢)i + (diby — bidy)j + (bicy — ¢1by)k

temos
VZ 2
q.p = ( > ,0,— > >(0 —10,0,0)
V2 V2 V2
q.p = 7.0 - (0. (-10) +7.O + 0.0) +?.(—10i + 0j + 0k)
V2 V2
+ 0. (Oi +7j + Ok> + (70 — 0.0) i+ (0.(—10) = 0.0)j
2
+1 0.0 — (%) .(—10) |k
10v2  10v2
q.p = ———i+——k=-5V2i + 52k = (0,-5V2,0,5V2)
Aplicando novamente a multiplicagdo quatérnia dois a dois, temos:
Vi V2
Re®) = (a.p)-7 = (0, 5‘/—05‘/—)< - >
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R,(p) = o.g— (—5«/5.0 +0. <—g> +5V2. 0) + 0. <0i —gj + 0k>
+§.(—5\/§i +0j +5V2k) + [ 0.0 — 5@(—?) i

+ (5v2.0 — (-5v2).0)j + (—5\/5. (— g) - o.o) k
V2
2
= (5-5)i + (5 + 5)k = 10k = (0,0,0,10)

Assim, a rotagdo de 90° do ponto 7 = (—10,0,0) em torno do eixo Y resulta no ponto

R®) =q.(0.9) = <g.(—5\/§) +5\/E.§)z+( 5V2 + 5&.?)1(

R4(p) = (0,0,0,10) que corresponde ao vetor (0,0, 10), conforme a Figura 28.

Figura 28 — Rotagdo de (-10, 0. 0) em torno de Y.

Fonte: Autor
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nao conhecemos as razdes que justificaram a retirada dos Complexos na Educagdo
Basica. Contudo, diante do presente trabalho, que mostrou um pouco de como estes numeros
aparecem nas diferentes areas do conhecimento, ¢ possivel afirmar que a Matematica da
Educacdo Bésica se empobreceu. Mais, lamentamos que os estudantes deste nivel de ensino
nao terao a oportunidade de estudar essa tematica tdo importante para a evolugao das ciéncias
e da sociedade.

Ao pesquisar sobre a historia dos Numeros Complexos, realizando uma retomada
historica e conceitual do contetido, pdde-se ampliar e aprofundar os conhecimentos prévios.
Outrossim, permitiu visualizar que as situagdes que motivaram sua descoberta eram de natureza
empirica, o que veio se perdendo ao longo do ensino, conforme observamos em livros didaticos
e em artigos cientificos. A énfase nestes materiais, direciona o estudo para os aspectos tedricos
e para o uso de formulas em detrimento da historia e das aplicacdes.

Apresentando as aplicagdes, complementadas pela revisao de conceitos, concluiu-se que
os Numeros Complexos tocam uma ampla rede de facetas do cotidiano e do conhecimento
cientifico. Voltados a propria Matematica, verificou-se que os Complexos podem ser utilizados
de forma a facilitar a obtencdo de diversos resultados da Geometria Plana uma vez que
descrevem rotacdes em duas dimensdes de forma muito eficiente. Além disso, sua iteracao
encontra conjuntos de Julia e, consequentemente, o conjunto de Mandelbrot na Geometria
Fractal. Os Complexos ainda aparecem no calculo da impedancia e corrente de circuitos na
Engenharia Elétrica e o Plano de Argand-Gauss estabelece fortes correspondéncias com o Plano
Cartesiano na disciplina de Fisica. Por tltimo, observamos que sua extensdo, o conjunto dos
quatérnios, ¢ uma das alternativas usadas para descrever rotacdes tridimensionais em softwares
de Computacdo Grafica.

Sentimos dificuldades para encontrar materiais que discutissem situagdes-problemas
envolvendo o tema, especialmente sobre os quatérnios, mas isso ndo nos impediu de alcangar
0s objetivos que consistiam em explicitar algumas aplicabilidades dos Numeros Complexos, de
forma a atribuir sentido e significado ao estudo deste contetido.

Concluimos que os Numeros Complexos ¢ um assunto fascinante que abre espago para
questionamentos em diversos ramos da Matematica. Vislumbramos que este estudo chegue ao
alcance de estudantes e professores da Educagdo Basica, bem como enriquega o trabalho no

Ensino Superior sendo motivador a professores e estudantes, ao valorizar seu estudo pratico,
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desmistificando a falsa visdo dos Numeros Complexos como tdpico intangivel nos diversos

niveis da educagao.
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