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RESUMO

Nesse trabalho introduzimos os operadores de Schrodinger de forma ingénua e
despretensiosa, mas munida de certa precisdo e diddtica. S@o mencionados os tipos de
potenciais mais estudados, os periddicos e os aleatérios e, via simulacdo numérica, compa-
rados os autovalores da matriz truncada de um operador munido de um potencial periédico
e com este mesmo potencial perturbado por uma varidvel aleatdria continua com distribui¢do
uniforme. Avaliamos qual a magnitude necessdria da varidvel aleatéria para produzir diferenca

significativa entre os conjuntos de autovalores.

Palavras-chaves: Operadores de Schrédinger, potencial periddico, potencial perturbado.



ABSTRACT

In this paper we introduce Schrodinger’s operators in a naive and unpretentious way, but with
some precision and didactics. The most studied periodic and random potential types are menti-
oned and, by numerical simulation, compare the eigenvalues of an operator’s truncated matrix
with a periodic potential and the same potential disturbed by an evenly distributed continuous
random variable. We evaluated the magnitude of the random variable required to produce a

significant difference between the eigenvalue sets.

Palavras-chaves: Schrodinger operators, periodic potential, disturbed potential.



LISTA DE SIMBOLOS

A : Operador Laplaciano.

N* : Conjunto dos naturais, exceto o zero.

C : Conjunto dos numero complexos.

H : Operador Hamiltoniano.

Q: Espago amostral probabilistico.

¥ : Fungéo de onda.

A : Reticulado definido pela base de vetores {v;, v,} em R2.
A" : Dual de A.

L? : Espaco das fungdes com quadrado integravel.

L2., : Espago das fungdes periédicas com quadrado integravel.
[ : Espaco das sequéncias com quadrado somavel.

R : Matriz de rotag@o no sentido horario.

R* : Matriz de rotagé@o no sentido anti-horario.

Z? : Rede discreta no plano R?.

o : espectro do operador Hamiltoniano.

¢ : Variavel aleatoria empregada na simulagdo computacional.
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1 INTRODUGCAO

O movimento do elétron ao redor do nticleo atdmico foi descrito pela primeira vez em 1927
pelo fisico tedrico austriaco Erwin Schrodinger, por intermédio de equagdes matemadticas que
relacionam a natureza da particula, a carga, a energia, e a massa do elétron, propondo o Modelo
Atomico de Schrodinger. Uma particula que se move em um espago n-dimensional, sujeita a um
potencial independente do tempo tem seu estado quéntico descrito pela equagdo de Schrodinger
n-dimensional. A Equacdo de Schrodinger permite calcular a fungdo de onda y(¢,x), associada
a uma particula que se move dentro de um campo de forcas descrito por um potencial V (x), e é

dada por
H(t,x)y(t,x) = —Ax)y(t,x) + V(t,x)y(z,x).

O Hamiltoniano H(t), que é um operador auto-adjunto atuando na func¢do de onda, repre-
senta a energia total do sistema. As no¢des basicas de materiais isolantes, condutores e semi-
condutores podem ser explicadas pelo espectro de energia de um tnico elétron que se move sob
a infuéncia de um arranjo periddico de 4&tomos e o principio de exclusdo de Pauli. No modelo
de um elétron, a interac@o entre os elétrons é negligenciada e as propriedades espectrais e de
transporte do material sdo descritas pelo modelo de uma particula do Operador de Schrédinger.
Para o caso de potenciais aleatdrios, os operadores de Schrodinger aleatérios servem para mo-
delar sélidos desordenados. Um dos principais interesses nesse modelo consiste no estudo das
propriedades de transporte de elétrons num material. Anderson concluiu que uma desordem
grande (alta aleatoriedade) implica na localizaciao dos elétrons, ou seja, os elétrons ficam con-
finados em uma regido finita do espaco, fazendo com que a curva do quadrado do médulo da
funcdo de onda tenha decaimento acentuado. Esse tipo de material, em geral, se trata de um
mau condutor, ja que os elétrons ndo transitam por toda a sua extensao.

Algumas classes de potenciais tem interesse particular, como potenciais periddicos, quase-
periddicos e aleatdrios. Os casos mais complicados, em certo sentido, se encaixam na classe
de potenciais peneperiddicos (uma das subcategorias de potenciais quase-periddicos), isto &,
potenciais aleatérios que apresentam algum tipo de padrao de repeticdo. Os operadores de
Schrodinger discretos com potenciais peneperiddicos assumindo um nimero finito de valores
sdo modelos quanticos adequados para o estudo dos quase-cristais, estruturas que figuram en-
tre as periddicas (cristais perfeitos) e as aleatérias (materiais amorfos), estudadas brevemente
aqui. Por sua vez, os quase-cristais tem sido amplamente estudados na fisica, ja que sua es-
trutura tem sido usada nas ciéncias aplicadas para a confeccao de super-ligas metalicas que se
mostram muito mais resistentes que as ligas atuais. Um exemplo de operadores com potencial
quase-periddico gerado por uma transformacao de intercimbio de intervalos foi estudado em
(COBO; OLIVEIRA; GUTIERREZ, 2008) e revisitado em (ARTUSO, 2012).

Embora os quase-cristais componham a classe de potenciais mais interessantes, siao
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demasiado complicados para este nivel de formacao, por isso nos concentraremos, ainda que de
forma superficial, nos casos cujas classes de potenciais sdo de mais facil compreensao, a saber,
os potenciais periddicos e aleatdrios.

Em mecanica quantica, o observavel de um Hamiltoniano H correspondente a energia total
do sistema. Quando mede-se a energia total de um sistema, o espectro do Hamiltoniano € o
conjunto de todas as possibilidades. Este espectro pode ser decomposto em pontos isolados
(autovalores), parte absolutamente continua e partes singulares. O espectro de pontos isolados
(autovalores) pode ser associado a autovetores, os quais sdo estados ligados do sistema. J4 o
espectro absolutamente continuo corresponde aos estados livres.

Por conta disso, no estudo dos operadores de Schrodinger, uma atencdo especial é dada para
o espectro destes operadores. Em geral, operadores de Schrodinger com potencial periddico
apresentam espectro absolutamente continuo puro, e no caso de potencial aleatdrio, o espectro
tem somente a componente puramente pontual.

No segundo capitulo, realizou-se um levantamento de dados bibliograficos sobre os assuntos
que seriam estudados. O levantamento envolveu assuntos de dlgebra linear, cadlculo funcional,
probabilidade e um pouco de mecanica quantica.

No terceiro capitulo, estudou-se a equacdo de Schrodinger dependente e independente do
tempo, os tipos de potenciais e as suas respectivas aplica¢cdes no contexto da realidade, como
condutibilidade de materiais, por exemplo. Introduziu-se os operadores discretos, periddicos e
aleatdrios. Além disso, provou-se rigorosamente e de maneira didética o principal resultado do
caso relativo ao modelo com boa condutibilidade, a saber, o Teorema de Bloch. Apresentou-se
alguns dos principais exemplos de operadores com potenciais aleatdrios, e estudou-se a loca-
lizagdo de Anderson. Investigamos propriedades rigorosas do reticulado colméia, como sua
construgdo e sua periodicidade.

No quarto capitulo, definimos uma fungao que satisfaz as condicdes de periodicidade de um
reticulado colméia, a saber, decaimento rapido, radialidade e suavidade. Realizamos simula¢des
no software Mathematica®, para um caso bastante simplificado, encontrando o espectro do ope-
rador periddico cujo potencial foi dado pela tal funcdo. Acoplamos ao potencial uma varidvel
aleatdria a fim de tornar o potencial periddico aleatdrio e executamos simula¢cdes computacio-
nais para comparar estatisticamente os resultados do espectro do operador de Schrodinger com
cada um dos potenciais. Primeiramente simulamos usando uma matriz truncada do operador
com potencial periddico, que usamos para comparar com todos os outros. Apds encontrarmos
diferencgas significativas entre o espectro do operador periddico e do perturbado, realizamos 20

simulacdes similares para efeito de amostragem.



Capitulo 1. INTRODUCAO 13

1.1 OBJETIVOS

1.1.1  Objetivo Geral

Revisar bibliograficamente, de forma concisa mas rigorosa, diversos aspectos dos
operadores Hamiltonianos presentes no modelo quantico de evolucao temporal de um elétron,
além de simular computacionalmente uma perturbacdo que seja capaz de causar diferenca sig-

nificativa na distribui¢do espectral.

1.1.2 Objetivo Especificos

(i) abordar, de maneira rapida mas didatica, os fundamentos mateméticos necessarios para o

estudo do operador e da equacao de Schrodinger;

(i1) calcular os autovalores e autofuncdes do Hamiltoniano para um caso relativamente

simples, a saber, o oscilador harmonico;

(ii1) introduzir e demonstrar o Teorema de Bloch, resultado chave para a classe de potenciais

periddicos;
(iv) introduzir alguns exemplos de potenciais aleatorios e a localizacdo de Anderson;

(v) definir o operador sobre um reticulado colméia e estudar a constru¢do de potenciais para

esse reticulado;

(vi) simular computacionalmente, para um determinado potencial periddico e suas perturba-

¢oes, o comportamento do espectro do Hamiltoniano.

1.2 METODOLOGIA

A pesquisa foi realizada de modo exploratério, uma vez que o objetivo geral do trabalho foi
criar maior familiaridade do autor com o assunto e buscar compreender suas nuances tedricas.
Pautando-se numa abordagem tanto qualitativa quanto quantitativa, o texto buscou apresentar
aspectos da teoria de forma diddtica e conceitual, da maneira mais elementar possivel, ndo
abrindo mao do uso de simulacao e técnicas estatisticas para analisar um problema especifico. O
trabalho foi escrito de modo ordenado visando tornar-se uma revisao bibliografica de qualidade,
facilitando assim a contemplagdo e a compreensdo da esséncia do assunto por parte do leitor.

Selecionamos referéncias que contivessem uma abordagem acessivel o suficiente para a uma
revisdo bibliografica nesse nivel, todavia alguns resultados nao foram demonstrados por exigi-

rem maior grau de aprofundamento. Para comparar o espectro relativo ao potencial periddico
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com o espectro de suas perturbagdes, utilizamos o teste de Shapiro-Wilk para verificar a norma-
lidade das distribuicoes e o teste de Mann-Whitney para detectar diferencas significativas entre

0S8 espectros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Os fundamentos matemadticos aqui abordados estdo escritos de forma bastante enxuta, de
modo que o trabalho ndo se estendesse desnecessariamente e que também ndo faltassem ele-
mentos para a compreensdo do texto. Ainda assim, o texto ndo é autocontido, ou seja, carece

de informagdes de outros trabalhos.

2.1 ALGEBRA LINEAR

2.1.1 Produto Interno

Definicao 2.1.1 (HOFFMAN; KUNZE, 1971)). Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C.
Para todos os vetores u,v,w € V e todos os escalares o € C, uma fungdo bindria (-,-) : VxV — C

com as seguintes propriedades:

o (u,v)=(vu);

o (u+tv,w)= (uw)+ (v,w);

o (ow,v) =0 u,v) = (u,ow);

e (v,v) >0 eigual a zero se, e somente se v =10.

Exemplo 2.1.1 (HOFFMAN; KUNZE, 1971)). Dados u,v € R?, (u,v) = uv| 4 uav, define o

produto interno Euclidiano. Este induz em R? uma norma dada por

Jue) = v/t 0) = oarm Tz = i+

Esta norma induz em R? a distdncia d(u,v) = ||u—v|. R

Exemplo 2.1.2 (HOFFMAN; KUNZE, 1971)). Dadas f,g € C([0,1],R) fungdes continuas, o

produto interno entre as funcdes f e g € dado por

1
(r.8)= [ Tgx)ax
o qual induz a norma

£l = VTR = ( [ |f|2dX) "

que por sua vez induz a distancia d(f,g) = ||f —g||. W
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2.1.2 Autovalores e Autovetores

Definicao 2.1.2 (HOFFMAN; KUNZE, 1971)). Seja V um espaco vetorial sobre C e seja
T : V — V um operador linear. Um vetor v € V ndo nulo € dito ser um autovetor de T se existe

um escalar E € C tal que 7'(v) = Ev, com E sendo denominado autovalor de T associado a v.

Dado E € C, o conjunto {u € V : T'(u) = Eu} é um subespago vetorial de V, pois T (u) = Eu
implica (T —EI)(u) =0, logo u € Ker(T —EI), e Ker(T — EI) é subespago vetorial de V. O
autoespago associado a E, Ker(T — EI), é indicado por Vg = Ker(T — EI).

O polindmio definido por pr(E) = det(T — EI) é chamado de polindmio caracteristico,

cujas raizes indicam para quais valores de E a matriz T — EI € singular.

Teorema 2.1.3 (HOFFMAN; KUNZE, 1971)). Seja T um operador linear de um espaco veto-

rial sobre C de dimensdo n. Entdo os autovalores de T sdo raizes de pr(E) em C.

(1)

= x> — 1. Fazendo pr(x) = 0, teremos x*> — 1 = 0, o que im-

Exemplo 2.1.3. Considere a matriz

—X
Temos pr(x) = det

I —x
plicax = =£1, logo E1 = 1 e E; = —1. Os respectivos autovetores sao encontrados da seguinte
forma: Se E € autovalor de 7', os autovetores de T associados a E sao os vetores ndo nulos de

Ve = Ker(T — EI). Com efeito, se (x,y) € Ker(T —E;I), temos

o) (0 2)6)-(A)6) -

— -0
de onde vem xhy 0 logo y = x. Entdo os autovetores associados a Ej sdo vetores do
xX—y=
tipo (x,x), logo V; = ((1,1)). Da mesma forma, realizamos o calculo para E; = —1:
X o 1 X I 1 X
(T — Exl) —( - —0,
y 1 —E) \y 11/ \y
x+y=0 ) . . ~ .
logo N 0 e dai y = —x. Entdo os autovetores associados a E, sdo vetores do tipo
X+y=

(x,—x),logoV_1 = ((1,—1)). W

2.1.3 Espacgos de Hilbert

O espaco de Hilbert € um espaco vetorial com produto interno que € completo com relagao
a este produto interno (KREYSZIG, 1978). Para tratar da completude de um espaco, se faz

necessario o uso do conceito de sequéncias de Cauchy.
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Completude

Definicao 2.1.4 ((LIMA, 2008)). Uma sequéncia de ndmeros reais € uma funcio real
x : N — R definida no conjunto dos nimeros naturais e denotada por (x;),. Diz-se que L € R é
o limite da sequéncia de nimeros reais (x,), quando para todo nimero real € > 0, existe np € N
tal que, para todo n > ngp, t€ém-se

L—e<x,<L+cEe.

Quando existe um tal L € R para uma dada sequéncia (x,),, dizemos que esta € uma sequéncia

convergente. Neste caso, escrevemos: L = lim x,,.
n—oo

Definicio 2.1.5 (LIMA, 2008)). Uma sequéncia (x,), é dita sequéncia de Cauchy se, para todo
€ > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ng vale |x,+1 — x,| < €.

Uma consequéncia da defini¢do de convergéncia é que toda sequéncia de Cauchy converge,

mas nao necessariamente dentro do espago onde estd definida. A reciproca é sempre verdadeira.
Proposicao 2.1.6 (LIMA, 2008)). Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstracdo. Veja (LIMA, 2008). L

Exemplo 2.1.4. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais e a sequéncia (x,),cn com x, € Q,
para todo n € N, dado por

Xpt2 = Xpi1 + Xn,

comxg=0,x1;=Lxx=1,x3=2,x4=3,x5 =5, x6 =8, x7=13,x3 =21 e etc. A sequéncia
(xn)n € chamada de sequéncia de Fibonacci.

Considere (y;)pen+ com y, = x’)’c—:‘ € Q, entdo (y;)nen+ € uma sequéncia em Q, para
N* =N\ {0}. De fato,

® (yn)nen+ € limitada, pois |y,| < 2, para qualquer n € N*;
e {y,:népar} € mondtona decrescente e {y, : n € impar} € monétona crescente. Como

Xn42  Xpt1+Xp Xn

— 1+
Xn4-1 Xn+1 Xn+1

> 1,

pois x’% > (0 paran > 1, temos

2 2

Yn+l  Xnp+2 Xp Xp42 X2 X2 [ Xng2 Xn+2

- = (Xn42 = Xns1) = 5 =|— — .
Yn Xn+1Xn+1 X4 Xor1 ntl Xn+1 Xn+1

2
Xn+42 Xn+2 ~ . . o .
nt ) _ "2 ~ 1. Entio {yn : népar} é uma subsequéncia

Se n for par, temos (
Xn+1

Xn+1

> 1,

2
xn+2) _ Xni2

mondtona decrescente. Da mesma forma, se n for impar, temos (
Xn+1

Xn+1
logo {y, : n é impar} é mondtona crescente.
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Como {y, : n é par} é uma subsequéncia limitada e monétona decrescente, entdo converge. Da
mesma forma, {y, : n é impar} é limitada e monétona crescente, entdo converge. Ainda,
. 2n+1 . Y(2n+1)+1
lim 224 — = iy Z@rHDHL
n—ee Yop = Y(2n+1)
ou seja, as duas subsequéncias convergem para o mesmo valor. Entdo (y,),en= converge em R,

1ogo (yn)nen+ € de Cauchy. Além disso,

1+/5
0 = lim y, = +\/_:1,618033-~-§ZQ.

n—yoo 2

Entdo (y,)nen+ € sequéncia de Cauchy em @, mas néo converge em Q, convergindo em R\ Q,
logo @ ndo é completo. Sao exemplos de espacos completos: R, C,R",C", paratodon € N. W

Em dimensao finita, os principais espagos de Hilbert sdo (R, (-,-)), (C,{(-,-)), (R",{-,-)),
(C",(-,-)), paratodo n € N, onde o produto interno (-, -) é o produto interno euclidiano. (HOFF-
MAN; KUNZE, 1971)

J4 em dimensao infinita (KREYSZIG, 1978), definimos o espaco das sequéncias com qua-

drado somavel como
(*(N) = {(xn)neNaxn eC: Y > < oo} ,
n=0

e o espago das fun¢des com quadrado integravel

L*([0,1]) = {f: [0,1] = C: /01 |f(x)\2dx<oo}.

De fato, os principais espacos de Hilbert em dimensdo infinita podem ser representados por
(£2(N>7 <'7 '>€2> ¢ (LZ([()? 1])7 <'7 '>L2>’ onde

((Xn)ns n)n) 2 = f‘,x—nyn e (f(x),g(x))2 = /O ] F(x)g(x)dx.
n=0

Espaco Dual

Seja V um espago vetorial sobre o corpo C. Uma aplicacdo linear f : V — C é chamada de
funcional linear. O espago dos funcionais lineares é¢ denotado por V* e é chamado de espaco
dual de V. (HOFFMAN; KUNZE, 1971).

Seja H um espaco de Hilbert (KREYSZIG, 1978). O espago dual de # é definido como o
espago dos funcionais lineares de # em C e denotado por

H* ={¢: H — C; ¢ é um funcional linear}.

Teorema 2.1.7 (Teorema de Representacdo de Riesz). [(KREYSZIG, 1978)] Seja H espago de
Hilbert e @ € H* um funcional linear. Entdo existe um uinico vetor v € H tal que, para todo

ueH,
O(u) = (u,v).
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Corolario 2.1.8 (KREYSZIG, 1978)). O espago dual H* é isometricamente isomorfo ao es-
paco de Hilbert H, denotando-se para isto H = H*. Em outros termos, para cada v € H,

existe um vnico funcional linear @ € H* e ||Q|| 1« = ||V|] -

Utilizando o Coroldrio 2.1.8, € possivel mostrar que todo espaco de Hilbert em dimensdo
infinita é isometricamente isomorfo a alguma variacio dos espacos ¢ ou L2, o que facilita

bastante o trabalho.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Muitos dos principios, ou leis, que descrevem o comportamento do mundo natural sdo rela-
¢oes envolvendo taxas e variagdes. Em termos matematicos, as relacdes sdo equagdes e as taxas
sdo suas derivadas. EquacOes contendo derivadas sdo frequentemente chamadas de equagoes
diferenciais.

Uma lei fisica que governa o movimento dos corpos € a segunda lei de Newton, que esta-
belece que a massa do objeto vezes a aceleracdo € igual a for¢a exercida sobre o objeto. Em
termos matemadticos, a lei € expressa pela equacdo F' = ma, onde m € a massa do objeto, a € a
aceleracdo e F' € a forca exercida sobre o objeto. A aceleracdo a € a taxa de varia¢do instantanea

da velocidade v, ou seja, a = dv/dt, e a segunda lei de Newton pode ser reescrita como

dv
F=m(=).
(%)

A solucdo de uma equacdo diferencial pode existir ou ndo. Caso exista, pode ser unica ou
ndo. A ordem da equacdo diferencial € a ordem da derivada de maior grau que aparece na
equagdo. A solugdo de uma equacgdo diferencial de ordem n conterd n constantes.

As equagdes diferenciais costumam ser bem mais dificeis de resolver do que as equagdes
algébricas comuns. A excecdo das equagdes separdveis, a resolucdo de cada tipo diferente de

equagdo sem o conhecimento de uma técnica € uma tarefa complicada.

Equacdes Separaveis
Uma equagdo de primeira ordem geral é dada por (BOYCE; DIPRIMA, 2009)

dy

a_f()@y)? (21)

que pode ser linear ou ndo linear. Caso seja ndo linear, ndo ha um método universal aplicdvel
para resolver as equacdes. O método de solucdo de equagdes separdveis, quando puder ser
aplicado, resolve a equacdo por integracdo direta. Para identificar essa classe de equacoes,

reescremos a equacao (2.1) como

d
M(x,y) +N<x,y>d—§ —0, 2.2)
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com M(x,y) = —f(x,y) e N(x,y) = 1 nesse caso, existindo também outras formas de fazé-lo.

Se ocorre que M é apenas funcdo de x e N € apenas funcao de y, a equagdo (2.2) torna-se

d
M(x) +N (y)d—)yc =0. (2.3)

Tais equacdes sdo ditas separdveis, pois se forem escritas da forma
M(x)dx+N(y)dy =0, (2.4)

entdo os termos podem ser colocados em lados opostos da equacdo, e a forma diferencial
(2.4) tende a suprimir a distingdo entre varidveis dependentes e independentes. Uma equa-
cdo separavel pode ser resolvida integrando-se as fungdes M e N. Para mais detalhes, veja
(BOYCE; DIPRIMA, 2009).

Exemplo 2.2.1. (BOYCE; DIPRIMA, 2009) Considerando a equacao

dy

dx 1—y%’

podemos reescrevé-la como (1 —y?)dy = x?dx, e utilizando a regra da cadeia, temos

/(1 —y*)dy = /xzdx,

3 x3

y —_
y 3+Cl_3+627

como ¢ € ¢ sdo constantes arbitrarias. Por fim, a solu¢do de tal equacdo € dada por

0 que nos da

X +3y—y  =c¢,

com ¢ = 3(c — ¢1) sendo uma constante arbitraria. W

2.3 PROBABILIDADE

2.3.1 Variaveis aleatorias

Um conjunto £ que consiste em todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio
€ chamado espago amostral (SPIEGEL, 1977). Cada resultado é um um ponto amostral. Um
evento é um subconjunto A do espaco amostral 2, ou seja, € um conjunto de resultados possiveis.
A cada evento A na classe C de eventos associamos um nimero real P(A), ou seja, P: C — R,
entdo P é chamada funcdo de probabilidade, e P(A) é a probabilidade do evento A, satisfazendo:

1. Para todo A da classe C, tem-se P(A) > 0;

2. Para o evento certo Q da classe C, vale P(Q) = 1;
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3. Para uma sequéncia de eventos mutuamente excludentes Ay, Az, ... em C, tem-se

P(A] UAZU"') :P(A])+P(A2)+"‘.

Proposicao 2.3.1. (SPIEGEL, 1977) Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
1. Se A| C Ay entdo P(A1) < P(Ay) e P(A2\ A1) = P(A2) — P(A)).
2. Para todo evento A, tem-se 0 < P(A) < 1.
3. P(0)=0.
4. Se A€ é 0 complemento de A em Q entdo P(AC) = 1 — P(A).
5. Se A=A UAU---UA,, onde AiNAj =0, para 1l <i,j<n, entdo

P(A) = P(A1) + P(A2) + -+ P(Ay).
6. Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Considerando A e B dois eventos com P(A) > 0, definimos a probabilidade condicional de
B, dado A, ou seja, a probabilidade de ocorréncia de B, dado que A ocorreu, por
P(ANB
P(B|A) = g
P(A)

Exemplo 2.3.1. A probabilidade da jogada de um dado resultar em um ndmero menor que 4,
considerando B = {x:x <4} ={1,2,3}, é dada por

I 1 1 1

PB)=P(1)+P2)+P3)==-+-+—-=—.

(B)=P(1)+P(2)+P(3) = c+2+2 = >

Sabendo-se que o resultado é um nimero impar, considerando A = {x : x é impar} = {1,3,5},
3 1 2 1

temos P(A) = c= 7 Ainda P(ANB) = c= 75 Entdo

P(ANB) 1/3 2
PEV="pmy “12" 3

Assim, o conhecimento de que o resultado ¢ um nimero impar, eleva de % para % a
probabilidade. W

Se P(B|A) = P(B), ou seja, se a probabilidade de ocorréncia de B ndo € influenciada pela
ocorréncia, ou ndo, de A, entdo A e B sdo eventos independentes, o que equivale a
P(ANB) =P(A)P(B).

Para cada ponto x no espago amostral 2, pode-se atribuir um nimero, definindo assim uma
funcdo X : Q — R. Essa fun¢do é chamada varidvel aleatoria (SPIEGEL, 1977).
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Exemplo 2.3.2. Jogando-se uma moeda duas vezes, tem-se o espaco amostral dado por
Q = {HH,HT,TH,TT}. Considerando X o ndmero de "caras"que aparecem, tem-se
X(HH)=2,X(HT)=X(TH)=1eX(TT) =0, ouseja, X(--) €{0,1,2}. &

Uma varidvel aleatéria que toma um numero finito ou enumeravel de valores, como no
Exemplo (2.3.2), € chamada varidvel discreta. Caso uma varidvel aleatéria tome um nimero
infinito ndo-enumeravel de valores, € dita varidvel aleatoria continua. Para mais detalhes, con-
sulte (SPIEGEL, 1977).

2.3.2 Distribui¢cGes de probabilidade

Seja X uma varidvel aleatdria discreta com valores x1,x7,x3,... em ordem crescente (SPIE-
GEL, 1977). Supondo que, para cada k € N, tem-se P(X = x) = f(x¢) a probabilidade de ocor-
réncia de x;. Definimos a distribuicdo de probabilidade por P(X = x) = f(x). Para x = xi, vale
P(X = xx) = f(xx), enquanto para os demais valores de x, f(x) = 0. A distribuicdo de
probabilidade f satisfaz:

L. f(x)=0
2. Y flx) =

Exemplo 2.3.3. No caso da varidvel aleatéria X ser o lancamento de um dado, temos
X(-) € {1,2,3,4,5,6}. A probabilidade de cada face sair é exatamente %, e por conta disso,

a variavel X € dita ser identicamente distribuida. W

A fungdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria X é definida como P(X < x) = F(x),
onde x € R (SPIEGEL, 1977). Ainda,

Fx)=P(X <x)=)_ f(u)

u<x

Para o caso de varidveis continuas, a distribuicdo de probabilidade satisfaz:

L flx) =
2. / flx
A probabilidade de X estar entre os ntimeros reais a e b € definida por
b
Pla<X <b)= / F(x)dx
a

Por sua vez, a funcdo de distribui¢do F(x) para uma varidavel aleatéria continua é definida
por
X
F(x) = P(X <x) = P(—o0 < X <x) = / F(u)du
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Um dos mais importantes exemplos de distribui¢do continua de probabilidade € a distri-
buicdo normal, ou distribuicao gaussiana (SPIEGEL, 1977). A funcdo densidade para esta

distribuicdo € dada, para —oo < x < oo, por

R e =]

onde u e G sdo, respectivamente, a média e o desvio padrao. A fungdo de distribui¢do corres-

pondente é

F(x)=P(X <x)= th_ mp(—3;#ﬁ)dv

Nesse caso, diz-se que a varidvel aleatéria X € distribuida normalmente com média u e
variancia 62. Se Z é a variavel padronizada correspondente a X, isto &, se
X —
z=""#H
o
entdo a média ou valor esperado de Z é zero e a variancia € 1. Assim, podemos reescrever a

funcdo densidade, de Z nesse caso, tomando u =0 e ¢ = 1, de onde

chamada de distribuicdo de densidade normal reduzida. A funcdo de distribuicdo correspon-

dente é dada por

F(z) =P(Z<z)

Sejam X e Y varidveis aleatorias discretas (SPIEGEL, 1977). Se os eventos X =xeY =y

= / e du.

sdo independentes para todo x e todo y, entdo dizemos que X e Y sdo varidveis aleatdrias in-
dependentes. Nesse caso, temos P(X = x,Y =y) = P(X =x)P(Y = y). Caso estas varidveis
sejam identicamente distribuidas, elas pertencem a classe muito util de varidveis aleatdrias in-

dependentes e identicamente distribuidas, i.i.d..
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3 OPERADORES DE SCHRODINGER

3.1 INTRODUCAO

A fisica de matéria condensada de um elétron € uma simplificacdo que tem tido um sucesso
notavel na descri¢do de certas propriedades dos cristais. As no¢des bésicas de materiais isolan-
tes, condutores e semi-condutores podem ser explicadas pelo espectro de energia de um tnico
elétron que se move sob a influéncia de um arranjo periédico de dtomos e o principio de ex-
clusao de Pauli (MASSIMI, 2005). O ultimo determina a ocupagao dos estados por elétrons
nao interagentes. No modelo de um elétron, a interagc@o entre os elétrons € negligenciada e as
propriedades espectrais e de transporte do material sdo descritas pelo modelo de uma particula
do operador Hamiltoniano de Schrodinger.

De fato, em condutores e semi-condutores, elétrons livres t€ém que partilhar o espaco total
disponivel no interior do material - e por isso seus niveis de energia se empilham criando uma
estrutura de bandas a partir de cada nivel de energia atdmico. Muitas propriedades mecanicas,
elétricas, magnéticas, opticas e quimicas dos solidos sdo consequéncias diretas da repulsao de
Pauli entre elétrons livres ou semi-livres (MASSIMI, 2005).

Descrevendo a evolucdo temporal do elétron, a equacdo de Erwin Schrodinger dependente
do tempo é dada, conforme (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), por

2

B (1.3) =~ A1) 4V (W), G.1)

onde ¢ € a varidvel temporal, x € a varidvel espacial e h = % =1,05457 x 10~34J5 é a constante
de Planck dividida por 2n. O operador Hamiltoniano H serd, por simplicidade tomando m =

h =1, escrito como
HY = (—A+V(x))¥(t,x). (3.2)

Ainda, é possivel reescrever a equagdo (3.1) usando o operador H como sendo HY =i %‘P para
o qual o problema de existéncia e unicidade das solucdes da equagdo (3.1) com o estado inicial
¥y = ¥(0,-) dado podem ser reduzidos ao problema do estabelecimento da auto-adjunticidade
para o operador linear H, ou seja, se o operador for hermitiano estd garantida a existéncia e
unicidade de solu¢des com estado inicial Wy.

A equacdo de Schrodinger (3.1) tem raizes no modelo ondulatério da mecénica quantica,
e por (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), comega-se da ideia que uma particula livre se
comportaria como uma onda plana e poderia entdo ser descrita por uma fungdo de onda y da

forma
W(r,x) = Aeter),

para todo f € R e para todo x € R¢, a qual se propaga com velocidade constante % = ‘—(,3 € (0,00)

na direcio k € R?\ {0}. O A da equaciio é um niimero complexo nio nulo que representa a



Capitulo 3. OPERADORES DE SCHRODINGER 25

constante de normalizacdo. Usando algumas das leis fundamentais da teoria quantica, a saber,

a equagdo de Finstein £ = h e a relagdo de Broglie para o comprimento de onda

._2_7t_ 2nh

= — 33

onde v
mlv

k=— 3.4

P (3.4)

chega-se a equacdo (3.1) quando se quer determinar a evolucdo temporal de y comecando de
algum estado inicial yy. Com efeito, por (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), a energia
mecénica total E de uma particula de massa m em termos da energia potencial V (x), sendo p o

momentum da particula, é
2

p
E=—+V(x). 3.5
2m V() (3-5)
Usando a equacao (3.4), temos
p=my|= —mli‘}'ﬁ:kﬁ, (3.6)

ou seja, p = kh, e pela equacgao (3.6), a equacgao (3.5) fica
(fik)*
2m

Nos termos da equagdo (3.7) (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), € particularmente dificil

de escrever uma equacdo de onda para uma particula por conta da energia potencial, por isso

ho =

+V(x). (3.7

a ignoraremos por enquanto. Se a particula tem massa nula, por exemplo um féton, entdo a

equacgao de onda eletromagnética seria apropriada, isto €, a equacao de movimento é

Pty 1P
ax2 2 o2

(3.8)

onde {(z,x) é a amplitude dependente do tempo e do espaco (campo elétrico ou magnético) da

onda, e ¢ é a velocidade da luz. Uma solucdo da equacdo (3.8) € a onda plana
§(t,x) = Aeitr), (3.9)

pois 0 movimento de onda sempre é descrito como fung¢do de (x — |v|¢), onde |v| é a velocidade

da onda, e ® = |v||k|. Para ondas eletromagnéticas, |v| = ¢, a velocidade da luz.

Por (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), aplicamos a equacdo (3.8) ao caso de uma
particula material (massa ndo nula), mas, por simplicidade, continuemos com V (x) = 0, caso
denominado de "particula livre". Substituindo a amplitude {(¢,x) pela fungéo de onda y(¢,x),
considerando ¢ — v e assumindo uma solugdo tipo onda plana andloga a equacdo (3.9), inseri-
mos esta solugdo na equacdo (3.8), e apds dividi-la por y(z,x) de ambos os lados da equagio,
obtemos

(i) = 5 (~i0)",
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o0 que é inconsistente com a equacio (3.7) pois, com V(x) = 0, k> > ® e nio ®’. Para obter

apenas a primeira poténcia de ®, devemos derivar y(¢,x) apenas uma vez com respeito ao
9%¢(1,x)

tempo. Isto resulta na modificacdo da equagdo (3.8), alterando {(,x) por y(z,x) e =25~ por
oy(t.x)
P obtendo
Py(t,x)  oy(r,x)
- =K : 3.10
o o G-10)
onde K € uma constante. Inserindo a equacgao (3.9) na equacao (3.10) e isolando K,
(iAo — OVX) QW) s o)
ox2 ot ’
que nos da
k2
K - .
i
Mas, da equagdo (3.7), com V(x) = 0, temos que hm = % implica em % = %”, assim
% 2m
= —]—
h
e portanto
%y (t,x) 2m oy (t,x)
LA\ SAPAN St o VLA 3.11
o hoa G-
Multiplicando ambos os lados por —% temos
h? 9%y(t,x) ay(t,x)
—— = i 3.12
2m  ox? o (3.12)

Esta equacgdo da onda, conforme (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008), € aplicdvel somente
a uma particula livre, isto €, uma particula para a qual o comprimento de onda de de Broglie é
constante por toda a parte. O comprimento de onda de de Broglie € constante pois a energia total
¢ presumidamente constante, entdo a energia cinética, e portanto o momentum, sdo constantes.
No caso de uma energia potencial constante, ainda é simples, pois o comprimento de onde de
de Broglie é constante, e V(x) = 0 é um caso particular de V(x) = Vjy = s constante. Portanto

podemos, sem restricdes, escrever

n? o? oy(z,x)
————+V t,x) =ih————= 3.13
(- 3o V0 ) wle) =t Y, a.13)
que € consistente com a equagio (3.7) com V(x) no lugar de V. Em mecéanica quéntica, quanti-
dades observéveis como a energia, momentum € posi¢ao sao representadas por operadores. Nao
¢ um grande salto trocar em (3.13) Vj por V(x), para entdo obter a forma unidimensional da
equacdo de Schrodinger dependente do tempo apresentada em (3.1),

., 0 h? 02
lﬁg\lf(t,x) = <—%@ —|—V(x)> y(z,x). (3.14)
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Exemplo 3.1.1 (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008)). Por simplicidade vamos considerar o
exemplo em que x € R dado por y(x) = Bsen(k-x) 4+ C cos(k - x), numa caixa rigida satisfazendo
y(x) =0 se x < 0oux>a. Suponhamos também V(x) = 0. Por continuidade, temos y(x =
0)=y(x=a)=0,logoy(x=0)=C=0e y(x=a)=Bsen(k-a) =0, de onde ka = nm, ou
. T 2t 2a E
seja, k, =n—deonde E, = — = —,coma=n—e¢e
a " n 2

Y(x) = Bsen(k- x). (3.15)

Escrevendo y como uma série de Fourier, temos

\V(Z‘,X) = i Cn\lfn<t7x)7

n=0
com
W, (t,x) = Bsen(ky - x)e ™", (3.16)
eikn~x _ efikn-x

Como sen(k, -x) = — temos

1

B ikyx—or)  —i(kyxtror)
Wn(t,x)zz<e wx—on) _ p=ilks ) (3.17)

Como y € uma func¢do senoidal, sua segunda derivada também € uma funcio senoidal e satisfaz

2 2 .
IV (319) S (Bsentk-X)) __japeonhx) = —kPy(x),

ox2 ox?
de onde .
X
;)’Cg ) _ ey, (3.18)
Fazendo V (x) = 0 em (3.5), por (3.6) e (3.7), temos
Eogpv— P K
N 2m 2m’
logo
2mE
2= % (3.19)

e como supomos V(x) = 0, na verdade temos E = K, onde K é a energia cinética, de onde,

usando (3.19), a equacao (3.18) se torna

9 2mK
- W __ T, (3.20)

Para um potencial V(x) ndo nulo, temos que K = E — V (x), logo

2y(x m(E —V(x
oY) 2m(E V())\px

o2 h? ()

nos da
h? 02
(—%W%—V(x)) Y(x) = Ey(x) (3.21)

que é, restrita ao intervalo [0,a| € R, a equagdo de Schridinger independente do tempo unidi-
mensional, que é obtida resolvendo a equacdo (3.1) por meio da separacdo de varidveis, como

em(??). A
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Para o caso de maior dimensao, digamos d, segundo (BURKHARDT; LEVENTHAL, 2008),

o operador diferencial de segunda ordem da lugar ao operador Laplaciano
d a2
A=V>=Y

27
= ox;

e a equacdo de Schrodinger independente do tempo € escrita como

ﬁ2
<—%A+V(x)) y(x) = Ey(x). (3.22)
2
Escrevendo o operador Hamiltoniano como H = — 2—A +V(x), entdo a equagdo (3.22) é de
m

fato uma equacdo de autovalores (e autovetores) para H, que pode ser escrita de forma resumida
simplesmente como

Hy(x) = Ey(x). (3.23)

A funcdo de onda y deve satisfazer uma equacdo diferencial de primeira ordem em ¢, a

saber, Equacdo (3.2), a qual € linear pelo principio de superposi¢ao para ondas. Além disso, as

funcdes de onda assumem valores complexos. O Laplaciano —A, agindo somente no espago

da variadvel x, representa a energia cinética %m|v|2, enquanto a funcdo V, chamada de potencial,

incorpora a energia potencial induzida por um campo externo e assume, portanto, valores reais.

3.1.1 Resolvendo a equacéo de Schrédinger

Utilizando o método de separagdo de varidveis, conforme (HINZ, 2004), podemos escrever
W(r,x) = A k00 = f(ryu(),
para f(1) = vAe ™ e u(x) = VAe!*¥) Entdo, para (fo,x0) € R'*¥ com y(f9, x0) # 0, temos

VAe i pilk-x0) _ Wy(t,x0) :\lf(f,x0>
eilkxo) VAeilk-xo) u(xo)

u(x) _ \/Zei(k'x)e_iwto _ W(IO,X) _ W(tO,x)
T VAo flo)
de onde f € CY(R) e u € C*(RY). Além disso, segue %w(r,x) = fl(t)ulx) e

Ay(t,x) = A(f(t)u(x)) = f(t)Au(x). Avaliando em (3.2), temos

f(t) =

if (u(x) = (—A+V(x)y(t,x)
= —Ay(t,x)+V(x)y(t,x)
= —f(0)Au(x) + f()V (x)u(x)
= f(O) (=A+V(x))ulx),

e para x = xo, tal que u(xp) # 0, f satisfaz a equagdo diferencial ordindria

) =i Au(xo) ;(‘;(SCO)M(XO)

f(t) =—iEf(1),
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onde
~ —Au(xo) +V (x0)u(xo)

b= u(x0)

cujas solugdes gerais sdo do tipo f(t) = ce'E!, para ¢ € C\ {0}. Estas solug¢des gerais caracte-

Y

rizam completamente a fungdo com relacdo ao tempo.
Como if'(t)u(x) = f(t) (—A+V(x))u(x), ao substituirmos f’(¢) obtemos

i(—Ef(2))u(x) = f(1) (=A+V(x)) u(x),

de onde vem
—Au(x) +V(x)u(x) = Eu(x), (3.24)

para todo x € R?, ou seja, a funciio u satisfaz a equacdo de Schridinger independente do tempo.

Definicao 3.1.1 ((LIMA, 2008)). Seja f : R — R. Dizemos que f € limitada se existe algum
K >0tal que |f(7)| <K, paratodo t € R.

Pela Defini¢do 3.1.1, a evolucao temporal dada por f € limitada se, e s se, o autovalor E é

real, uma vez que

01 = e 1] = oo E SN | = S50

)

e |e3 (E)t| s6 ¢ limitado se 3(E) = 0. Essa é uma situacao fisicamente relevante. Para um maior
aprofundamento, consulte (HINZ, 2004). Vale mencionar que os autovalores sdo de fato reais,

uma vez que o operador é auto-adjunto.

3.1.2 Autovalores e Autoestados

Quando um operador € autoadjunto, seus autovalores sdo sempre reais (KREYSZIG, 1978).
De fato, considere Hy = Ey, onde H é um operador Hamiltoniano autoadjunto (Hermitiano),
logo H = H*, temos
(Hy,0) = (V. H" ) = (W, H).
Por defini¢do, temos

i = (vow) = [ Ww(d,

entao

E|[yl* = E(w,¥) = (y,Ev) = (W, HY) = (Hy, ) = (Ey,y) = E(y,y) = E |y,

assim E = E, e portanto E € R. O niimero E é o autovalor de H associado a autofung¢do y. Em
geral, é muito dificil calcular analiticamente os autovalores e autofuncdes do operador H, toda-
via no caso onde o potencial € dado pelo oscilador harmdnico, o operador exibe explicitamente

seus autovalores e suas autofungdes.
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Exemplo 3.1.2 ((GRIFFITHS, 2004)). Considerando o potencial dado pelo oscilador harmo-
nico

1
V(x) = 5m0)2x2,

onde m é massa e ® € a frequéncia de oscilacdo angular, a equacdo de Schrodinger para este

potencial é dada pela equacdo de autovalores (E) e autovetores ()

h? 1
—— Ay + m(oxw Ewvy.

2m
=y

Py
d&?

Definindo & como

a equacdo de Schrodinger torna-se
= (& —K)v, (3.25)

onde K = h , cujo objetivo € obter os valores permitidos de K, logo de E. Para grandes valores
de &, o que acarreta em grandes valores de x, €2 domina completamente a constante K, e nesse

caso, tem-se a EDO de segunda ordem & dc’;z ~ E2y, a qual tem solugdo aproximada
y(&) ~ Ae 21 Be& 2,

O termo B ndo é limitado quando |x| — oo, logo para valores grandes de &, se espera
y(&) = h(&)e‘éz/z, cujas derivadas sdo

d_\l/ _ (dh %h) _§2/27

d& ~ \dE
dz_w_ (d_zh_zgﬁ+(§2_1>h) ~&/2
de2 ~ \ 42 g ©T
e a equacao (3.25) torna-se
d2
— —2 h=0. 3.26
T LKD) (3:26)

Escrevendo 4 em série de poténcias em &, tem-se
h(€) =ao+am&+aml+---=Y a;&/,
j=0

cujas derivadas termo a termo sao

dh o .
e =a) +2amE+3a3E2 + - = Zjajﬁj_],
=0

d*h o _
72 =2ay+23a36+34a,8% + = Y (j+ 1) (j+2)a;428/,
j=0
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e substituindo na equacgdo (3.26), tem-se

o)

Z ((j+1)(j+2)aj+2—2jaj+(K—1)aj)§j =0.
j=0

Uma vez que a expansio em séries de poténcias € escrita de forma tnica, o coeficiente de cada
poténcia de § deve anular-se, ou seja, (j+1)(j+2)aji2—2ja;+ (K —1)a; =0, de onde vem

2j+1-K
Ajy) = ——F4aj. (3.27)
DG+
Para os coeficientes pares, tem-se
_ (1-K) _(5-K) (5-K)(1-K)
ay = > ap, a4 = 12 a = 24 aop,
e para os impares
_ (3-K) _(7-K) (7T-K)(3—-K)
as = 6 a, as = 20 asz = 120 ai,

e a solucdo completa € descrita como

h(8) = hpar(8) + himpar(5),

para a qual,
hpar () = ao+axE? + as€* + - - |

himpar(&) =a&+az&+asé +- -,

onde hpar(§) é uma fungdo par de & escrita sobre ap e hl’mpar(&) é uma funcdo impar de &
escrita sobre a;. As constantes arbitrarias sdo as condicOes iniciais da equacdo diferencial de
segunda ordem.

Para valores de j muito grandes, a férmula de recursdo consiste, aproximadamente, em
ajo & %a j» com solu¢do aproximada a; ~ %, para uma constante C, o que produz, para

valores grandes de &, em que os termos de maior poténcia dominam,

- 1 ; i Y
h(§) ~ C];) &~ CZ ﬁﬁzf ~Ce

(J/2)! =0

Para solugdes fisicamente aceitdveis, a série de poté€ncias deve convergir, todavia se & se com-
portar como exp(&?) teremos um comportamento indesejado, e deve-se truncar a série da forma
que segue. Para algum determinado n tal que a,;2 = 0, a série hy,, serd truncada e a série
himpar serd nula se n for par, e vice-versa se n for impar. Para solugdes fisicamente aceitéveis,

K =2n-+1paran € Z", o que significa que a energia (os autovalores) sio, paran € Z*,

1

uma vez que K = %
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.. , ~ L —2(n—7j
Para os valores permitidos de K, a férmula de recursdo nos dd aj;, = %

para n = 0, temos ho(E) = ap, logo o autoestado associado ao autovalor Eq é yo(§) = age 512,

aj, logo

Para n = 1, tem-se h(§) = a1&, logo o autoestado associado ao autovalor E; é dado por
yi(€) =are &2

Em geral, h,(§) serd um polindmio de grau n em &. A menos de ap ou aj, esses polindmios
sdo chamados polinémios de Hermite, H,(§). O autoestado y,, associado ao autovalor E,, para

o oscilador harmonico é dado por

vl = (22)° ﬁm(&)e‘*f”- .

Para maiores detalhes, veja (GRIFFITHS, 2004).

3.1.3 Operadores de Schrddinger Discretos

Os operadores de Schrodinger discretos sdao definidos num espaco de sequéncias, a saber, o
espaco de Hilbert
(24 = {u .24 - C; Z lu(n)|* < 00} ,
nezd

cuja norma € denotada por
1

2
lull = (Z |u(n)|2> -
nezd
Quando uma particula se move no reticulado Z¢, supondo que ||u|| = 1, a probabilidade

de encontrarmos tal particula no ponto n € Z¢ é dada por |u(n)|?, onde u(n) é uma sequéncia

indexada por Z¢. E conveniente equipar Z¢ com a norma

d
[nlls =Y Iyl
v=1

Esta norma reflete a estrutura de reticulado de Z¢. Dois vértices n e m de Z¢ sdo conectados
por uma aresta, se eles forem vizinhos préximos, ou seja, se ||n —m|; = 1. Paran,m € Z% a
norma ||n —m||; dd o comprimento do menor caminho, ndo necessariamente tinico, entre n e m.

O operador Hy, a energia cinética, é o andlogo discreto de —A, a saber

Hou(n) = — Z (u(m) —u(n)).

[m—nl1=1

Este operador é chamado de Laplaciano discreto para o reticulado Z¢. Sua representacio
matricial € dada por
1 sefli—jlhi =1,
Ho(i,j) =< 2d sei=j,

0 caso contrario,
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ou seja,

-1 2 -1 0
Hy= o -1 2 -1 0 (3.28)

para o caso unidimensional. Por simplicidade, consideramos H, = Hy — 2d1, assim o operador

de Schrodinger discreto unidimensional € dado por

H=-H)+V = 0 1 Vy 1 0 : (3.29)

I Vi 1 0 V(n—1) WY(n-1)
0 1 Vy, 1 0 Voo |=E| v |- (3.30)
0 1 Vi 1 Y(n+1) Y(nt1)

O operador é representado pela equacio de recorréncia, para n € Z e y € £%(Z), dada por

[HY] () = V1) V)W) + Vit (3.31)

cuja equacdo de autovalores e autoestados é dada por

Vo) V) Vo) + V1) = EVY)- (3.32)

3.2 OPERADORES DE SCHRODINGER ALEATORIOS

Todos os nossos espacos de Hilbert sdo assumidos separaveis, isto €, dotados de um sub-
conjunto denso enumeréavel (KREYSZIG, 1978). N6s os denotaremos por H com seu produto
interno sendo denotado por (-, -).

Um vetor aleatdrio v em um espago de Hilbert 4 é uma aplicagio v: Q — # de modo que

v(u) seja uma varidvel aleatéria, para qualquer u € # (HISLOP, 2005).
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Seja D um subespaco vetorial denso de 4. Um operador aleatério com dominio D é uma
aplicagdo A do conjunto de realiza¢des Q no conjunto de operadores lineares em #, de modo
que D esteja no dominio de A com probabilidade um e que Au é um vetor aleatério em # para
todo u € D. Além disso, se (Au,v) = (u,Av) para todo u,v € D, dizemos que A é auto-adjunto
(HISLOP, 2005).

Nas ultimas décadas, os operadores de Schrodinger aleatdrios, que se originaram na fisica
da matéria condensada, foram estudados intensamente e de forma muito produtiva (KIRSCH,
2008). A teoria estd na interface de uma série de campos matematicos: a teoria dos operadores,
as equagoes diferenciais parciais, a teoria das probabilidades, em particular o estudo de proces-
sos estocdsticos, o de passeios aleatdrios € 0 movimento browniano em um ambiente aleatdrio.

Os operadores de Schrodinger aleatérios modelam sélidos desordenados (HISLOP, 2005).
Os solidos aparecem na natureza de vdrias formas, sendo que em alguns casos sdo (quase)
totalmente ordenados. Nos cristais, os atomos ou os nucleos sdo distribuidos em uma rede
periédica (digamos a rede Z¢ por simplicidade) de uma maneira completamente regular.

Vamos assumir que uma particula (elétron) no ponto x € R? é estimulada por um potencial
da forma ¢ f(x — i) devido a um 4tomo (ou fon, ou niicleo) localizado no ponto i € Z¢. Aqui,
a constante g (carga ou constante de acoplamento, em termos fisicos) poderia ser absorvida na
funcdo f. No entanto, uma vez que vamos variar essa quantidade de dtomo para dtomo mais
tarde, € util escrever o potencial da forma acima. Entdo, em um cristal regular, nossa particula

estd exposta a um potencial total

Vi)=Y qf(x—i). (3.33)
i€z4
A funcdo f € chamada de potencial de um unico sitio para distinguir do potencial total V
(KIRSCH, 2008). O potencial V em (3.33) é periédico com respeito ao reticulado Z¢, ou seja,
V(x—i)=V(x) paratodox € R e i c Z¢.

A maioria dos s6lidos nao constitui um cristal ideal (HISLOP, 2005). As posicoes dos ato-
mos podem se desviar das posicdes de rede ideais de maneira nao regular devido a imperfei¢des
no processo de cristalizagdo. Ou as posi¢des dos dtomos podem estar completamente desorde-
nadas, como € o caso em materiais amorfos ou vitreos. O sélido também pode ser uma mistura
de vérios materiais, como € o caso, por exemplo, de ligas ou semicondutores dopados (com im-
purezas intencionalmente introduzidas com propdsito de modificar suas propriedades elétricas).
Em todos esses casos, parece razodvel considerar o potencial como uma quantidade aleatdria.
Por exemplo, se o material for puro, mas as posi¢cdes dos dtomos se desviam das posi¢des da

rede ideais aleatoriamente, podemos considerar um potencial aleatério da forma
Vo) = ) qf(x—i-&(w)). (3.34)
i€z4

Aqui, &; sdo varidveis aleatdrias que descrevem o desvio do i-ésimo dtomo da posi¢do i da rede

(KIRSCH, 2008). Pode-se, por exemplo, assumir que as varidveis aleatorias sdo independentes
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e identicamente distribuidas. O sub-indice ® do potencial V aparece para deixar claro que Vj,
depende dos parametros aleatdrios (desconhecidos).

Para modelar um material amorfo como vidro ou borracha, assumimos que os dtomos do
material estdo localizados em pontos ®; completamente aleatérios no espaco. Esse potencial

aleatdrio pode ser formalmente escrito como

Vo(x) = Y qf(x— oi(0)). (3.35)
i€zd

Em resumo, sabe-se, de acordo com (BLOCH, 1929), que, com probabilidade um, as confi-
guracdes periddicas geram solucdes periddicas para a equacdo de Schrodinger, que possibilitam
a particula transitar por toda extensdo da rede cristalina, de onde se obtém bons condutores de
eletricidade, calor, etc. Por outro lado, sabe-se, por (ANDERSON, 1958), que, também com
probabilidade um, as configuracdes desordenadas confinam a particula em regides finitas da
rede, o que sugere maus condutores ou isolantes.

O modelo mais popular de um sélido desordenado e, também, o melhor entendido (KIRSCH,
2008), € o potencial de tipo liga (ver Equagdo (3.36) abaixo). Ele modela uma liga ndo orde-
nada, isto €, uma mistura de varios materiais cujos atomos estdo localizados em posi¢des da
rede. O tipo de 4tomo no ponto i da rede é assumido como aleatério. No modelo, consideramos
que os diferentes materiais sdo descritos por diferentes cargas (ou constantes de acoplamento)

gi. O potencial total V € entdo dado por

Vo(x) =Y. qi(®)f(x—1). (3.36)
i€zd

As g;’s sdo varidveis aleatérias que assumimos serem independentes e identicamente dis-
tribuidas (KIRSCH, 2008). Suas imagens descrevem os possiveis valores que a constante de
acoplamento pode assumir na liga considerada. O modelo fisico sugere que existe apenas uma
quantidade finita de valores que as varidveis aleatdrias podem assumir. No entanto, nas provas
de alguns resultados, temos que assumir que a distribuicao das varidveis aleatérias g; é continua
(ou mesmo absolutamente continua) devido a limita¢des das técnicas matemadticas. Pode-se
argumentar que essa suposi¢do € aceitavel como puramente técnica.

Para um dado o, o potencial Vi (x) é uma fung@o relativamente complicada. Entdo, pode-se
perguntar: qual é a vantagem de "tornd-lo aleatério"? Com a introdugdo de varidveis alea-
térias, mudamos implicitamente o nosso ponto de vista. Dificilmente estaremos interessados
em propriedades de Hg, para um unico ® dado. Em vez disso, olhamos para as propriedades
"tipicas"de Hg, (KIRSCH, 2008). Neste texto, nos restringiremos a um sistema relativamente
simples, conhecido como o modelo de Anderson. Para este caso, o espaco de Hilbert € o espaco
de seqiiéncias ¢>(Z¢) e o operador A é um operador de diferenca finita (Laplaciano discreto).
Chamaremos esta configuracdo do caso discreto em contraste com os operadores de Schrodin-
ger em L?(IR%), que chamamos de caso continuo.

Sao exemplos de operadores de Schrodinger aleatorios, conforme (HISLOP, 2005):
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(1)

(ii)

Modelo de Anderson:

O modelo mais simples que descreve a propagacdo de um tnico elétron em um cristal
perturbado aleatoriamente € chamado de modelo tight-binding de Anderson. Os atomos
s@o considerados como atuando no elétron em um unico local e pequenas distancias sdo
eliminadas ao restringir o movimento de elétrons aos pontos da rede Z¢. Isso elimina
distancias curtas e fornece um corte de alta energia para a energia cinética livre. Conside-
ramos um operador da forma

H=-A+ CV£ )

definido em ¢2(Z?) para d > 1. O Laplaciano discreto é definido por

Af(n)= Y (f(n)—f(m)).
n—m|=1
Este operador descreve a energia cinética de um elétron que se desloca na rede. Pela
transformada de Fourier, descobre-se que o espectro é puramente absolutamente continuo
e éigual a 6(A) = [-2d, 2d]. Os potenciais tipo Anderson V{} sio construidos como segue.
Considere a familia {®; : i € Z¢} de varidveis independentes e identicamente distribuidas
com fungdo de distribui¢do g(®) > 0, que assume suporte limitado. Por simplicidade,
seja supp(g) = [—1,1]. O potencial V4 é definido por

Vio f(m) = @uf (m),

para m € Z4. Muitas vezes é conveniente adicionar uma constante de acoplamento { em
frente ao potencial que mede a forca da interacdo e, como tal, ¢ uma medida da desordem

do sistema. Para quase todo ponto ® € €, o espectro de H € dado por

6(He) = [-2d —(,2d + ).

Modelo de um elétron:

Existem vérios modelos de relevancia fisica que descrevem o comportamento de um
Unico elétron em meios perturbados aleatoriamente. Temos a escolha de um operador
Hj e do potencial aleatdrio V. A situagdo mais conhecida € quando o operador Hy €
dado por Hy = —A+ V), onde V), € uma fungdo periddica em R<. Este operador ndo
perturbado descreve um tnico elétron que se move em uma rede infinita e periddica. A
perturbagdo aleatéria basica é um potencial do tipo Anderson. E descrito por uma fa-
milia de fungdes u;, com i € 74, chamado de potencial de uinico sitio, e constantes de

acoplamento {w; : i € Z?}. O potencial é definido por
Vo(x) =Y ou(x).
i€z

O operador fica descrito como H = (—A+V),,) + V. Como exemplos de modelos de

um elétron, podemos citar:
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a)

b)

c)

d)

Modelo Breather:

Considere um potencial de um tnico sitio com suporte compacto. Nos exigimos
uma condi¢@o repulsiva para u: —x-Vu(x) > 0, e uma condig¢do de limitagao relativa
a matriz Hessiana de u. Assumimos que as varidveis aleatérias ®; sdo varidveis
independentes e identicamente distribuidas com uma densidade de probabilidade

comum suportadas em algum intervalo positivo. O potencial breather tem a forma

Vo(x) = Z u(;(x—1)).
iczd
Modelo de deslocamento aleatorio:

O potencial aleatério para este modelo tem a forma

Vo(x) = Z u(x—i—§),
iez4
onde as varidveis aleatdrias de valor vetorial {&;(®)} sdo distribuidas em uma bola
de raio R < % Este modelo foi estudado no caso de u < 0 de modo que o potencial
de unico sitio representa um bom potencial. Foi demonstrado que, neste caso, 0 mo-
delo exibe localiza¢do em energias negativas, desde que o parametro semi-cldssico
h, aparecendo no Hamiltoniano como H(h) = —h2A+V,, é suficientemente pe-
queno. O tunelamento quantico desempenha um papel importante na localizagao

dos estados para este modelo.

Modelo de Poisson:

Um dos modelos mais realistas de impurezas distribuidas aleatoriamente em um
cristal perfeito é dado por um potencial de Poisson. Seja X;(®), i € Z, representando
os pontos de um processo estocéstico de Poisson em R?. Suponha que # > 0 é um

potencial de um dnico sitio de suporte compacto. O potencial de Poisson é dado por

Vi (x) = Z u(x —Xi(m)).
i€Z
Modelos Gaussianos:
Esta familia aleatéria de operadores de Schrodinger tem a forma H = Hy + V, com
Hy = —A e o potencial aleatério Vg (x) um processo gaussiano indexado por R¢.
Este modelo foi recentemente estudado e foi demonstrada a auséncia de espectro

absolutamente continuo e provada a localizacdo em energias negativas.

Para mais detalhes, veja (HISLOP, 2005) e suas referéncias.

3.2.1

Localizagc&o de Anderson

Em um trabalho cldssico, (ANDERSON, 1958), estudou-se o problema dos autovalores

e autovetores para Operadores de Schrodinger na situagdo em que o potencial V € aleatdrio,
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ou seja, {v;} é uma familia de varidveis aleatdrias independentes identicamente distribuidas
(v.a.i.i.d.) que, segundo Anderson, é o modelo mais simples que pode conter as principais
propriedade fisicas da dindmica de um elétron em um cristal com impurezas. Um dos principais
interesses nesse modelo consiste no estudo das propriedades de transporte de elétrons num
material.

Anderson concluiu que uma desordem grande (alta aleatoriedade) implica na localizacdo
dos elétrons, ou seja, os elétrons ficam confinados em uma regido finita do espago, fazendo com
que a curva do quadrado do médulo da fun¢do de onda tenha decaimento acentuado. Esse tipo
de material, em geral, se trata de um mau condutor, ja que os elétrons ndo transitam por toda
a sua extensdo. Os resultados de Anderson foram estabelecidos de forma matematicamente
rigorosa em (FROHLICH; SPENCER, 1983) e (DREIFUS; KLEIN, 1989).

Desde o trabalho inovador de Paul Anderson, varios fisicos e matematicos trabalharam so-
bre como medir a natureza tedrica do espectro dos operadores de Schrodinger aleatdrios, ou
seja, sobre propriedades dinamicas dos pacotes de ondas. Em (KIRSCH, 2008, p. 75) ha uma

descricdo detalhada sobre o desenvolvimento da teoria fisica da localizagao.

H4 uma diferenca qualitativa entre os sistemas de desordem de uma dimensao
(d =1) e os de dimensdao mais alta (d > 3). Para sistemas unidimensionais
(desordenados), espera-se que todo o espectro seja puramente pontual. Assim,
existe um sistema completo de autofuncdes. Os autovalores correspondentes
(em quantidade enumerédvel) formam um conjunto denso em X (= Ulai, bi]). As
autofuncdes decaem exponencialmente no infinito. Este fendmeno é chamado
de localiza¢do de Anderson ou localiza¢do exponencial.

A imagem que os fisicos desenvolveram sobre a estrutura espectro de H é apoiada por
argumentos fisicos convincentes e € geralmente aceita entre os fisicos tedricos e apenas uma

parte pode ser mostrada com rigor matemaético até agora.

A localizagcdo de Anderson corresponde a baixa mobilidade dos elétrons em
um sistema. Assim, sistemas desordenados unidimensionais ("fios finos com
impurezas") devem ter baixa ou até mesmo condutividade nula. Em dimen-
sdo arbitrdria, um sistema mecénico quantico ordenado deve ter espectro pura-
mente absolutamente continuo. Isso € conhecido por potenciais peridédicos em
qualquer dimensdo. Assim, em uma dimensdo, um distirbio arbitariamente
pequeno mudard o espectro total de absolutamente continuo para puramente
pontual e, portanto, de condutor para isolante.

De fato, a localizagdo de Anderson numa caixa unidimensional pode ser provada com rigor
matematico para uma enorme classe de sistemas desordenados, vide (BOURGAIN; KENIG,
2005) e (GERMINET; HISLOP; KLEIN, 2005). Prosseguindo em (KIRSCH, 2008, p. 75),

temos

Na dimensio 3, a fisica dos sistemas desordenados é muito mais rica (e,
consequentemente, mais complicada). Enquanto a aleatoriedade ndo for muito
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forte, a localizagdo de Anderson ocorre apenas perto das margens de banda
do espectro. Assim, perto de qualquer faixa de bandas, existe um intervalo
[a,a+ 8] (resp. [a— d,al]) do espectro puramente pontual e as respectivas au-
tofungdes sdo "exponencialmente localizadas"no sentido em que elas decaem
exponencialmente rapido no infinito. Em bandas, espera-se que o espectro seja
absolutamente continuo com pequenas desordens (d > 3). Uma vez que as
autofungdes correspondentes (generalizadas) ndo sdo, de forma alguma, qua-
drado integraveis, fala-se de estados estendidos ou de deslocalizacdo de Ander-
son neste caso. Se a aleatoriedade do sistema aumentar, o espectro puramente
pontual expandird e a parte absolutamente continua do espectro diminuira pro-
porcionalmente. Entfo, de acordo com a intui¢do fisica, ha uma transi¢do de
fase de uma fase isolante para uma fase de conducdo. Um ponto de transi-
cdo entre as fases é chamado de borda de mobilidade. Em um certo grau de
aleatoriedade, o espectro absolutamente continuo deve ser "consumido"pelo
espectro pontual.

Na discussao acima nés evitamos deliberadamente o caso da dimensao espacial d = 2. De fato,
conforme (KIRSCH, 2008, p. 75), esse caso € um pouco mais complicado e ainda ndo se tem

certeza sobre o que ocorre.

A situacdo em duas dimensdes estava sob debate na comunidade de fisica ted-
rica até poucos anos atrds. No momento, em geral acredita-se que temos uma
localizagdo completa de Anderson para d = 2 similar ao caso d = 1. Entre-
tanto, espera-se que o espectro de ponto puro seja menos estdvel para d = 2,
por exemplo, um campo magnético pode ser capaz para destrui-lo.

Em resumo, as propriedades espectrais do Hamiltoniano se relacionam com as propriedades
fisicas da seguinte forma:

1) espectro discreto estd intimamente ligado com localizagdo;
ii) espectro absolutamente continuo estd intimamente ligado com condugao.

Para mais detalhes acerca da localizacio de Anderson, veja (ANDERSON, 1958),
(OLIVEIRA; MARCHETTI, 2004), (OLIVEIRA; PELLEGRINO, 2014) e (STOLZ, 2011).

3.3 OPERADORES DE SCHRODINGER PERIODICOS

Considere o potencial peridédico V (x) em uma dimensao satisfazendo V (x+na) =V (x), para
x € R, onde a € a constante da rede discreta e n € um inteiro (LIMA, 2008). A equacdo de

Schrodinger para autovalores de energia para um elétron é dada por

(—Ax+V (X)) yE(x) = EYe(x). (3.37)

Claramente, a fungdo de onda WYg(x + na) também satisfaz a mesma

equacdo. Assim, por (FUJITA; ITO, 2007), Wg(x + na) se diferencia de Wyg(x) somente por
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uma fase independente de x, ou seja,
Ve (x4 na) = e yg (x), (3.38)

onde k € um ndmero real. A equacgdo (3.38) representa, em uma de suas formas, o Teorema
de Bloch (BLOCH, 1929), a qual gera importantes consequéncias na teoria de conducdo de
elétrons. Considerando que y(x) e y(x+na) satisfazem a mesma equacao, elas so linearmente
dependentes, ou seja,

Y(x+na) = c(na)y(x). (3.39)

Usando 0 mesmo argumento outra vez, obtemos

Y(x+na+ma) = c(na)y(x+ma)
= c(na)c(ma)y(y
=" c(na+ma)y(x).

Como a fun¢do de onda (y(x)) ndo se anula em geral, obtemos
c(na+ma) = c(na)c(ma),

ou seja,
c(x+y) =c(x)e(y), (3.40)

conhecida como equagdo funcional exponencial de Cauchy (KUCZMA, 2009).

Lema 3.3.1 (KUCZMA, 2009)). A equagdo funcional exponencial de Cauchy c(x+y) =
c(x)c(y) tem por solucao geral c(y) = V), onde A : R — R é uma funcao aditiva, ou c(y) = 0.

Demonstracdo. De fato, c(y) = 0 é solugdo da equag@o (3.40), para todo y € R. Suponha que
¢(yo) = 0 para algum yy. Logo,

c(y) = c((y=y0) +y0) = c(y —=yo0)c(yo) =0

para todo y € R, entdo se a fun¢do ¢ se anula num ponto, ela € identicamente nula. Note que
c(x) = €* satisfaz a equagdo (3.40), logo esta admite solugdo ndo trivial. Além disso, a funcdo

c(y) é estritamente positiva. Com efeito, tome por exemplo y = % em (3.40), logo teremos
r t
1) = —+ =
o) = ¢ (2 * 2)
(3)<(3)
= c|lz)clz
2 2
t 2
= [(3)

> 0.
Tomando o logaritmo natural em ambos os membros de (3.40), obtemos

logce(x+y) =loge(x) +loge(y),
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e chamando A(y) = logc(y), verificamos que A(x+y) = A(x) +A(y), ou seja, a fun¢do A é uma
fungdo aditiva. Além disso, c(y) = () ¢ uma solucdo geral para (3.39), o que demonstra o
resultado. L

Em particular, c(y) = €% é uma solucio de (3.40), onde  é uma constante. Como a funcio
Y na equacido (3.38) deve ser finita para todos os intervalos, a constante 6 deve ser um nimero

imagindrio puro 0 = ik, onde k € um nimero real, logo
c(y) = ™. (3.41)

Combinando as equacdes (3.39) com (3.41), obtemos Y (x +na) = e* "y (x), o que mostra o

Teorema 3.3.2 abaixo:
Teorema 3.3.2 (de Bloch). [(KITTEL, 1996)]As solucées da equacdo de Schrodinguer
(=Ac+V(x)) We (x) = AyE (x)
para um potencial periddico V (x) satisfazem
Y (x+r) = " yg (x),

onde r é o periodo da fung¢do de onda Y.

3.4 RETICULADO COLMEIA

Nos cristais, os d&tomos ou os nucleos s@o distribuidos em uma rede periddica (digamos a
rede Z¢ por simplicidade) de uma maneira completamente regular. Conforme (FEFFERMAN;
WEINSTEIN, 2012), vamos assumir que uma particula (elétron) no ponto x € R? é estimulada
por um potencial da forma ¢ f (x — i) devido a um atomo (ou fon, ou niicleo) localizado no ponto
i €74, Aqui, a constante g (carga ou constante de acoplamento, em termos fisicos) poderia
ser absorvida na fun¢@o f. No entanto, uma vez que vamos variar essa quantidade de dtomo
para dtomo mais tarde, € util escrever o potencial da forma acima. Entdo, em um cristal regular,
nossa particula estd exposta a um potencial total
Vx)= ) qf(x—i). (3.42)

i€z4
A funcdo f € chamada de potencial de um iinico sitio para distinguir do potencial total V. O
potencial V em (3.42) é periédico com respeito ao reticulado Z¢, ou seja, V (x — i) = V (x) para
todo x € R e i € Z?. A teoria matemitica dos operadores de Schrodinger com potenciais
periddicos estd bem desenvolvida e baseia-se em uma andlise minuciosa das propriedades de
simetria dos operadores periddicos. Por exemplo, sabe-se que tais operadores apresentam, em

geral, um espectro com estrutura de banda, isto é, para a, < b, < a1,

o)

(H) = | [an,ba.

n=0
Este espectro também € conhecido como sendo espectro absolutamente continuo, todavia, a
maioria dos sélidos nao constitui cristais ideais (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012).



Capitulo 3. OPERADORES DE SCHRODINGER 42

3.4.1 Teoria de Floquet-Bloch
Considerando-se {v{,v>} uma base em R? e o reticulado
A={mvi+myvy :my,my € L} = Zvy O ZLvs,
a célula do periodo fundamental € denotada por

F:{91V1—|—92v2:0§9j <1,j=1,2}

2

loc

O espaco das fungdes L; . que sdo periddicas com respeito ao reticulado A é denotado por

ij on = L*(R?/A). Considerando-se um perfodo k, f € L2 , se, e somente se, para x € R” e

v E A,
flx4v) = fx)e’™.

O reticulado dual, A*, é definido como
A = {m1k1 +moky :my,my € Z} = Tk D Tk,

onde ki e kp sdo os vetores do reticulado dual, satisfazendo as relagdes k; - v; = 2md; i Se

fe ij oA ENtA0 f pode ser expandida em séries de Fourier

f(X) = Z fmeimk'x — Z f(m]7m2)ei(m1k]+m2k2).x,

meZ2 (my,my)€Z?

com coeficientes f = { f,},,cz2 dados por
1 —imk-
fo = 5 ey

T Jr

1 —i(miky+maky)-y
= —[e dy.
. £0)dy
Seja V(x) o potencial real periédico com relaciio a A, ou seja, parax € R e v € A,

V(ix+v)=V(x).

Para cada k € R?, o problema do autovalor de Floquet-Bloch é dado por

qu)(-x, k) :y(k)q)(x, k)? (343)
O(x+v,k) = e*Vo(x,k), (3.44)
ondexcR2, veAeHy =—-A+ V(x), cujas solucdes, em L,% A»> 830 chamados de estados de

Floquet-Bloch (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012).
Como a solug@o do problema do autovalor ((3.43) e (3.44)) € invariante por mudanca de
varidveis k — k+k, onde k € A*, o reticulado periddico dual, os autovalores e autofungdes de

(3.43) e (3.44) podem ser considerados como fungdes A*-periddica de k, o que € suficiente para



Capitulo 3. OPERADORES DE SCHRODINGER 43

restringir a atencdo para k variando sobre um célula primitiva, o que € feito para utilizar-se a
primeira zona de Brillouin, B, definida como o fecho do conjunto dos pontos k € R?, que estd

mais proximo da origem do que de qualquer outro ponto o reticulado. Para k € ‘B, defina

¢(x, k) = eik'xp()@ k)?

satisfazendo, parax € RZe v € A,

HV(k)p<x7 k) :,u(k)p(x, k)? (3.45)

p(x+v,k) = p(x,k), (3.46)

onde
Hy (k)= —(V+ik)>+V(x) = —A+V (x).

O problema do autovalor (3.45) e (3.46) tem um espectro discreto dado por

(k) <po(k) Sws(k) < ...

com autopares (up(k), pp(x,k)), parab=1,2,3,.... O conjunto {p;(x,k)}»>1 pode ser tomado
como um conjunto ortonormal completo em Lfm(R2 /A) (conforme Teorema Espectral, veja
(KREYSZIG, 1978)). A fungdes up(k) sdo chamadas fungdes de dispersdo de bandas. Como
k varia sobre B, (k) varre um intervalo fechado da reta real. O espectro de —A+V (x) em

L*(R?) é a unido desses intervalos fechados

o(Hy) = | o(Hy (k)).

keB

Para mais detalhes, veja (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012).

3.4.2 O reticulado periddico e seu dual

Seja Ay, = Zv, & Zv; o reticulado gerado pelos vetores da base

V3 V3
Vi =a % , Vo =a 21 ,a>0, (3.47)
2 2

e o reticulado dual Aj = Zk @ Zk;, € gerado pelos vetores da base dual

% A
ki =gq s ka=g¢q V4= 7= (3.48)
)i\ ) =i
onde k; - v; = 2md;;, [vi| = |[v2| = ae |ki| = |ky| = g, de onde vem v; - vy = “—22 ek -ky = —q—;.

Por (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012), a primeira zona de Brillouin, By, ¢ um hexdgono

em R? representado na Figura 1. Denotando por K e K’ os vértices de By, estes sido dados por
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Figura 1 — (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012) Zona de Brillouin, By, ¢ a base dual {k;,k>}.
Os outros vértices de B, s@o obtidos via aplicacdo de R.

K= %(Iq —k)eK' =-K= %(kz —k1). Todos os seis vértices podem ser gerados pela aplicagdo

de uma matriz de rotacio, R, que roda um vetor em R? em um angulo de %" no sentido hordario.

_1 V3
R:< 2 2). (3.49)

A matrix R € dada por

(O8]

1
2 2
Os vértices de ‘B, caem em dois grupos, gerados pela acdo de R sobre K e K': os ponto de tipo

K, satisfazendo

D A
R(K) = ( z
2 T2

3

2

ou seja,
R(K)=K+ks, (3.50)

o= (4] lq<<%)<;«;))l

e da mesma forma,

entao,
R*(K) =K —ki, (3.51)

e os pontos de tipo K’, da mesma forma satisfazem

RKY=K —ky e R*(K')=K'+k. (3.52)
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1 3
* 2 2
R _<ﬁ _1>

2 2

aplica o reticulado periddico A;, nele mesmo. Em particular, R*v| = —v;, e R*vy =v| —v;. Para
mais detalhes, veja (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012).

Além disso, a matriz

3.4.3 Potencial Colméia

Para qualquer funcio f definida em R?, por (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012), defina

RIf1(x) = f(R7x),

onde R € a matriz de rotacdo dada em (3.49). Um potencial real V é um potencial colméia se

existe xo € R? tal que
V(x) =V(x—xo) (3.53)

tem as seguintes propriedades:

1. Paratodox € R e v € Ay, V(x+v) =V (x);

z

onde R* é a matriz de rotacdo que gira um vetor %" no sentido anti-hordrio, isto €,

R =R

Dados os pontos A = (0,0) e B=a (%,O), os quais pertencem a uma célula unitdria
periddica de A;. Definido os reticulados triangulares de tipo A e de tipo B, Ay = A+ A e
Ap = B+ Ay, respectivamente, a estrutura de colméia, C, € definida como a unido desses dois
reticulados triangulares:

C=AyUAp.

Seja Vo uma funcdo radial, suave e com decrescimento rdpido, a qual € vista como um

"potencial atdbmico". Entao

Vix) = Z Vo(x —a)

acC
¢ um potencial associado com "dtomos"em cada sitio da estrutura de colméia C. Pondo xo = —B
na equagdo (3.53), V(x) satisfaz as condigdes do potencial reticulado de colméia.
Outro potencial interessante € o potencial 6tico no reticulado de colméia (FEFFERMAN;

WEINSTEIN, 2012). O invélucro do campo elétrico de um feixe de luz quase monocromatico
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Figura 2 — (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012) Parte da estrutura de colméia C = A4 U Ap.

propagando-se através de um meio dielétrico com perfil de indice de refracdo bidimensional

satisfaz a equagao de Schrodinger linear
0,y = —AxyW+V(x,y)y =0, (3.54)

onde z denota a dire¢do de propagacdo do feixe e (x,y) a dire¢do transversa. As variagdes do

indice de refracdo s@o dados por um potencial de forma aproximada a
V(x,y) &~ Vo(cos(ky - (x,y)) +cos(ka - (x,y)) 4+ cos((k; +k2) - (x,Y)))- (3.55)

Proposicao 3.4.1. (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012) Seja V um potencial do reticulado col-
méia e assuma que K, é um ponto do tipo K ou K'. Se ¢(x,k) é uma solugdo do problema do
autovalor de Floquet-Bloch ((3.43) e (3.44)) com k = K, entdo R|[0(-,k)](x) é também uma
solucdo de (3.43) e (3.44) com k = K.

Demonstracdo. Definindo

Or(x) = R[§(-, K:)](x) = O(R"x, K.
e assumindo, sem perda de generalidade, que K, = K, se v € Aj, entdo R*v € Ay,. Assim
dr(x+v) = O(R*x+R'vK)
_ eiK~R*v¢(R*x, K)
— eiRK~v¢ (R*X, K)
_ ei(K+k2)~v¢(R*x, K)
= eiK'V(b(R*x, K)
_ eiKVq)R (X),
de onde R _aplica
Cr ={feC: flx+v) =B f(x),x e R% v € A}

nele préprio. Além disso, ¢r(x) = ¢(R*x,K,) = ¢(y,K,) paray = R*x, logo

—AOR(x) = —Ay0(y, K )[y=rex
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pela invariancia do Laplaciano por rotagdes. Denotando y = R*x e 0(-, K,) = ¢(-), temos

[HvR]o(x) = [-A+V()]Ro(x)
= [FA+V()Io(Rx)
= —ApO(R*x)+V(R*x)0(R"x)
= —A00)+V()oWy)
AR d(R) + V(R )R
— R-AG() +V(X)0()
= [RHv]o(x),
de onde [Hy,R| = HyR — RHy = 0 em Cg . Em particular, Hy¢(x,K.) = uod(x,K,), logo

HyOg(x) = udr(x), entdo R [0(-,K,)](x) é também uma solucdo de (3.43) e (3.44). &

Considere o potencial V (x) cuja série de Fourier é dada por

V(x) = Z Vmeimkx — Z V(m],mz)ei(mlkl+m2k2)'x.

meZ? (my,mp)€Z?

Como V(x) = R [V](x) (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012), temos

V(R*X) = Z V(m] m) €XP [i(mlel + MQR/Q) -x]
(my,mp)E€Z?
= Z V(ml,mz) exp [i(—maki + (my —my)Rky) - x|
(my,mp)€Z?

1 —1
is R(k{) = 2 R(ky) = .1
ity o ) et ().

2

1 1 LR
mRky+mRky = mig| 25 | +mgq =q| ? ?
_ V3 0 _V3,,
2 2 M1
m

1 1
= —myq <f§>+(m1—mz)q< 2\/§>
¥ -7

Assim, Vi, imy) = V(< my,my —my)- Damesma forma, V (x) = R?[V](x) implica Vimyms) = Vimy—my,—m)-

Introduzindo a aplicagdo R : Z2 — Z? agindo nos indices dos coeficientes de Fourier de V,
R(mi,mp) = (=ma,mi —my), (3.56)

§2(m1,I712) = Ié(—mz,ml —m2) = (mz —mq, —ml),

R (my,my) = R(my —my,—my) = (my,my),
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temos
Vi =V, = Vi, (3.57)

Ainda, R(0) = 0 e kerR = {0}. Além disso, qualquer m # 0 pertence a uma 6rbita de R de
comprimento trés. De fato, se m = Rm, entdo (my,my) = (—my,m; —my), ou seja m; = my = 0.
Se m = R?m, entdo (my,my) = (—my +my, —my), logo m; = my = 0.

Suponha que m e n sd@o ndo nulos. Dizemos que m ~ n se m € n pertencem ao mesmo 3-ciclo.
A relagio ~ é uma relagdo de equivaléncia, que particiona Z2\ {0} em classes de equivaléncia,
(Z*\ {0})/ ~. Denote por S o conjunto consistindo de exatamente um representante de cada
classe de equivaléncia. Temos, portanto, a seguinte caracterizacdo em séries de Fourier para

potenciais do tipo reticulado colméia:

Proposicdo 3.4.2. Seja V (x) um potencial reticulado colméia, com x € R?. Entdo,

V(x)=V(0)+ Z Vi (cos(mk - x) + cos((Rm)k - x) +c0s((§2m)k-x)), (3.58)

mes
onde Vy, é real e R é definida em (3.56).

Para detalhes, veja (FEFFERMAN; WEINSTEIN, 2012).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Conforme (KIRSCH, 2008), em sistemas unidimensinais, um distdrbio arbitrariamente pe-
queno em um operador com potencial periddico, tornando-o levemente desordenado, mudara
o espectro total de absolutamente continuo (composto de bandas) para puramente pontual e,
portanto, de condutor para isolante.

Para sistemas tridimensinais, enquanto a aleatoriedade imposta a um potencial periddico
nao for muito forte, a localizacio de Anderson ocorre apenas perto das margens de banda do
espectro. Se a aleatoriedade do sistema aumentar, o espectro puramente pontual expandira e
a parte absolutamente continua do espectro diminuird proporcionalmente, e em determinado
grau de aleatoriedade, o espectro absolutamente continuo deve ser "consumido'"pelo espectro
pontual.

Para o caso d = 2, no qual o potencial periddico no reticulado colméia se encaixa, acredita-se
que temos uma localizagdo completa de Anderson similar ao caso d = 1, ou seja, uma impureza
qualquer pode promover uma transi¢ao de fase de condutor para isolante. Em outros termos, a
bandas do espectro sao instantaneamente destruidas e o espectro se torna em puro ponto.

Considere o reticulado colméia, ilustrado na Figura 3, onde os vértices sdo representados

como pontos pretos e brancos e as arestas como segmentos entre dois vértices.

Figura 3 — (ANDO, 2013) O reticulado colméia visto como um grafo.

O reticulado hexagonal pode ser visto como um modelo discreto do grafeno, que é uma
chapa de carbono de camada tnica, bidimensional e com estrutura de colméia. Assim, operado-
res de Schrodinger discretos no reticulado hexagonal podem ser considerados como Hamiltoni-
anos discretos sobre o grafeno. Em fisica, o grafeno € um dos mais interessantes objetos devido
ao comportamento peculiar dos elétrons, e operadores de Schrodinger discretos sdo largamente
utilizados para investigar o grafeno. Outra abordagem € no estudo de grafos quénticos.

Do modo como o Laplaciano discreto foi estabelecido, precisamos apenas no preocupar com

as relagcdes adjacentes entre os vértices, o que nos habilita, por (ANDO, 2013), a representar o
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reticulado hexagonal da Figura 3 como a Figura 4, onde os vértices sdo realocados sobre a rede

| L
T

Figura 4 — (ANDO, 2013) O reticulado colméia deformado, onde os pontos pretos e brancos da
Figura 3 sdo realocados sobre 7.

*—
*—
*—

———
—

o——
———
——

Vamos considerar um "caminho"unidimensional na rede bidimensional da Figura 4. Para

investigar nosso caso, consideramos o potencial

(X—M)2+(y—")2>
V(x,y) =10 E exp <— , 4.1)
el 0,00724

onde o denominador 262 = 0,00724, que € o dobro da variancia, foi calculado de modo a ajustar
o periodo da funcdo, (x,y) € R?, e o fator 10 que multiplica a série serve simplesmente para
facilitar a visualizagcdo dos autovalores na simulagdo. De fato, a fun¢do V estd bem definida

para todo (x,y) € R?, um vez que

Vixy) = 10 Y exp<_(x—m)2+(y_n>2)

et 0,00724
(x—u)?+(y—v)?
< — oo
< 10//R2 exp ( 0.00724 dudv+40 < +

pelo teste da integral, e a integral da distribui¢do Gaussiana converge. O 40 compensa o valor

no qual a série é superior a integral numa vizinhanca de (x,y).

Retratos Especitrais

Para fins de simulacdo, truncamos a matriz (bi-infinita) (Equacao 3.29) do operador em uma
matriz de M»o; com 201 linhas e 201 colunas, sendo que o valor 201 foi escolhido pois tomamos
—100 <m <100 e —100 < n < 100. Assim, o potencial fica dado por

100 100 (e m) + (y—n)?
Vixy)=10 exp (— ) , 4.2)
ngloo n=§00 0,00724
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e o periodo da func¢ao foi dividido em 20 partes, de modo a facilitar a visualiza¢do. O primeiro

bloco da matriz, com 20 linhas e 20 colunas (com valores arredondados) é

7,08 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2,51 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0,44 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0,03 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 RO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 oo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 oo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 RO 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 oo 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0,03 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0,44 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2,51 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7,08 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 10

Os 201 autovalores da matriz, de forma ordenada, sdo representados na Figura 5. Na Figura
7, temos o conjunto dos autovalores no plano complexo. Os histogramas apresentados indicam

o valor dos autovalores no eixo das abscissas € a sua densidade no eixo das ordenadas.

S S S SR \....\..%
50 100 130 200

oL cssscomm

Figura 5 — Espectro do operador com potencial periédico V (x,y).

Embora com 201 valores, o espectro estd longe de ser normalmente distribuido, uma vez
que o teste de normalidade de Shapiro-Wilk nos deu um p-valor de 4,59595 x 10~13, o que é
bem menor que os 0,05 costumeiros, para um intervalo de 95% de confianca.

Para avaliarmos o espectro com "impurezas'"induzidas pela aleatoriedade, considere as va-

ridveis aleatorias &; e €, com &; € [0, 1] e distribui¢do uniforme, e o vetor aleatério § = (§;,&,).
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Figura 6 — Histograma do espectro do operador com potencial periddico V (x,y).
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Figura 7 — Espectro do operador com potencial periédico V (x,y) no plano complexo.

Entdo o potencial € dado por

€1 2 & 2
PRI P B (i e B (o) L) 1 PP
10265 Y) = exp | — . .
: m=—100n=—100 0,00724

O espectro do operador com potencial perturbado (com fator 10~2€) no plano complexo é apre-
sentado na Figura 9. O espectro ndo € normalmente distribuido, com p-valor de 3,28622 x
10~ no teste de Shapiro-Wilk.

Uma vez que estamos lidando com o truncamento da matriz do operador, ndo poderemos
perceber diferencas significativas simplesmente comparando o retrato de cada espectro. Com
propdsito de comparar se hé diferengas significativas entre os dois espectros, utilizamos o teste
de hipéteses para dados ndo-paramétricos de Mann-Whitney, o qual nos devolve um p-valor de
0,0668365, que € maior que 0,05 para um intervalo de 95% de confianca, logo os espectros nao
sdo significativamente diferentes.

Considere agora o potencial com perturbacao %,

) em)’ &)y
Vlo'g(x,y)zl()m_goon_gooew —(( l(l))x m(zo;gg lé)y n> .44
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Figura 8 — Histograma do espectro do operador com potencial perturbado Vlofzg(x, ).
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Figura 9 — Espectro do operador com potencial perturbado Vlofzg(x, y) no plano complexo.

O espectro do operador com potencial perturbado (com fator 10~'€) no plano complexo é apre-
sentado na Figura 11. O espectro ndo € normalmente distribuido, com p-valor de 3,87159 x
10~ no teste de Shapiro-Wilk.

25; -

201

0 5 10

Figura 10 — Histograma do espectro do operador com potencial perturbado V(-1 é(x, y).

Utilizando o teste de hipdteses para dados ndo-paramétricos de Mann-Whitney, obtemos

um p-valor de 0, 139546, que € maior que 0,05 para um intervalo de 95% de confianca, quando
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Figura 11 — Espectro do operador com potencial perturbado V]071§(x, y) no plano complexo.

comparado com o espectro do operador periddico, logo os espectros ndo sdo significativamente
diferentes.

Por sua vez, considere o potencial com perturbagdo &,

% %)exp(_((1—§1>x—m)2+((1—§2>y‘”>2>. (4.5)

Ve(x,y) = 10
m=—100 n=—100 0,00724

O espectro do operador com potencial perturbado (com fator &) no plano complexo é apresen-
tado na Figura 13. O espectro nio é normalmente distribuido, com p-valor de 2,46672 x 10!
no teste de Shapiro-Wilk.

20 -
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Figura 12 — Histograma do espectro do operador com potencial perturbado Ve (x,y).

Utilizando o teste de hipéteses para dados nao-paramétricos de Mann-Whitney, obtemos
um p-valor de 0,243676, que € maior que 0,05 para um intervalo de 95% de confianca, quando
comparado com o espectro do operador periédico, logo os espectros ndo sao significativamente
diferentes.

Para o potencial com perturbagio 10E,

100 100 2 2
10y Y (1 =108)x—m)" +((1 - 108)y —n)
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Figura 13 — Espectro do operador com potencial perturbado Vg (x,y) no plano complexo.

O espectro do operador com potencial perturbado (com fator 10&) no plano complexo é apresen-
tado na Figura 15. O espectro nio é normalmente distribuido, com p-valor de 7,17751 x 10~°
no teste de Shapiro-Wilk.
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Figura 14 — Histograma do espectro do operador com potencial perturbado Vg (x,y).
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Figura 15 — Espectro do operador com potencial perturbado Vjg (x,y) no plano complexo.

Utilizando o teste de hipéteses para dados nao-paramétricos de Mann-Whitney, obtemos
um p-valor médio de 0,073495, (o p-valor para o caso da Figura 15 € 0,0734572) que € pouco

maior que 0,05 para um intervalo de 95% de confianca, quando comparado com o espectro
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do operador periddico, logo os espectros ndo sdo significativamente diferentes. Realizamos 20

simulacdes para este caso, as quais sao apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 — p-valores para o fator 10E.

Simulagdo 1 2 3 4 5 6 7
p-valor | 0,0687 | 0,0615 | 0,0836 | 0,0875 | 0,0589 | 0,0655 | 0,0782
Simulagao 8 9 10 11 12 13 14
p-valor | 0,0606 | 0,0622 | 0,1204 | 0,0475 | 0,0985 | 0,0679 | 0,0729
Simulagdo 15 16 17 18 19 20
p-valor | 0,0580 | 0,0726 | 0,0550 | 0,0469 | 0,1091 | 0,0944

Finalmente, para o potencial com perturbacdo 10%E,

100 100 2 2
B ((1—=100&;)x —m)“+ ((1 —100&y)y —n)
Vigee(x,y) = lOm_E_loon__z ]Ooexp <— 0.00724 ) .47

O espectro do operador com potencial perturbado (com fator 10?€) no plano complexo é apre-
sentado na Figura 17. O espectro ndo é normalmente distribuido, com p-valor de 2,30443 x
10719 no teste de Shapiro-Wilk.
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Figura 16 — Histograma do espectro do operador com potencial perturbado V. g(x, ).

complex plane
04F

02f

E oof

—02F

—04

I I I I I I
-2 0 2 4 6 8 10 12
Re

Figura 17 — Espectro do operador com potencial perturbado V; Ozg(x, y) no plano complexo.
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Utilizando o teste de hipdteses para dados nao-paramétricos de Mann-Whitney, obtemos
um p-valor médio de 0,0314439, que € pouco menor que 0,05 para um intervalo de 95% de
confian¢a, quando comparado com o espectro do operador periddico, logo os espectros, nesse
caso, sdo significativamente diferentes. Realizamos 20 simulacdes para este caso, as quais sao

apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2 — p-valores para o fator 10%€.

Simulagdo 1 2 3 4 5 6 7
p-valor | 0,0314 | 0,0335 | 0,0314 | 0,0365 | 0,0338 | 0,0314 | 0,0395
Simulagao 8 9 10 11 12 13 14
p-valor | 0,0392 | 0,0391 | 0,0314 | 0,0388 | 0,0466 | 0,0409 | 0,0346
Simulagdo 15 16 17 18 19 20
p-valor | 0,0317 | 0,0319 | 0,0316 | 0,0441 | 0,0361 | 0,0323

Em resumo, sé fomos capazes de perceber diferencas significativas do espectro do operador
com potencial periédico com uma perturbacio na ordem de 10%E, com & € [0,1]? uniforme-
mente distribuido. Para os valores de perturbacdes menores testados, ndo podemos distinguir
estatisticamente os dois espectros. Para maiores informacdes sobre programacido em Mathema-
tica, consulte (WELLIN; GAYLORD; KAMIN, 2005).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ha quase 100 anos os operadores de Schrodinger frutificam nas pesquisas de ponta e, vez ou
outra, surpreendem a todos com resultados inesperados, como no caso da descoberta dos quase-
cristais pelo Nobel de Quimica Daniel Shechtman, para os quais, os operadores de Schrodinger
quase-periddicos sao os modelos quanticos ideais.

Parte do contetido focou-se nos pré-requisitos basicos, embora de forma bastante enxuta.
Estudou-se a equacdo de Schrodinger na sua forma independente do tempo e resultados rigo-
rosos dessa classe de operadores. Ainda, resultados rigorosos de operadores com potencial
periddico, cujos modelos estdo relacionados a cristais perfeitos, foram demonstrados, como
exemplo o Teorema de Bloch, teorema este 0 mais importante para este tipo de potencial es-
pecifico. Além disso, trabalhou-se com exemplos de algumas classes de potenciais aleatdrios
e o célculo dos autovalores e respectivas autofun¢des de um potencial nao aleatério muito im-
portante na fisica, a saber, o oscilador harmdnico. Autovalores e autofuncdes de operadores
com potenciais aleatérios podem ser aproximados via simulacdo computacional e métodos nu-
méricos, 0 que nao € o objetivo deste texto e, por isso, ndo ha exemplos desse caso. Todavia,
os resultados de Anderson para este tipo de potencial garantem informacdes muito relevantes.
Anderson concluiu que uma desordem grande (alta aleatoriedade) implica na localizagao dos
elétrons, ou seja, os elétrons ficam confinados em uma regido finita do espago, fazendo com
que a curva do quadrado do médulo da fun¢do de onda tenha decaimento acentuado. O material
modelado por este tipo de potencial, em geral, se trata de um mau condutor, ja que os elétrons
ndo transitam por toda a sua extensao.

Os resultados numéricos nos mostraram estatisticamente que, para uma perturbacdo muito
pequena, nao hé diferenca entre o espectro do operador com potencial periédico e do perturbado,
todavia quando a perturbacdo assume certa proporcao, diferencas estatisticas significativas sao

observadas.
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