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RESUMO

O universo sempre foi motivo de curiosidade e estudo. Por milhares de anos o desejo de
entender sua origem e funcionamento tem estado conosco e essa curiosidade acabou por
gerar muitas vezes idéias de cosmologia imaginativas. Acreditou-se por muito tempo na
hipétese do mesmo ser estatico, ou seja estar parado em grandes escalas, posteriormente
surgiram teorias de que ele estaria se expandindo mas esta expansao estaria desacelerando
devido a atragdo gravitacional de toda a matéria nele contida. A teoria aceita atualmente
é a de que o universo esta se expandindo de forma acelerada. Chegou-se a este modelo com
o auxilio do desenvolvimento tecnoldgico, pois com o avango das técnicas de observacao
e posterior o estudo do deslocamento das galaxias foi possivel observar o aumento da
velocidade de recessao de galaxias em funcao de sua distancia. A hipotese mais aceita como
causa da expansao do universo ¢ a energia escura, energia presente em pequena densidade
em todo espago gerando uma pressao negativa. Por outro lado a matéria visivel nao é
suficiente para explicar uma série de fenémenos observados, como o perfil da velocidade
de rotacao de um grande ntimero de galdxias e também a evolugao da distribuicao da
matéria no universo que observamos hoje. A hipdtese mais aceita atualmente que é
capaz de explicar estes dados é a matéria escura, que interage muito fracamente com a
matéria baridnica, no caso mais simples, somente pela interacao gravitacional. Embora
nao se tenha detectado diretamente a matéria escura e tampouco a energia escura, pode-se
explorar a influéncia destas na formacao do universo através de simulagoes numéricas.
Dessa forma o que pretendemos com esse trabalho é nos aprofundarmos no tema da
formacao das estruturas de larga escala do universo através do estudo da base tedrica e
realizacdo de uma simulacao numérica da evolucao da matéria escura regida somente pela
interacao gravitacional, desde sua distribuicao inicial quase homogénea até o aparecimento
da estrutura em forma de teia. Esta evolucao se d4 em um espago em expansao. Para estas
simulagoes sera utilizado um pacote de software aberto dedicado a este fim e disponivel ao

publico. A técnica numérica utilizada serd a de N-corpos.

Palavras-chave: Universo, matéria escura, energia escura, simulacao;



ABSTRACT

The universe has always been a matter of curiosity and study. For thousands of years the
desire to understand its origin and functioning has been with us, and this curiosity has
often generated imaginative ideas of cosmology. It was long believed that the Universe
was static, that is, ir remainsat rest at larges scales, later theories emerged that it would
be expanding but that expansion would be slowing due to the gravitational pull of all the
matter contained therein. The theory currently accepted is that the universe in accelerated
expansion. It was possible to observe the increase of the recession velocity of galaxies as a
function of their distance. The most accepted hypothesis for the cause of the expansion
of the universe is the dark energy, a small energy density present in all space generating
a negative pressure. On the other hand, the visible matter is not enough to explain a
series of observed phenomena, such as the rotational velocity profile of a large number
of galaxies and also the evolution of the distribution of matter in the universe that we
observe today. The most accepted hypothesis currently capable of explaining this data
is dark matter, which interacts very weakly with baryonic matter, in the simplest case,
only by gravitational interaction. Although dark matter and dark energy have not been
detected directly, one can explore their influence on the formation of the universe through
numerical simulations. Thus, what we intend with this work is to delve into the theme
of the formation of the large scale structures of the universe through the study of the
theoretical basis and the realization of a numerical simulation of the evolution of dark
matter governed only by gravitational interaction, from it’s almost homogeneous initial
distribution until the appearance of the web-shaped structure. This evolution takes place
in an expanding space. For these simulations an open software package dedicated for this
purpose and publicly available will be used. The numerical technique used will be that of
N-bodies.

Key-words: universe, dark matter, dark energy, simulation.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO HISTORICO E RELEVANCIA DO TEMA

A cosmologia surgiu para entendermos o universo e, no sentido mais amplo do
termo, refere-se a nossa compreensio de cosmos, ou seja, a totalidade de todas as coisas [1].
No ultimo século houveram grandes avangos na compreensao fisica do universo em grandes
escalas, sua origem, estrutura e evolucao, area de pesquisa a qual chamamos de cosmologia

fisica. A cosmologia fisica surgiu com o advento da relatividade geral um século atras.
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Figura 1 — Contetido do Universo [2].

Observagoes nos mostram que o universo ¢ homogéneo e isotropico e esta expandindo
desde o alvorecer no Big Bang 13,8 bilhoes de anos atras. Na cosmologia moderna o
modelo padrao do universo tem sido aquele que diz que o universo é composto por 70%
de energia escura, 25% de de matéria escura e somente 5% de matéria normal [1] como
descrito na Figura 1. A matéria normal refere-se a a&tomos e tudo mais dentro do modelo
padrao da fisica de particulas, cuja natureza nos entendemos intimamente. Sabemos da
importancia da matéria normal ou também chamada de matéria baridnica, mas sobre os
dois componentes escuros que dominam universo temos poucas pistas sobre a verdadeira

natureza de ambos.

A partir do estudo do movimento das estrelas e do meio interestelar pode-se se
chegar a uma conclusao da quantidade de matéria que compoe uma galaxia, porém o que
se observa é que a velocidade das estrelas e do meio interestelar é muito maior do que a
esperada pela matéria barionica que a constitui, ou seja, através da velocidade encontrada,
a quantidade de matéria deveria ser muito maior do que aquela que podemos detectar,

dai surgiu a ideia de que nestes objetos deve haver uma grande quantidade de matéria
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que contribui para o campo gravitacional, matéria essa de composi¢cado desconhecida,
chamada de matéria escura, que recebe essa denominacgao por nao interagir com a radiacao
eletromagnética, dessa forma nao pode ser detectada em nenhuma faixa de espectro

eletromagnético [3][4].

A distribuicao das galdxias no universo nao segue um padrao, dessa forma realiza-se
o mapeamento da distribuicdo das mesmas através de linhas espectrais. Se o observador
ver uma linha espectral maior do que o comprimento que deveria ser visto na Terra,
significa que a galdxia esta se afastando, ou seja, houve um deslocamento para o vermelho
(redshift), se o comprimento for menor do que na Terra, significa que a galaxia estéd se
aproximando de nds, ou seja, teve um deslocamento para o azul (blueshift). Através desses
mapeamentos os astronomos puderam perceber que ha estruturas em forma de filamento
que ligam os aglomerados de galaxias, e que existem também entre essas ligacoes espagos
vazios. Esses filamentos que interligam aglomerados de galaxias, formam a chamada teia
césmica conforme pode ser visto na Figura 2, como através de observagoes das galaxias se
chegou a conclusao que as mesmas sao formadas por uma grande quantidade de matéria
escura, sabemos que essa matéria escura contribui para essa formagao em teia do universo
[5]. E essa estrutura em forma de teia que vamos desenvolver para a matéria escura através

da simulacdo com a qual iremos trabalhar.

Figura 2 — Representagao da teia césmica desenvolvida através do simulador "Tllustris'[6].

1.2 OBJETIVOS

O presente trabalho tem como principais objetivos:



e Fundamentar as bases tedricas envolvidas na formagao das estruturas em forma de
teia, em um modelo onde a matéria escura interagindo gravitacionalmente domina a

dindmica do universo em expansao.

e Realizar o embasamento tedrico da simulagdo cosmoldgica de N-corpos da matéria

escura, para que dessa forma possamos compreender seu funcionamento.

e Realizar uma simulacao computacional da formacao das estruturas em forma de teia
da matéria escura utilizando o CONCEPT (COsmological N-body CodE in PyThon)

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O Capitulo 1 - No primeiro capitulo do presente trabalho vocé encontrou uma
breve introducao a temas como cosmologia, composicao do universo e matéria escura,
assuntos esses que serao trabalhados no decorrer do material, bem como a apresentacao

dos principais objetivos que almejamos alcancar.

O Capitulo 2 - Nesse capitulo vocé encontrara a fundamentacao tedrica que servird
como base para a simulacao da evolugao da distribuicao da matéria escura em forma de
"teia', trataremos temas como: Gravidade Newtoniana, Métrica e a Teoria da Relatividade
Geral, Modelo Cosmologico FLRW, Cosmologia Newtoniana, Teoria da Perturbacao

Newtoniana, Equagoes para Fluidos Especificos, Flutuagoes da Matéria.

O Capitulo 3 - Nesse capitulo desenvolveremos a simulagao cosmoldgica, tanto a
parte tedrica, quanto a parte pratica, nele esta explicito alguns métodos que sao utilizados
para simulagoes N-corpos, bem como desenvolvido de forma mais aprofundada o método
Particula Malha o qual sera utilizado para obter a estrutura em forma de "teia'da matéria

escura.

O Capitulo 4 - Nesse capitulo apresentaremos o resultado da simulacao através do
uso da simulagdo N-corpos, mais especificamente o método Particula Malha, bem como o

nosso entendimento sobre esse resultado.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 GRAVIDADE NEWTONIANA

2.1.1 Leis de Newton do movimento

Isaac Newton unificou as leis de Kepler do movimento planetario com a teoria de
Galileo Galilei da queda de corpos. Newton publicou suas leis de movimento e gravitacao
universal em The Mathematical Principles of Natural Philosophy, comumente conhecido

como Principia, em 1687 [7].

2.1.2 Primeira lei de Newton

"Um corpo em repouso tende a permanecer em repouso e um corpo em movimento

tende a permanecer em movimento até que uma forga externa atue sobre ele'[7].

Um objeto que esta se movendo a uma velocidade constante, tende a resistir a

qualquer mudanga no seu movimento, essa resisténcia é chamada de inércia [7].

2.1.3 Segunda lei de Newton

"A forga resultante atuando sobre um corpo é proporcional ao produto de sua

massa pela aceleragao que foi por ele adquirida'|[7].

A segunda lei de Newton mostra como um objeto sera afetado se tiver uma forca

externa agindo sobre ele [7], e é descrita por:

F=ma (2.1)

F é a forga;
m é a massa;
a é aceleracgao.

A relacao acima mostra que menos forga, com aceleracao fixa, é necessaria para
mover algo mais leve, o que significa que objetos menos massivos tém um coeficiente de

inércia menor e, assim sendo, o contrario também é valido [7].

2.1.4 Terceira lei de Newton

'"Para toda acao ha sempre uma reacao oposta e de igual intensidade, considerando
a acao de dois corpos, um agindo sobre o outro, todas as forgas atuam em pares, iguais

em intensidade, mas em diregoes opostas'|[7].
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A terceira lei de Newton estabelece que a for¢ca num objeto é sempre devida a outro
objeto [7].

2.1.5 Conservacao do momento

A combinacao da segunda e terceira leis de Newton mostra que o momento de um
sistema colisional deve ser conservado. Isto significa que o momento total de dois objetos
permanecera o mesmo antes e depois de uma colisao, considerando que esses objetos nao

sofram a agdo de nenhuma forca externa. [7].

2.1.6 Lei de Newton da gravitacao universal

Newton afirmou que a forca da gravidade é sempre atrativa, afeta tudo que tenha
massa e nao tem nada a ver com a carga ou composi¢ao quimica de um objeto. Isto
significa que pode explicar tanto a forca que faz com que os planetas orbitem o Sol - como
descrito por Kepler - como a forca descendente que faz com que os objetos acelerem em

diregao a Terra - como descrito por Galileu [7].

A lei da gravitagao universal de Newton afirma que dois corpos atraem-se com
forga proporcional as suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre elas, e ainda que toda massa atrai todas as outras massas do universo [7]. A forca

da interagao gravitacional entre duas massas puntuais de valor m; e my é dada por

G’m1 mo

|F| = (2.4)

r2
onde 7 é a distancia entre as massas e G é uma constante gravitacional [7]. A diregao

desta forca é dada pelo segmento de reta que as liga, e sempre atrativa.

A atragao gravitacional de corpos extensos é mais complicada, entretanto para
objetos esféricos como planetas e estrelas, esta age como se toda as suas massas estivessem

concentradas no seu centro.
Outra forma de expressar as interacoes gravitacionais pode ser feita através da

formulacao por campos:

F=mg (2.5)
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onde ¢ é o campo gravitacional que depende da distribuicdo de matéria do sistema.
Consideramos entao um volume V' que contenha a massa m e que 7 seja o versor normal

ao elemento de superficie dd@ que limita o volume V' [8] temos entdo:

da = nda (2.6)

Figura 3 — Massa m contida no volume V' [8].

Para uma superficie aberta temos o fluxo que descreve a intensidade do campo

através dessa superficie é definido por:

I:/g.ﬁda (2.7)
S

Para uma determinada superficie fechada, a Lei de Gauss para o campo gravitacional

}{g’-dS:—éle/p-dV (2.8)
p € a densidade volumétrica de massa.

O fluxo do campo gravitacional em uma superficie fechada S é proporcional a

quantidade de massa no volume V' gerado por S;

Aplicando o teorema da divergéncia temos:

/ o Gdv = j{ G- fda = —47TG/ pdV (2.9)
1% S v

Como esta relacao vale para qualquer volume V', tem-se que

V- §=—4rGp (2.10)

Por outro lado o campo gravitacional produzido por um dado elemento infinitesimal

de volume é radial, de modo que!:
1

O rotacional de qualquer gradiente é nulo.
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VXF=0 (2.11)
Desta forma é possivel escrever o campo como o gradiente de um potencial.

g=-v¢ (2.12)

onde ¢ é o potencial gravitacional e respeita:

V2o = 4nGp (2.13)

A equacao acima é a equacao de Poisson. O método particula-malha se utiliza

desta equagao para simular as interacoes gravitacionais.

Durante muito tempo as leis de Newton foram suficiente para explicar os fendmenos
mecanicos e gravitacionais, mas ao tratar da mecanica de uma particula no limite de altas

velocidades as referidas leis eram limitadas [9].

Surgem ai as teorias relativisticas, a restrita e a geral, a primeira para explicar
fendbmenos mecanicos, estabelecendo uma velocidade limite na natureza, e a segunda para
explicar a gravitagao, ao substituir a nocao de forca gravitacional pela de curvatura do

espago-tempo [9].

A gravitacao newtoniana passou a ser substituida pela relatividade geral, pois
ela era, além de capaz de reproduzir os resultados newtonianos no limite de campos
fracos e baixas velocidades através do uso da geometria Riemanniana, também descreve
com sucesso o outro extremo. Essa teoria relativistica ligada a geometria Riemanniana
formulada em um espaco-tempo quadri-dimensional, parece ser impossivel ser entendida

sem todo o aparato matematico [9].

Em 1930, os trabalhos de E. A. Milne e W. H. McCrea conseguiram mostrar que a
cosmologia poderia ser trabalhada nao somente através da relatividade geral, mas poderia
ter uma forma mais simples como a encontrada na fisica Newtoniana, sendo trabalhada
pelas leis da dindmica e gravitacdo newtoniana e para considerar a expansao acrescentamos

a constante cosmoldgica. [9].

Desta forma, tem-se a possibilidade de usar um tratamento Newtoniano, para
problemas ate entao delegados somente ao ambito da cosmologia relativistica. De fato,
como veremos no decorrer deste trabalho, a cosmologia Newtoniana é capaz de descrever
a evolugao do Universo durante toda a fase dominada pela matéria (desde que, p = 0,
ou seja, que a pressao seja muito menor que a densidade de energia) acrescentando a

constante cosmoldgica [9].
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2.2 GEOMETRIA DO UNIVERSO

Uma das hipdéteses mais simplificadoras das teorias cosmoldgicas é chamada de
Principio Cosmolégico, que tem por base duas caracteristicas do Universo: que ele é

homogéneo e isotrépico, quando examinado por um observador tipico [10].

e Homogeneidade: em larga escala a densidade média do Universo € igual em toda a

sua extensao.

e [sotropia: a forma em que o Universo se apresenta ¢ a mesma em qualquer direcao.

Dessa forma temos um Universo uniforme em larga escala, ou seja, nao ha diferen-

ciacao de um lugar a outro, nem mesmo de uma direcao a outra.

O estudo do universo como um todo ndo comecga com seu conteiido mas sim
com sua geometria. A geometria detalhada do espago-tempo é complicada refletindo a
distribuicao de todas as coisas embutidas dentro dela como descrito pelas equacoes de
campo de Einstein. Entretanto, como descrito pelo Principio Cosmologico, o universo é
homogéneo em grande escala, dessa forma a curvatura média é constante em todo o espaco.
Dependendo da distribuicao de energia e momento das coisas embutidas uma curvatura

constante pode gerar trés geometrias diferentes: hiperbdlicas, euclidianas e elipticas [1].

Vamos utilizar a métrica para iniciarmos o estudo das diferencas descritas acima,

primeiramente vamos definir o que é a métrica.

Métrica: é uma funcao diferencidvel que tem um papel dual [11]:

e definir a distancia entre dois pontos quaisquer de um espaco;

e através dela é possivel determinar o menor caminho entre dois pontos de um espaco.

2.2.1 A Métrica Robertson-Walker

A métrica de Robertson-Walker é métrica mais geral que garante um Universo
homogéneo e isotropico, dessa forma nessa secao vamos realizar uma evolugao histérica,

até chegarmos a métrica enunciada.

Em 1854, Riemann desenvolveu uma geometria na qual ele sugeria que o Universo
poderia possuir uma geometria curva no espago quadridimensional(ou seja, que deve cobrir
as trés dimensodes espaciais e o tempo)[12]. A forma mais geral da métrica de Riemann
neste espago é:

ds® = g datdr” = goodt® + 2go,dtdat — ~;jda’da? (2.14)

15



ds é o elemento de linha do espago-tempo, ou métrica do espago-tempo. p e v possuem
os valores 0,1, 2,3 onde 0 representa a coordenada temporal e o restante as coordenadas
espaciais. g, € o tensor métrico do espaco-tempo. 7;; ¢ a métrica das trés dimensoes

espaciais.

A isotropia garante que todos os componentes g, sejam nulos, pois se nao fosse
assim existiriam dire¢oes privilegiadas. Adotando o tempo medido no referencial em que
dl = 0 como a coordenada temporal gog = ¢ [13], podemos reescrever o elemento de linha

CcOomao:
ds® = *dt* — di? (2.15)

Os primeiros modelos cosmologicos eram baseados na geometria de um Universo
plano, ou seja, com curvatura espacial nula [12]. Dessa forma, o elemento de linha espacial

de uma hiperficie tridimensional plana pelo teorema de Pitagoras é dado por:

di* = daf + das + daj (2.16)

Se substituirmos (2.16) em (2.15) encontraremos a métrica de Minkowski:

ds® = dt* — (do? + do + dal) (2.17)

Ja em 1922, Friedmann supds que a parte espacial do Universo pudesse ser uma
hiperficie tridimensional de uma quadri-esfera (Universo fechado, com curvatura espacial
positiva e constante) [12]. Os pontos contidos em uma quadri-esfera sdo os quais as
coordenadas respeitam:

a® = a2t + 15 + 23 + 1] (2.18)
a ¢ o raio do Universo no modelo proposto.

O elemento de linha no espago quadridimensional é dado por:

dI* = da} + dxl + dal + da] (2.19)

[solando x4 para nos restringirmos a superficie da quadri-esfera

r;=a*— 1] — a5 — 13 (2.20)

Do ponto de vista dos diferenciais, tem-se que para uma hiperficie qualquer:

dl‘4 = %d%l + %dl'g + 8x4

— 2.21
8:1:1 (9.%2 al'g d-TB ( )
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Da equagao (2.20) temos que:

Ozs _ o dz; (2.22)

Ox; \/ 2 _y3 2
i a% = 2j=1,j#1 T

Comi=1,2,3

Substituindo as derivadas (2.22) em (2.21) temos:

(l’ldl’l + {L‘Qd(L’Q + $3d$3)2

dr} = 2.23
4 a? — do? — dx3 — da? (2:23)
Portanto o elemento de linha da quadri-esfera é:
d d dxs)?
gz — (e & Tadvs b agdvy)” e e (2.24)

2 2 2 2
a? — dxy — dxs — dzj

Este espago quadridimensional pode ser descrito, por coordenadas hiperesféricas,
onde é necessario mais um angulo x além das usuais coordenadas (r,0,¢) [12], cujas

relagoes com as coordenadas cartesianas sao:
r1 = asenycost
To = asenycostcosp
r3 = asenysenfseng
T4 = ACOSYX

Com 0 < y < 7. Desta forma o elemento de linha na hiperficie da quadri-esfera se

reduz a:

di* = a*(dx* + sen*xdQ?) (2.25)

Onde df) é o elemento de angulo s6lido? ) = T% onde df? = senfdd¢. Considerando

seny = r temos que:

or 1
dr = adx = dr = mdx = dx = ﬁdr (2.26)

-Tr

Substituindo (2.26) em (2.25) temos:

d 2
di* = a* (T + r2dQ2> (2.27)

1—1r2

2 Angulo sélido € é a razdo entre a 4rea e o quadrado do raio (partindo do centro) considerando

uma superficie esférica.
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Substituindo (2.27) em (2.15) obtemos entao:

2

—r2

dr
ds® = *dt* — a® (1 + r2d§22> (2.28)
A equagao acima é a métrica de Friedmann para o Universo fechado com curvatura

espacial positiva constante. Da mesma forma Friedmann trabalhou para obter a métrica

para um Universo aberto com curvatura negativa, que esta descrita abaixo [12]:

2

ds* = 2dt* — a® dr + r2dQ? (2.29)
1+72

Em 1935 e 1936 Robertson e Walker propuseram que o Universo poderia ser a
hiperficie tridimensional de uma quadri-geometria, eles acrescentaram ao seu trabalho uma
constante de curvatura, demonstrando assim uma métrica que garantia homogeneidade
e isotropia para a geometria do espago tempo. Essa métrica levou o seus respectivos
nomes Métrica de Robertson-Walker, mesmo sendo praticamente a mesma métrica descrita
por Friedmann, a tunica diferenca entre ambos os estudos é a constante de curvatura,
que permite modificar a métrica, sendo as trés curvaturas possiveis: negativa (Universo

Hiperbdlico), positiva (Universo Hiperesférico) e nula (Universo Plano) [12].

A métrica de Robertson- Walker é:

_dr?
1—kr?

k ¢é a constante de curvatura que pode assumir os valores de k = —1,0, 1.

ds* = dt* — a® ( + 7’2d92> (2.30)

Em relacao a curvatura temos que se k for positiva, entdo o Universo ¢é hiperesférico,
se k for zero, o Universo é plano e se k for negativo o Universo é hiperbélico, conforme
podemos ver na figura abaixo [12]. A partir de observagoes temos que o universo tem a,

constante de curvatura K = 0, ou seja, o universo ¢ plano.

Curvatura
nula
(Euclides)

Curvalura
positiva
(Riemann)

Curvatura
negativa
(Lobachevsky)

Figura 4 — Geometria do Universo [22]
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Até o presente momento trabalhamos com hiperficies estaticas,ou seja, a constante
a nao tem dependéncia no tempo césmico. Entretanto, podemos assumir que a = a(t) e

reescrever a métrica como:

dr?

1 — kr?

ds* = Adt* — a*(t) ( + T2d92> (2.31)

r é a coordenada co-mével, coordenada essa que evolui junto com a expansao, ou seja, um
observador parado que também faz parte dessa expansao tera a mesma coordenada em

todos os instantes de tempo [12].

A equacdo acima é a métrica de Friedmann-Lemaitre -Robertson-Walker. A FLRW
¢ uma solucao das equagoes de campo de Einstein, a qual descreve um universo em

contracao ou expansao, homogéneo e isotrépico [1].

2.3 MODELO COSMOLOGICO FLRW

Esse modelo cosmolégico tem como principal objetivo descrever a evolugao historica
do Universo, é baseado nas equacgoes de Friedmann-Lemaitre e a sua geometria é dada
pela métrica de Robertson-Walker [12],[13].

A partir dessa secao, até o final desse capitulo, utilizaremos um sistema de dados
no qual consideraremos, a constante de Newton e a velocidade da luz igual a um, G =1 e

c = 1. Esse sistema sera desprezado no proximo capitulo.

2.3.1 Equacoes de Friedmann

As equacoes de Friedmann sdo formadas por uma série de equagoes que tem como
finalidade descrever a evolucao temporal, bem como a evolugdo da expansao do universo
[12], ou seja, um conjunto de equagoes diferenciais para a(t) em fungao das caracteristicas

médias do cosmos (densidade de energia, constante cosmolégica, pressao e curvatura).

As equagoes supra citadas apresentam solucoes para as equagoes de Einstein para

um fluido perfeito®.Esse conjunto de equacoes respeitam trés hipéteses basicas:

e O Principio Cosmologico.

O principio cosmoldgico que leva ao elemento de linha de Robertson-Walker:

dr?

1 — kr?

Fluido perfeito pode ser definido como um fluido isotrépico, que nao possui viscosidade, e no
qual a densidade é constante. [25]

ds* = dt* — a*(t) ( + r2d92> (2.32)

3
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a(t) fator de escala (Universo contraindo ou expandindo)

k constante de curvatura (pode assumir os valores -1,0,1)

e O Postulado de Weyl*.

O Postulado de Weyl introduz o fluido perfeito cujo tensor energia-momento é dado

por:

Ty = (p + Pty — PGy (2.33)
P Pressao;
p densidade de massa;
u,, quadri-velocidade;

g, métrica.

e As equacgoes de campo de Einstein dadas por:

G = 87T, + Mgy, (2.34)

G, componentes do tensor de Einstein;

e v - variam de 0 a 3.

Para calcular as componentes do tensor de Einstein, primeiramente precisamos
calcular as componentes do tensor de Ricci, posteriormente o valor do escalar de curvatura,

e por fim as componentes do tensor energia-momento [12].

Para comecar vamos usar a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker:

2

2 2 2

+ r2dQ2> (2.35)

Escrevendo a métrica como:

ds* = g, dz"dz” (2.36)

Onde:

P =ctiat =r;a® =02 = ¢

Postulado de Weyl: No postulado Weyl define que o espaco é preenchido por um fluido
estaciondrio, as particulas que se movem nesse fluido encontram no espaco-tempo um conjunto
de geodésicas temporais, cada geodésica passard por um ponto, e ndo irdo se cruzar. Desta
maneira, existe uma e apenas uma geodésica passando através de cada ponto do espago-tempo.
Consequentemente, a matéria em qualquer ponto possui uma unica velocidade([12], pg 121)
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Para:
G =0,V # v

guy#O,VM:V

Dessa forma as componentes nao nulas sao:

goo =1
2
S —Qa
g1 = 15,2
goa = —a*r?
g33 = —a*r’sen’d

Pelo postulado de Weyl:

T/w = (p + p)uuuu — Puv

No referencial co-mével o fluido é estacionario, logo sua quadri-velocidade, que
. . . .~ ~ s _dxt
¢ a derivada do quadrivetor posi¢ao em relagao ao tempo proprio u* = “7-, ¢ dada por

u* = (1,0,0,0). Desta forma as componentes do tensor energia-momento sao [12]:
Too = (p + p)uouo — pgoo = (p + P)goutt*uo — pgoo = (p + p)goou’uo — pgoo = p (2.37)

Toi = (p + p)uou; — pgoi = (p + p)goxt“u; = 0 (2.38)

Ti; = (p+ p)uw; — pgi; = (p + p)gau*u; — pgi; = —pgij (2.39)

Agora para calcular as componentes do tensor de Einstein G, é necessario ter as
componentes do Tensor de Ricci, que é obtido através do tensor de Riemann (também

chamado de tensor de Riemann Christoffel) R, que é dado por:

o R nle’ o a B a 76
Ruuoa - F,uma - Fuoz,l/ + F/u/raﬁ - Fuﬁrl/a (24())

onde a virgula denota a derivada covariante, e I';, é o simbolo de Christoffel (ou conexao

afim) que é definido por:

1
Fﬁp = §gau<gau,p + Gap,y — gup,a) (241)

Portanto temos que o Tensor de Ricci é:
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Ry, = R° (2.42)

puro

E o escalar de curvatura é:

R = ¢"R,, (2.43)

Para os componentes necessarios temos deducoes parecidas com as realizadas
anteriormente, deducoes estas muito magcantes, e por este motivo, apenas apresentaremos

os resultados descritos abaixo:

Ry = 32 (2.44)

a
Ryy = r*(ai + 2a2 + 2k) (2.46)
Ras = r’sen’6(ai + 2a + 2k) (2.47)

Substituindo as equagoes (2.44) a (2.47) na equacgao (2.43), temos que o escalar de

curvatura é:
R= ginij = g% Roo + g Ri1 + g% Ry + ¢ R33

a 1 — kr? 1 — kr?
—1[-3% 4 ! +
=S i 2az 721

a —a?
[—a?r?][r?(ad + 202 + 2k)] + [—a*r*sen®0][r*sen?0(ad + 2a2 + 2k)]

a a a _k a a _k a _a _k
R=-3"_-2_9% 9= 0 o0 o T o0 of
a a a? a? a a? a? a a? a?

_ 6a  6a> 6k

T a a? a?

= —6[; + = + =] (2.48)
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Agora substituindo as equagoes (2.37) a (2.47) na equacao (2.34) que é:

G = 8T, + Mg

Temos que:
Goo — Agoo = 8T
1
Rog — 59003 — Agoo = 8mp
1, 66 6a2 6k
R Sl (R i S g
3 2( a a? az) smp
3¢ 3k
@ T A=
Definindo: )
a? 8tp ANk
Y & LNt T
a? 3 + 3 a?

Da mesma forma:

Gij — Agij = 87T

1
Ri; — §9in — Agij = —8mpgi;

Aqui s6 restam os termos i = j, temos entao:

1
Ri; — igiiR — Agii = —8mpgi;
Para i = 1:
G111 — Agn = 87T
1
Ry — 59111% — Agi1 = —8mpgn
ai + 2a2 + 2k a® ( 6a 67(1.2 %)+ Aa®>  8mpa®
1 — kr? 2(1—kr2)" a a2  a®  1—kr?2  1— k2

ai + 2a2 + 2k — 3(ai + a? + k) + Aa® = 87pa’

—2aii — k — a? + Aa® = 8mpa’
2% a® k
fa+af+f—/\——87rp
a a®  a?

Usando a equagao (2.50) temos:

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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s 2 A=38
a 3 3 a2+ 2 R4

2a 8tp A

o8- —E T4

o PTT3T3

2 _ 24w _srp  2A

a 3 3 3

a 127p A4dwp A

e L 2.52

3 3 73 (2:52)

Para i =2

Gag — Ngog = 87Ihy

1
Ry — 5922]% - A922 = —87pyga

¥2(ai + 202 + 2k) — ;(—a27‘2)(—6[z 4 Zz + ;]) — A(=a%?) = 8r(—p(—a®r?))

. . .2 k
r?ad + 2r’a? + 2r’k — 3@27“2g — 3a2r2a— — 3a2r2—2 + Aa*r? = 8mpa’r?
a a a
. 3«. 3' 2
ad+2a2—|—2k——a—i—3k+Aa2:8ﬂpa2
a a
2.. 2 '2
2% Tk Ad? = 8mpa’
a a
2% a2 k
——a—a————l—/\:&rp
a a® a?
2% a® k
;‘F?—F?—A:—Sﬁp (253)
Para =3
Gaz — Agsz = 81133
1
Rs33 — 59333 — Ags3 = —8mpygs3
2200 o Lo 9o, 9 i a® k 2.2 2 2.2, 2
r°sen G(aa—|—2a2+2k)—§(—a r2sen0)(—6[-+—5+—])—A(—a"r“sen’0) = —8mp(—a"r°sen-0)
a a? a

r’sen®0ai + 2r’sen6a? + 2r’sen’0k — 3ar’sen®0a — 3ar’sen®0a2—

3kr?sen?d + Aa*r?sen®6 = Stpa*r?sen’d

ai + 2a2 + 2k — 3ai — 3a2 — 3k + Aa® = 87pa’

—2ia — a? — k + Aa® = 8wpa®
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20 a® k
b + poh A= —8mp (2.54)

Dessa forma temos que ¢ = 1, i = 2 e i = 3 obtemos o mesmo resultado, ou seja,
as componentes se equivalem, isso comprova a isotropia do universo, ou seja, a forma em
que o Universo se apresenta é a mesma em qualquer dire¢do. Assim sendo as equagoes de

Friedmann séo:

=== (2.55)

) (2.56)

A = constante cosmolégica.
a = fator de escala do Universo.
k = curvatura gaussiana.

Sabemos que p e p sao fungoes de a e o pardmetro de Hubble, definido como H, é

a taxa de expansao do Universo.

O parametro de Hubble pode sofrer alteragoes no tempo se os outros componentes
da equacao forem dependentes do tempo. Se aplicarmos a um fluido a equacgao de estado
dado, as equacoes de Friedmann irdao descrever a evolugao do Universo no tempo bem

como a sua geometria, como func¢ao da densidade do fluido [12].

A métrica FLRW [12] fornece uma soluc¢ao que descreve um Universo preenchido

por um fluido ideal, o qual tem sua densidade e pressao dada pelas equagoes de Friedmann.

2.4 COSMOLOGIA NEWTONIANA

Vamos definir alguns pardmetros para a cosmologia newtoniana que iremos trabalhar.
Primeiro definimos um espaco tridimensional com um parametro temporal ¢, o material
que o compoe é um fluido perfeito o qual pode ser caracterizado mediante sua densidade
p, sua velocidade v, sua pressao p, e o potencial gravitacional ¢. O comportamento dessas
grandezas sao determinadas pela equacao de continuidade, a equacao de Euler e a equagao
de Poisson [14].

A equacao da continuidade que implica em conservacao da massa, é descrita por:

dp L
E—i—pv-v—o (2.57)
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A equacao de Euler relaciona gravitacao e pressao e é descrita por’:

==

. 1
U==Veé- VP (2.58)

E por fim temos a Equagao de Poisson, que relaciona o campo com sua fonte

geradora, descrita por:

Vi = 4dmp (2.59)

Para que a densidade, a velocidade e o potencial gravitacional descritos nas equagoes
acima evoluam temporalmente de forma satisfatéria é necessario que os parametros inicias
sejam bem definidos, pois qualquer alteracao nesses parametros, causa alteragoes nos

resultados esperados [15], [14].

A cosmologia Newtoniana é importante, pois é através da evolugao temporal desses
parametros, definidos acima, que iremos conseguir realizar a evolugdo temporal da matéria

escura.

Como estamos trabalhando com a matéria escura nossos calculos estao voltados para
as flutuagoes da matéria sem pressao, dessa forma este termo sera desprezado. Portanto a
d

equacao de Euler ¢ reescrita como £ = — v/ ¢.

Uma das formas de obter a equacao Poisson para a gravitacdo newtoniana descrita
acima ¢ através da simplificacao das equacoes de Einstein, para isso utilizamos o limite

newtoniano que assume campos gravitacionais fracos e baixas velocidades [1].
Temos que a equagao de campo de Einstein é dada por:

1
R/u/ - ig;wR = 87TT/“, (260)

Definimos entao:

w,v =20
R = 87T
Too = p
T, =0

p densidade de matéria.

> Aqui temos a derivada total em relacdo ao tempo ou seja, ela representa a mudanca de uma

variavel que depende do tempo, tempo este que evolui com o movimento da massa. Ja a
derivada parcial que veremos adiante ela representa a mudanga de uma varidvel dependente
do tempo que ndo evolui, ou seja é um tempo fixo [16].
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9w = N + by para limites de campos fracos, usamos essa relacao, que ¢ a equacao

da métrica de Minkowski perturbada.
hu <1

goo = Too

O trago do tensor energia-momento é descrito por:

T = Ty (2.61)

Temos também que a partir da equagdo (2.60), e com o parametros definidos acima

podemos escrever

1

Reescrevendo a equacao de Einstein temos;

1
R,, = 8r (TW - 2gWT) (2.63)

Sabendo que R = 87T e Tyy = p temos que Ry = 47mp

Para as componentes 00 do tensor de Ricci temos:
Ry = Fgo,a - Fgo,o + Fgﬁrgo - Fggrgo ~ G0 (2.64)
Desprezando as derivadas temporais, pois estamos utilizando campos fracos e de

baixa velocidade, ou seja, campos considerados estaticos, e sabendo que os simbolos de

Christoffel sdo dados como derivadas do tensor métrico:

1 «
Iy = 59" (Gavp + apw = Gupa) (2.65)
Temos entdo:
(0% 1 ﬁa

[0, = Roo = 3 [97“(950,0 + gp0.0 — Goo,5)] (2.66)

1 B
= _5904[77 hoo ] (2.67)

1 (e}
= _igahooa (2.68)
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1
Roo = 5 v hoo (2.69)

Novamente desprezando as derivadas temporais bem como os termos de segunda
ordem, pois somente os termos de primeira ordem sao utilizados na pertubacao da métrica

e escolhendo hgg = 2¢, lembrando que Ryy = 4mp. Substituindo na equagao acima teremos:

1
dmp = 3 V2 2¢ (2.70)

Vi = 4mp (2.71)

que ¢ a equagao de Poisson, dessa forma podemos perceber que partindo das equacgoes da

relatividade geral podemos recuperar a equacao para a gravitagao newtoniana.

Usamos o limite de campos fracos e baixas velocidades, ou seja, consideramos
campos estaticos, para recuperar a equacao de Poisson. Fazendo isso acabamos por causar
uma inutilidade nas equacoes da secao anterior, pois as equacoes de Friedmann, s6 tem
utilidade se tivermos a evolucao temporal da densidade, e para isso é necesséario derivar a
equacao de Friedmann em relagdo ao tempo e relacionar com a equacao aceleracao. Como
nao ha aceleragao, pois consideramos campos estaticos, as equacoes de Friedmann perdem

seu significado [17].

2.5 TEORIA DA PERTURBACAO NEWTONIANA
Para entendermos a formagao de estruturas através da Cosmologia Newtoniana, é
necessario entender a evolugao das flutuagoes da matéria.

Sabemos que o nosso Universo esta se expandindo,ou seja, a distancia entre objetos
estd sempre aumentando com o passar do tempo. Essa distancia é definida por r(que é a

coordenada co-mével) [18].

r=a(t)x (2.72)

onde a(t) é o fator de escala e x posigao do objeto em coordenadas locais.

Podemos perturbar a matéria para que através de flutuagoes que essas perturbagoes

vao gerar, possamos entender a formagado das estruturas no universo.

Essa perturbagoes implicam na reformulacao da densidade, da velocidade, da

pressao e do potencial gravitacional conforme descrito abaixo.

A velocidade é entao descrita por:
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o _ . or
a:v—ax—l—aa—a[{x—i—u (2.73)

onde o primeiro termo é a constante de Hubble, e o segundo u é a velocidade que podemos

tratar como uma perturbacgao, chamada de velocidade peculiar.

A densidade com o parametro de perturbacao ja inserido é descrita por:

p(x,t) = p(t)[1 + 0(z,1)] (2.74)

Da mesma forma que a densidade a pressdao com parametro de perturbacao é

descrita por:

p=p(t)+dp (2.75)

O potencial gravitacional como a perturbacao é:

¢ =o(x, 1)+ ® (2.76)

® ¢ o potencial gravitacional perturbado.
Todas as derivadas espaciais sao em coordenadas co-méveis 7.

Temos entao que a equacao da continuidade é descrita por:

9p P -
(146) 5, =V b+ pg + = (L4 ) (aHr +w)] =0 (2.77)

Juntando os termos de forma a separa-los em ordem zero, primeira e segunda

ordem onde podemos perceber essa separacao através do uso de colchetes temos:

L S VU S N, .
[815+3pH]+[<8t+3pH>5+p8t+av u]—l—[a(u Vo+wo-u)]=0  (2.78)

Para obter a aproximacao linear devemos desprezar os termos de segunda ordem e

utilizar o de ordem zero nos termos de primeira ordem.

A perturbacao da densidade de primeira ordem é:

g6 1
L Ty = 2.79
5 T VU (2.79)
Para a equacao de Euler perturbada temos:
0 1 1
S Hu=-——yop+-v o (2.80)
ot ap a
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Para a equacao de Poisson perturbada temos:

V20 = —4ma*pd (2.81)
Derivando (2.79) em rela¢ao ao tempo temos:

2 1 1

2.82
ot?2  a (zv@t 0 (2.82)

Combinando a equac¢ao acima, como as equagoes de Euler e Poisson perturbadas

temos:

9% 1 1 1 1
a a ap a
9% 2 1 1
w—gﬂvu—% Pop+ 5V =0 (2.84)
920 Bl 1
—— +2H = —4npd — —— /2 0p = 2.
BYe + 5 Tpo azﬁv op=0 (2.85)

Como ja dissemos anteriormente nossos calculos estao voltados para as flutuacoes
de matéria sem pressdo, entdo —+= 72 op = 0 , assim sendo, reescrevemos a equacio acima
a%p

COINoO:

0+ 2H6 — 4mpd = 0 (2.86)

A equacao acima é o resultado final da linearizagdo das equagoes do fluido [1],

realizada através do uso da cosmologia newtoniana considerando a expansao.

2.6 EQUACOES PARA FLUIDOS ESPECIFICOS

Nessa se¢do vamos trabalhar com os tipos de fluidos especificos do nosso Universo.
A matéria nao relativistica é usada como um nome coletivo para todos os fluidos sem

pressdo, matéria escura e matéria barionica sendo os principais exemplos [1].

A equacao de Friedmann é dada por H = ¢, dessa forma podemos relacionar a

densidade, o fator de escala e a geometria do universo da seguinte forma:

3

P:87

(H* — =) (2.87)

a2
Se considerarmos k = 0, temos o universo plano, para o qual a densidade critica é

definida como p. = £ Hg. Definimos também o pardmetro de densidade:
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==L (2.88)

Temos entao que os parametros de densidade da matéria, da radiacao e da constante

cosmologica sao:

Qp = 837;’%” (2.89)
0, = Z}Og (2.90)
Qp = 328 (2.91)
Ja a equacgao de estado é descrita por [16]:
w:i (2.92)

As formas mais simples de matéria no universo tem uma equacao de estado

constante.

e matéria — w,, =0

1

e radiagao— w, = 3

e constante cosmolégica (energia escura) — wy = —1

A densidade tem dependéncia em ralacao ao fator de escala. Portanto:

poxa "
n ¢ relacionado ao parametro da equacgao de estado descrito por:

n=3(14+w)

Para a matéria temos que a densidade em relagao ao fator de escala é dada por:

pm < a”®

Para a radiagao temos:

Pr X a
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Para a constante cosmologica temos:

pa x 1

Na equacgao de Friedmann, nao é feita distingdo entre matéria escura e barionica, e
assim estes tém efeitos idénticos no Universo como um todo. O componente mais importante
do universo ¢ a energia escura cuja natureza ¢ desconhecida, uma das possibilidades de
energia escura ¢ a constante cosmolégica, correspondendo a uma densidade de energia

constante com uma pressao negativa associada.

“A constante cosmologica é também chamada energia do vacuo, por ser supos-
tamente gerada por flutuagdes quéanticas no vacuo - pares virtuais de matéria e
antimatéria virtuais, constantemente sendo criadas e destruidas em um tempo

muito pequeno de forma a nao ferir a lei macroscopica de conservagao da

matéria.” (SARAIVA, OLIVEIRA FILHO, MULLER,2014, pg 8).

Da segunda equagao de Friedmann (2.56), vemos que a energia escura ¢ a Unica

dessas trés componentes que contribuem positivamente para a aceleracao @ da expansao.

Os valores mais bem aceitos dos atuais parametros cosmolégicos sao [1]:

Qp0 = 0,691 £ 0,006
Qo = 0,309 £ 0,006
0~ 8,4 x 107
Hy = (67,7+0,5)kms ' Mpc!

(2.93)

Nosso Universo com estes trés componentes tem entao a seguinte equagao de

Friedmann:

(2.94)

Temos entao a seguinte divisao, no principio a radiagao era o componente dominante,
depois passou a ser a matéria a componente dominante do universo, por fim nos tempos
atuais ¢ a energia escura quem o domina, sendo que esta caminha para a dominagao
total [1]. Em cada época de dominagao dois componentes sao tudo o que precisamos
para modelar com precisao o Universo. Dessa forma como nosso estudo quer entender o
Universo presente, deixamos de lado a radiacao. Para descobrir quando isso é possivel,

calculamos o valor no qual a radiacao e a matéria sao igualmente importantes:
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Q0~8,4x107°

Q0 = 0,309 + 0,006

U = 2,7 x 1074

Da mesma forma, a equivaléncia entre matéria / energia escura ocorre em @,

Qo = 0,309 £ 0,006

Qp0 = 0,691 £ 0,006

AmA = 0, 76

Para a dominacao completa, as taxas de expansao podem ser facilmente calculadas

.. N . . 1
usando o componente tnico da equacdo de Friedmann, a = Hya~2(1+3)

, € considerando

as equagoes de estado, para dominagao por cada um dos trés tipos de fluidos, nés temos

entao:

Hoa ' —(radiagao)

a = Hya™ 2 —(matéria) (2.95)

Hya —(energia escura)

(2H,t)? —(radiacio)

a4 = (%Hot)% — (matéria) (2.96)

Cellot — (energia escura)

C — constante de integracao.
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2.7 FLUTUACOES DE MATERIA

As eras de dominacao da matéria sao descritas pela equacao da continuidade que

descreve a densidade perturbada.

1
a a

Como ja vimos na sec¢ao 2.5 a perturbacao nas componentes do universo causam
flutuagdes, que nos permitem entender a formacao de estruturas no Universo, no nosso

caso em particular queremos compreender e analisar a estrutura da matéria escura.
Temos trés eras de dominagao, a dominacao pela matéria, radiacao e energia escura.

Na era de dominacao por matéria temos que as perturbacoes de densidade crescem

linearmente, levando ao agrupamento da matéria [1].

Na era dominada pela radiacao temos que a taxa de expansao é maior para essa
era do que é para a era dominada por matéria, dessa forma esperamos que se tenha
menos aglomeracao nessa época inicial. As perturbagoes de matéria crescem apenas
logaritmicamente nessa fase, ou seja, nenhuma estrutura significativa é formada antes da
matéria comegar a dominar[l], salientando que a matéria barionica nao forma nenhuma
estrutura, mas a matéria escura que nao interage com a radiacao ja se condensa nessa

época.

Na era dominada pela energia escura as flutuagoes da densidade da matéria param

de crescer.[1].

Codigos numéricos podem ser usados para resolver as equagoes diferenciais lineares
(relativisticas) que governam as flutuagoes da matéria. Estes calculos sao feitos frequente-
mente no espacgo de Fourier, além de definir uma série de pardmetros iniciais é importante
iniciar a simulacao em um determinado momento, para que as flutuagdes de matéria sejam
descritas com precisao pela teoria de perturbacgao linear. Essa simulagdo que constitui o
c6digo numérico N-corpo nada mais é que uma simulagao do campo de densidade [1]. Esse

c6digo numérico sera abordado no préximo capitulo.

34



3 SIMULACOES COSMOLOGICAS

Para entendermos uma das maiores componentes do universo a matéria escura,
vamos nos utilizar das simulagoes cosmoldgicas de N-corpos. As simulacoes gravitacionais de
N-corpos, isto ¢ solugoes numéricas das equagoes propostas de N-particulas que interagem

gravitacionalmente, sdo amplamente utilizados como ferramentas da astrofisica [30].

O coracao de qualquer cédigo cosmolégico de N - corpos é o seu solver! gravitacional,
isto se deve ao fato de que a gravidade domina a formacao da estrutura na escala cosmologica
[30].

Temos dessa forma quatro métodos a serem discutidos:

Particula-particula PP

Percurso de Arvore

Particula de malha PM

Particula-particula/particula-malha (p3m)

Para conseguirmos reproduzir uma simulac¢ao da evolugao do universo partindo de
uma distribuicdo quase homogénea de matéria escura até a formacao das macroestruturas

em forma de "teia", devemos primeiramente entender cada método.

De acordo com Dakin (2015) e Diaz (2013) os métodos sao descritos da seguinte

forma:

3.0.1 O método particula-particula

O PP método é o mais simples do solver gravitacional em simulagdes cosmologicas de
N-corpos. O formalismo mais simples para gravitagdo newtoniana é a equagao originalmente
apresentada pelo proprio Newton conhecida como lei da gravitacao universal de Newton.
Neste formalismo a matéria consiste de particulas que interagem aos pares. Este é também
o formalismo utilizado pelo método PP dai o nome de particula-particula ou método

direto.
Esse método foi desenvolvido na década de 1960 por Sebastian von Hoerner.

Como sabemos o sistema ¢é constituido por intimeras particulas, todas sob influéncia

de suas forgas gravitacionais, a simulagao de N-corpos Particula-Particula (PP) integra

1O solver é um software matemético, voltado para resolver um determinado problema, ele se

utiliza das descri¢gdes genéricas do problema cria uma solucao e cria ainda um diretério ou
biblioteca onde problemas semelhantes ao original podem ser facilmente resolvidos.
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todas as forcas sem realizar qualquer tipo de simplificacao ou aproximacao, fazendo com
que nao haja perdas de precisao na simulacao. Esta precisao vem com o preco de um
baixo desempenho (computacional), j& que para atualizar cada particula, a informagao
de todas as outras é necessaria. Esse método se mostra muito preciso, mas com baixo

desempenho devido a sua alta complexidade.

3.0.2 Percurso de Arvore

Pode -se melhorar o método PP sem uma perda consideravel da precisao, agrupando
as particulas distantes, de forma a nao calcular a for¢a individual de cada uma, mas sim
do grupo todo com aproximadamente a mesma posi¢ao. Sabemos que quanto maior a
distancia entre as particulas menor a forca, para buscar um melhor desempenho essa
forca é desprezada, considerando somente uma forga resultante destas particulas. Esta

abordagem é a utilizada pelo método de percurso de arvore, desenvolvido por Barnes e
Hut.

Este método nos permite tratar um grupo de particulas como uma sendo uma sé.
Nesse método o espaco é subdividido em uma arvore, no qual cada folha contém apenas
uma particula. Cada né interno desta arvore possui uma particula no centro de massa,

calculada a partir de todos seus filhos.

Esse método apresenta um grande ganho no desempenho, porém ha uma grande

perda de precisao, devido ao tamanho das areas que sao unificadas em um tnico ponto.

3.0.3 Particula-Malha

O método Particula-Malha , PM, discretiza o espago, esta divisao permite que o
calculo da forca resultante em cada particula seja resumido ao calculo do potencial em

cada ponto da malha. Na sequéncia ¢é realizada a atualizagdo de cada particula.

O método tem com principio a criagdo de uma malha sobre o espago que contém
as particulas a serem simuladas. Para dar sequéncia basta resolver a equagao do potencial
nos pontos desta malha e entao calcular a for¢a em cada ponto da malha pelo gradiente do
potencial. Para encontrar a for¢a em uma particula fora dos pontos da malha, consideramos

a mais proxima ou a interpolacao dos potenciais vizinhos.

Esse método possui alto desempenho, porém cria uma limitagao espacial, que
impede que fendmenos pequenos sejam modelados de forma correta. A aproximacao do
potencial da célula impede que interagoes entre particulas dentro dessa mesma célula

sejam calculadas de forma correta.
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3.0.4 Particula-Particula/Particula-Malha

O método Particula-Malha Particula-Particula (PPPM, ou P3M) tem como objetivo
corrigir o problema do método Particula-Malha com os fendomenos que ocorrem em pequena
escala, ou seja resolver a questao da interacao particula-particula dentro da célula, ou seja,

os chamados fendmenos de curto-alcance.

A ideia do método PPPM é simples: separar o calculo da for¢a em forcas de curto
alcance e de longo alcance. O método Particula-Malha é utilizado para as forcas de longo
alcance, ja o método Particula-Particula é utilizado para curtas distancias, dessa forma

corrigindo a falha do método particula - malha.

Esse método apresenta uma nova relagao entre precisao/desempenho em relagao
ao método anterior, relacao essa bem equilibrada, devido ao fato de utilizar o método PM
para longo alcance e o PP para curto alcance. Porém, por ainda possuir uma parcela onde
o calculo é aproximado (utilizagdo do método Particula-Malha), sua precisao é inferior ao

método Particula-Particula.

3.1 PARTICULA - MALHA

Como sabemos as simulacoes N-corpos sdo de grande importancia para a cosmologia
moderna, pois, permitem o estudo da evolugao gravitacional considerando a evolucgao

temporal de um determinado sistema de particulas [20].

Para termos uma simulacao de qualidade é preciso [20]:

e gerar condicoes iniciais adequadas e precisas, que sao as posicoes e velocidades
iniciais das particulas,
e resolver de forma mais precisa possivel as equacgoes de movimento, que determinam

as trajetérias das particulas.

Podemos descrever o sistema cuja evolugao gravitacional queremos simular por

uma Unica funcao de distribuicao de particulas:

—

f = (LC,’U,t) (31)

A funcao f descreve a densidade de massa no espaco de fase? das particulas.

2 Espaco de fase é a representacio da dindmica das componentes de um sistema. Uma trajetéria

no espaco de fase representa a evolugao temporal do sistema, através da evolucdo de suas
componentes.
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Vamos assumir um sistema com uma quantidade muito grande de particulas,
desconsiderando as interagoes entre particulas, para focar no campo gravitacional resultante,
dessa forma descrevemos um fluido sem colisao gravitacional. Esse sistema tem a evolugao

temporal descrita pela equacao de Boltzmann sem colisao [20]:

af _of of 0¢0f
%:a%- 9% drdv =0 (3.2)

Onde o primeiro e o segundo termo da soma correspondem a propagacao das particulas, e
o terceiro termo se refere as forcas exercidas sobre as particulas por uma influéncia externa

(nao pelas proprias particulas).

Na equagao acima o potencial ¢ ¢ a solucao da equacao de Poisson:

Vio(w,t) = 47rG/f(x.v,t)dv (3.3)

As equagoes acima (Boltzmann e Poisson) fazem o sistema de Poisson-Vlasov, no

qual o espaco de fases conserva as caracteristicas do sistema ao longo da evolugao temporal

120].

A simulacao de N-corpos é baseada no uso de um numero finito de particulas,
utilizadas como amostra da funcao de distribuicdo continua f. Criamos um sistema
discreto de N particulas com caracteristicas que se aproximam das mesmas do sistema

base. Para tal esquema podemos escrever um novo sistema de equacoes:

= — 7 o(z;) (3.4)

GZ

€ é o parametro de suavizacao da forca grav1ta61onal, visa garantir que a dinamica resultante

(3.5)

(x — xj 24e2?
do sistema seja sem colisdo. A inclusdo deste termo traz alguns beneficios [20]:

e cvita que as particulas que se aproximam umas das outras em angulos elevados

acabem se afastando.

e faz o tempo de relaxamento (retorno de um sistema perturbado ao equilibrio) de

dois corpos grande o suficiente.

e permite a integragdo do sistema através de métodos de integracao de ordem inferior,
ou seja, transforma uma integral de multiplas funcoes em uma integral simples,

alterando a ordem na qual as integracoes sao realizadas.
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A suavizacgao da forga gravitacional, tem também uma desvantagem: para sepa-
ragoes entre particulas a forca computada torna-se um método numérico utilizado em
simulac¢oes de N-corpos nao newtonianas. A escala espacial de € define o limite do intervalo
dindmico de um experimento numeérico, define também até que ponto um dado sistema de

N-corpos transporta informagoes fisicas confidveis [20].

Existem varios métodos que permitem a solucao do sistema N-corpos, cada uma

com suas proprias vantagens e desvantagens. O método PM, é mais simples e rapido.

3.1.1 Método PM

Antes de comegarmos a explicar o método PM, vamos relembrar um pouco do que

trabalhamos até aqui.

Primeiro chegamos a equacao de Poisson para a gravidade newtoniana, equagao

essa usada para descrever as interacgoes gravitacionais no método PM.

No segundo momento desse trabalho definimos a geometria do universo, que
estamos simulando, através da métrica FLRW. Apés definida a geometria foi a vez de
definir através da cosmologia newtoniana o material que compde o universo bem como
o comportamento das grandezas que sao necessarias para inciarmos a simulagao, que
sao velocidade, densidade, o potencial gravitacional, parametros esses estao associados a

evolucao temporal do sistema.

Para continuarmos, precisamos entender como sao formadas as estruturas do
universo e de que forma elas evoluem, e como ja descrevemos as estruturas sao formadas
a partir de flutuacdes de matéria, e para gerar essas flutuagoes precisamos perturbar o
material que o compoem, ou seja perturbar os parametros que definimos acima, na secao

2.5 trabalhamos com essas perturbagoes.

Como ja estudamos, sabemos que o universo é formado por eras de dominagao,
matéria, radiagdo e energia escura. Temos valores de parametros bem definidos para essas

épocas de dominagao.

A partir das eras de dominagao podemos entender que as flutuacoes formam
estruturas apenas na fase dominada por matéria, portanto na simulacao as flutuagoes sao
utilizadas para justificar o uso somente da matéria escura, bem como o intervalo de tempo

simulado.

A imagem acima serve para ilustrar como as particulas estavam distribuidas na
malha antes de aplicarmos as condigbes iniciais que precisavamos para simular a formagao
da estrutura em "teia'da matéria escura. Essa imagem mostra como as particulas estavam

todas desorganizadas na malha, sem possuir parametros de posicao definidas. As préximas
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Figura 5 — Imagem inicial da malha

imagens que ja possuem parametros iniciais definidos serao encontradas no decorrer dessa

descricao do método PM.

No método PM através da convolugao da densidade com a funcao de Green,

podemos encontrar a equagao de Poisson para o potencial gravitacional no espago real [20].

o(x) = [ glo — a')p(a)da’ (3.6)

Ao escolhermos a funcdo de Green, devemos considerar as condi¢oes de contorno
relacionadas com o tempo, a funcao de Green é usada para descrever o comportamento
dindmico de um sistema. No espago de Fourier, a convolucao ¢ substituida por uma simples

multiplicagdo como descrito abaixo:

¢(k) = g(k) - p(k) (3.7)

Para obter p(x), definimos uma malha com células cibicas que possuam uma
largura h . Todas as particulas recebem uma funcao especial de “forma” S(x), que deve
ser entendida como campos de densidade de particulas individuais de massa unitaria.
Cada célula com um centro z,, recebe uma contribuigao fracionaria de massa. [20]. A

contribuicao de massa para uma dada célula é dada por:
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1
[[(z) =0v]z| = 5
2
[1 Funcao de cartola®

Portanto, a funcao de atribuicdo em massa terd a forma de uma convolucao:

W) =TI (z) « 5(z) (3.9)

A densidade é descrita pela soma da contribuicao de todas as particulas, conforme

descrito abaixo:

Tp) = h3Zmz Ty — Ty (3.10)

onde m; ¢ a massa da i-ésima particula. Existem trés fun¢oes usadas para S (x):

NGP : S(x) = op(x) (3.11)
CIC: 5(2) = LT ( ) wSp(x (3.12)

TSC: S(x) = 7 LT ( ) X h13 11 (‘Z) (3.13)

onde dp(x) é a fungao delta de Dirac e as siglas significam:

e Ponto de grade mais préximo (NGP): A massa de cada particula m; é atribuida ao
ponto de grade mais proximo da massa. Na Figura 6 , isso significaria atribuir a
massa inteira da particula a célula 2. O NGP também é chamado de interpolacao de

ordem zero [21].

e Cloud-in-Cell - Nuvem na célula (CIC): A massa de cada particula é distribuida sobre
as quatro células mais préxima, de acordo com a funcdo de distribui¢do (nuvem).
Na Figura 7, quase toda a massa seria atribuida a célula 2, entao aproximadamente
a mesma quantidade para as células 1 e 4 e, finalmente, cerca de 1/16 para a célula

3. A CIC implementa a interpolagdo de primeira ordem (linear)[21].

e Interpolacoes de ordem superior: A funcao de distribuicao ao redor da particula pode
ser feita para cobrir ainda mais células, resultando em interpolagoes de ordem mais

alta, por exemplo, como visto na figura 8. TSC (nuvem de formato triangular)[21].

3 Funcao de Cartola refere-se a varias técnicas de filtragem de espaco real ou no de Fourier. O

nome da cartola origina-se da forma do filtro, que é uma fungéo retangular [1]
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Como ja definimos a densidade de massa p(x,,) na malha, agora através da Trans-

formada Rapida de Fourier (FFT) vamos obter a densidade no espago de Fourier, p(k,,).

Vamos multiplicar o resultado da FFT pela funcao de Green e fazer uma transfor-

mada inversa de Fourier, isso resultara no potencial gravitacional do espaco real computado

em todas as células da malha z,, [20].

Através do método de diferengas finitas, calculamos agora o campo de forga descrito

abaixo:

F=-v¢

O CONCEPT usa uma interpolacao de quarta ordem:

1 Givajn — Gi2jk

L@ _%¢i+1,j,k — Qi—14k .

@5k~ 73 2N 3

0<4,5,E<M

(3.14)

(3.15)
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Figura 8 — TSC - Interpolagoes de ordem superior

onde x,, = (1,7, k) e componentes j, k do campo de forga F sdo obtidos analogamente.

Agora devemos voltar o campo de forga para a posi¢ao inicial de cada particula,
devemos usar a mesma forma de interpolacao usada na atribuicao de densidade para

garantir a conservagao do momento.

F(z) =Y W(w — am)Ep (3.16)

m

A principal vantagem dos métodos PM é a velocidade. As etapas mais lentas sao
as FFTs [12].

Para relembrarmos o método PM pode ser descrito pelas etapas a seguir [1].

1. Atribua massas de particulas & malha p. Os pontos aos quais devem ser
atribuidas massas estao distribuidos perto da localizacao da particula. Para a interpolacao
ciclica, consideramos entao os oito pontos da malha que compartilham a massa da particula.
Adicionamos pseudo pontos a malha, pseudo pontos sdo pontos adicionados a malha para
que esta alcance a periodicidade? necessdria, a inclusao destes pseudos pontos na malha,
embora nao altere o nimero de pontos da malha, eles alteram o tamanho das células.

Apos eles garantirem a periodicidade eles sdo desconsiderados por enquanto.

2. Transforme pFFT—p. A tranformada de Fourier deve ser feita localmente,

substituindo os valores de densidade na malha pelos valores da transformada de Fourier.

3. Calcule va para p. Esse cédlculo serve para desconvolucionar a atribuicao da

massa. Precisamos resolver a equacao de Poisson, transformando os valores da malha em

4 Na simulacdo os contetido da malha (as particulas) é repetido periodicamente em todas as

direcoes. Essa periodicidade torna obrigatério a homogeneidade em escalas maiores que o
tamanho da caixa, para garantir essa periodicidade, adicionamos os pseudos pontos na malha
[6].
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valores potenciais. A tltima coisa que precisamos fazer antes de sair do espaco de Fourier
é atribuir manualmente ¢'(0) = 0. Esse ultimo passo corresponde a subtrair a densidade
média, se ndo subtrairmos explicitamente a densidade média, um FFT inverso de ¢'(k,)

resultard em um erro apdés muitas implementagoes de F'F'T.

4. Transforme ng FT'—¢. A transformada de Fourier deve ser feita no local.
Vamos adicionar novamente os valores aos pseudo pontos, pois aqui eles sdo necessarios
para a interpolacao. Seus valores sao simplesmente copias dos valores dos pontos reais.
Aqui além dos pseudo pontos adicionamos pontos fantasmas, que sao pontos adicionais ao
redor da malha que servem para garantir que o operador de diferencas finitas funcione,
os valores atribuidos a esses pontos fantasmas é o mesmo dos ponto reais. Apds essa

atribuicao todos os pontos podem ser diferenciados.

5. Calcule as forcas de ¢ por meio de diferencas finitas. Para calcular o campo
gravitacional através do operador de diferencas finitas, devemos escolher uma precisao
de quarta ordem. Este operador usa os pontos fantasmas para realizar a diferenciacao
dos pontos mais externos. Quando ¢'(r,) foram encontrados, os pontos fantasmas nao sao
mais necessarios.¢’ é um campo vetorial, dessa forma criamos uma nova malha e vamos

calculando um ¢’ por vez.

6. Interpolar as forcas na malha de volta para as posi¢oes das particulas. Essa
interpolacao resulta na aceleracao real em cada posicao de particula. Para a escolha da
interpolacao ciclica, é novamente utilizado os oito pontos vizinhos. As forcas sdo agora

dadas trivialmente por F; = m;g;.

Assim terminamos o método PM.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 RESULTADOS DA SIMULACAO

—0.5353 Gyr a—0.1000 = 5.747Gyr % a—0.5000

t— 13.46 Gyr e " a—1.000

Figura 9 — A primeira imagem representa a estrutura da matéria escura em forma de "teia"para
a =0,02. A segunda imagem para a = 0,5 e por fim a terceira imagem com a = 1
que representa a estrutura em "teia'da matéria escura na idade atual do universo.

Como descrevemos na introdugdo a estrutura do universo tem a forma de uma
teia, a partir da Figura 2, podemos perceber essa formagao em forma de teia. Através
da Figura 9, que conseguimos através da simulagdo, obtivemos uma imagem semelhante
para a formagao da estrutura da matéria escura. A teia césmica que ¢é a rede de ligacao
que conecta todos os componentes do universo tem contribuicao significativa da matéria

escura.
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A forma da teia cosmica, é garantida pelas interagoes gravitacionais entre matéria
escura e matéria baridnica, sao essa interagoes que garantiram que as imagens acima
tivessem a forma de estrutura em teia. As interagoes gravitacionais e sua evolucao temporal,
bem como a evolucao dos demais parametros da matéria, tornam possivel a visualizacao

da expansao césmica[5].

Como ja discutido anteriormente sabemos que os universo estd se expandindo,
através da Figura 9, podemos perceber essa expansao mais claramente. A primeira
imagem onde as particulas de matéria escura aparecem mais agrupadas, faz referéncia aos
parametros iniciais definidos para realizar a simulagao com o fator de escala do Universo
em expansao definida como a = 0,02, . J4 a segunda e terceira imagem, além do fator
de expansao, possuem o fator de evolucao temporal, vemos a diferenca também entre as
duas ultimas imagens, pois como ja estudamos com a evolucao temporal, temos também a

evolugao da expansao.

O objetivo deste trabalho além de fazer todo o estudo sobre as teorias necessarias
para que pudéssemos trabalhar com os codigos cosmoldgicos N-corpos, era realizar a
simulacao da formagao das estruturas em forma de "teia"da matéria escura com a melhor

resolucao possivel para o equipamento disponivel, o resultado pode ser visto na Figura 9.

Para realizar a simulacao utilizamos o CONCEPT (Cédigo cosmologico de N-corpo
no PyThon) é um cddigo livre e aberto para simulagdes cosmoldgicas. O CONCEPT pode
ser executado no Linux, embora o seu resultado seja mais satisfatério ao utilizar sistemas
computacionais paralelos com memoria distribuida. O codigo cosmologico supra citado é

escrito quase que totalmente na linguagem Python [1].

O CONCEPT é capaz de desenvolver a evolucao temporal, suportando as flutuagoes
da matéria, bem como a propria métrica, de forma a realizar a simulacdo de forma
satisfatoria. Além disso, ele também é responsavel pela geracao das condic¢Oes iniciais bem

como da corregao da gravidade sempre que necessario [1].

Ao realizar a simulagao através do CONCEPT alguns parametros iniciais foram

necessarios, conforme descrito abaixo:
Condigobes iniciais:
e Definimos um nome: componentes da matéria, e o tipo de material que trabalharemos,

definido no sistema como espécies: particulas de matéria.

e Utilizamos uma quantidade finita de particulas definidas nessa simulagdao por N =
2563,

Parametros cosmologicos:
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Hy = 70kms~*Mpc=! - Constante de Hubble.

Qcpar = 0,30 - Porcentagem de matéria escura presente no Universo.

a inicial = 0,02 - Fator de escala para o Universo em expansao.

Parametros fisicos:

e Primeiro utilizamos a forca de interacao gravitacional da matéria.

Em seguida incluimos o parametro de suavizagao, para garantir um sistema sem

colisao.

A partir dos parametros definidos acima, conseguimos reproduzir a simulacao da
evolucao do universo partindo de uma distribuicao quase homogénea de matéria escura

até a formacao das macroestruturas em forma de "teia'.
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

No presente trabalho realizamos um estudo voltado para a area da cosmologia,
mais especificante nos propusemos a entender uma das componentes presente no universo,
a matéria escura. Nos propusemos a estuda-la através de uma simulacao cosmologica de
N-corpos o CONCEPT, para que além de facilitar o entendimento da formagado da matéria

escura, pudéssemos entender como ela evolui devido a expansao do universo.

Trabalhamos conceitos fisicos que seriam imprescindiveis para realizar a simulagao,
pois nao bastaria realizar a simulacao, precisariamos entender como cada func¢ao se aplicava
dentro desse universo permeado por essa matéria ainda pouco conhecida. Fungoes essas

que também seriam necessarias para rodar o coddigo cosmoldgico.

Com as imagens obtidas através do CONCEPT (Figura 9), concluimos que nosso
principal objetivo nesse trabalho foi alcangado, ou seja, conseguimos desenvolver os
conceitos fisicos necessarios, e aplicar esses conceitos no cédigo cosmoldgico, e como
resultado obtivemos as imagens da formagao da estrutura em forma "teia'da matéria
escura, bem como conseguimos compreender seu comportamento associado a expansao do

universo, como ja descrevemos na se¢ao anterior.

A cosmologia é uma area magnifica, com intimeras possibilidades de descobertas
e estudo, nao que todo o aparato matematico seja trivial, pois realmente nao é, mas se
pensarmos na questao historica e tedrica, deixando um pouco de lado a matematizacao, a
mesma apresenta temas que muitas vezes nao sao levados, ou quando sao, é de maneira
bem sucinta, ao conhecimento dos alunos até mesmo nas universidades. A cosmologia
possui areas que fazem os alunos querem buscar conhecer mais sobre o assunto, portanto
temos como sugestao que mais temas dessa area, como matéria escura, energia escura,
expansao do universo, Hubble, entre tantos outros, sejam pensados na grade de formagao

académica, contribuindo assim, para a difusdo desses conhecimentos.
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