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Resumo

O modelo padrao (MP) constitui-se em um conjunto de teorias que versam sobre a estrutura
da matéria, tratando-se de um arcabouco tedrico que estuda os constituintes fundamentais
da mesma e suas interagoes. As interagoes descritas pelo modelo sdo: eletromagnética,
responsavel pela forca entre cargas, forte, responsavel por manter os nicleos atéomicos
coesos e pela atragdo entre os quarks, e fraca, responsavel pelos decaimentos. Desse modo,
o presente trabalho tem como objetivo apresentar e utilizar o ferramental tedrico da teoria
da interacao eletromagnética, a Eletrodindmica Quantica (QED), e da teoria da interagao
forte, a Cromodindmica Quantica (QCD), para calculos de grandezas associadas a alguns
processos envolvendo particulas. Inicialmente, alguns elementos conceituais do MP sao
apresentados a fim de introduzir o leitor nessa tematica. Na sequéncia, para apresentagao
das ferramentas da QED e QCD, sdo introduzidos tensores, notacao de Einstein e métodos
perturbativos. A partir desses aspectos, estuda-se a equacao de Schrodinger e soluciona-se
a mesma via métodos perturbativos (solugao de ordem um no potencial V). Tal solucao
subsidia a relacao entre amplitude de transicao e diagramas de interacao. Posteriormente,
realiza-se 0 mesmo procedimento para equacoes de campo de Klein-Gordon e Dirac, e
relaciona-se as amplitudes de transicao dessas equagoes com diagramas de Feynman. Essas
relagoes sdo entao sistematizadas nas Regras de Feynman para QED. Alguns elementos
conceituais da QCD sado expostos, bem como suas regras de Feynman. Na sequéncia,
espalhamentos sao apresentados e entao analisados a luz das regras de Feynman. A partir
dessas analises obtém-se resultados, isto é, grandezas como se¢oes de choque e potenciais
de interacao, que subsidiam discussoes. Os resultados apresentados mostram que as teorias
utilizadas possuem boa corroboragao experimental e também mostram como se da a

construcao e fundamentacao das teorias do MP, como a QCD.

Palavras-chave: Fisica de Particulas; Métodos Perturbativos; Eletrodinamica Quantica;

Cromodinamica Quantica.



Abstract

The standard model (SM) is a set of theories that deal with the structure of matter, a
theoretical framework that studies its fundamental constituents and their interactions.
The interactions described by the model are: electromagnetic, responsible for the force
between charges, strong, responsible for keeping atomic nuclei together and for the
attraction between quarks, and weak, responsible for decays. Thus, the present work
aims to present and use the theoretical tools of the theory of electromagnetic interaction,
Quantum Electrodynamics (QED), and of the theory of strong interaction, Quantum
Chromodynamics (QCD), for calculations of quantities associated with some processes
involving particles. Initially, some conceptual elements of the SM are presented in order to
introduce the reader to this theme. Next, to present the QED and QCD tools, tensors,
Einstein notation and perturbative methods are introduced. From these aspects, the
Schrodinger equation is studied and it is solved using perturbative methods (order one
solution in the potential V). Such a solution supports the relationship between transition
amplitude and interaction diagrams. Subsequently, the same procedure is performed for the
Klein-Gordon and Dirac field equations, and the transition amplitudes of these equations
are related to Feynman diagrams. These relationships are then systematized in Feynman’s
Rules for QED. Some conceptual elements of QCD are exposed, as well as its Feynman
rules. Next, scatterings are presented and then analyzed in light of Feynman’s rules. From
these analyses, results are obtained, that is, quantities such as cross-sections and interaction
potentials, which give support to discussions. The results presented show that the theories
used have good experimental corroboration and also show how the construction and
foundation of SM theories, such as QCD, takes place.

Keywords: Particle Physics; Perturbative Methods; Quantum Electrodynamics; Quantum

Chromodynamics.
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1 Introducao

O Modelo Padrao (MP) constitui-se em um conjunto de teorias que versam sobre
a estrutura da matéria, tratando-se de um arcabouco tedrico que estuda os constituintes
fundamentais da mesma e suas interagoes. Ele é, atualmente, a teoria cientifica mais bem
sucedida no entendimento da estrutura elementar da matéria, com excelente acordo com
os resultados experimentais (OERTER, 2006, p. 10; PERKINS, 2000, p. 7; HUSTON;
RABBERTZ; ZANDERIGHI, 2020, p. 22).

Para o MP, as particulas elementares sao os blocos bésicos que constituem a matéria
e pode-se interagir com as mesmas apenas na escala subatomica. Ao todo existem dezoito
particulas elementares que formam a matéria, sendo estas divididas em: quarks, léptons,
particulas mediadores de interacao e o Boson de Higgs. Segundo o MP, as particulas
elementares interagem entre si através de quatro forcas que existem na natureza, sendo
estas: a forga gravitacional, a forca eletromagnética, a forca forte e a forca fraca. Cada
uma dessas forcas, com excecao da forca gravitacional, é descrita por uma teoria quantica
diferente, sendo a forga forte descrita pela Cromodinamica Quéntica (QCD — Quantum
Chromodynamics), a forga eletromagnética descrita pela Eletrodindmica Quéntica (QED —
Quantum Eletrodynamics) e forga fraca descrita pela Dindmica de Sabor Quéntica (QFD
— Quantum Flavordynamics). Atualmente, a forga gravitacional ndo esté incorporada no
modelo padrao, pois ainda nao existe uma teoria quantica de gravidade (SHELLARD,
2012, p. 133), isto é, a forga da gravidade ndo apresenta a mesma estrutura que as outras
interagoes (MOREIRA, 2011, p. 123) e talvez levem-se séculos para se detectar a particula
mediadora da forga gravitacional (o graviton') (GRIFFITHS, 2008, p. 18) . A forca

gravitacional é bem descrita pela Relatividade Geral de Einstein.

Por intermédio das teorias do MP pode-se estudar diferentes tipos de interagoes
(também chamadas de espalhamentos) que ocorrem entre particulas e extrair desses
grandezas observéveis (isto é, que sdo mensuraveis em laboratério) como a se¢ao de choque

diferencial ou total.

A obtencao dos observaveis associados a um espalhamento é feita utilizando-se
diagramas de Feynman, que sao representacoes das interagoes a partir das quais pode-se
realizar o computo dos observaveis de forma rapida e de facil memorizagao. O diagrama
para um determinado processo contribui com termos oriundos das solugoes das equacao.
de campo, que sao equagoes que descrevem sistemas com particulas com determinado
nimero quantico de spin, e objetos do espaco do spin (matrizes gama) ou do espago da

cor (vetores de cor).

1 A maioria das teorias formuladas para a gravitacio quéntica, embora incompletas, propdem o graviton

como particula mediadora.
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Tendo isso em vista, o presente trabalho tem como problemética: Como utilizar o
ferramental tedrico do MP para célculos de grandezas (como segao de choque e potencial de
interagao) para espalhamentos envolvendo particulas? O objetivo do trabalho é, portanto,
apresentar e aplicar algumas ferramentas de duas teorias do MP, a QED e a QCD, no
estudo de espalhamentos. Tais ferramentas sao os diagramas de Feynman e as Regras
de Feynman da QED e da QCD, quais tém relacao com as soluc¢oes perturbativas das

equagoes de campo para cada particula.

Nesse trabalho os espalhamentos estudados serao simples, de baixa ordem pertur-

bativa, e os resultados obtidos ja constam na literatura.

A metodologia utilizada para construgao desse trabalho foi de carater exploratério.
Esse tipo de metodologia, frequentemente feita através de levantamentos bibliograficos,
tem como objetivo proporcionar uma visado mais geral acerca de um determinado tema,
podendo ser a primeira etapa de uma investigagdo mais ampla (GIL, 2008, p. 27). Desse
modo, para o levantamento bibliografico deste trabalho seguiu-se critérios de: relevancia
da obra para area, complexidade da obra e significincia histérica da obra para a area de

Fisica de particulas.

Inicialmente, na Fundamentacao Tedrica, aspectos elementares do MP serao apre-
sentados, tais como: quais sao as particulas elementares, quais sao as propriedades que
elas dispoem e como elas interagem. Também serao apresentados algumas ferramentas
matematicas como Tensores, Notagao de Einstein e Métodos perturbativos. A partir
dessas ferramentas matemaéticas serdao apresentadas as equacoes de campo, bem como
suas solugoes, via métodos perturbativos. Por fim, as solugoes serao relacionadas com os
diagramas de Feynman e por fim as regras de Feynman serao apresentadas. No capitulo
de Aplicagao das teorias as ferramentas apresentadas serao empregadas para o computo
de secao de choque, e outras grandezas, de alguns espalhamentos. Os resultados obtidos
dos céalculos efetuados no capitulo de Aplicagao das teorias serao analisados e discutidos

no capitulo de Discussao e Analise dos resultados.
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2 Fundamentacao Tedrica.

2.1 O Modelo Padrao

2.1.1 O que é o Modelo Padrao?

O MP “[...] sumariza tudo que sabemos sobre a estrutura fundamental da matéria
e energia. Ele fornece uma imagem detalhada dos blocos de construcao basicos a partir
dos quais tudo é feito.” (OERTER, 2006, p.10). Esse arcabougo tedrico foi desenvolvido
através da colaboragao de varios cientistas ao longo do século XX, “ uma tapecaria tecida
por muitas maos” nas palavras de Sheldon Glashow (GLASHOW, 1980, p. 539).

O MP tem grande corroboragao experimental, visto que passou por varias décadas
tendo suas previsoes testadas e confirmadas (CHARLEY, 2021), e é, na opiniao de muitos
Fisicos, a melhor teoria da estrutura da matéria dos tempos atuais (MOREIRA, 2011, p.

97), talvez o pinaculo do intelecto humano (OERTER, 2006, p. 11). Kane (2003, p. 70)
corrobora, afirmando que o MP é

A mais sofisticada teoria matematica sobre a natureza. Apesar da palavra
“modelo” em seu nome, o Modelo Padrao é uma teoria abrangente que
especifica o que sdo as particulas bésicas e como elas interagem. Tudo
que acontece no nosso mundo (exceto pelos efeitos da gravidade) resulta
do Modelo Padrao.

O MP prevé a existéncia de 18 particulas elementares. Esse nimero de particulas elemen-
tares do MP quase dobra' considerando-se as antiparticulas, visto que para toda particula
elementar ordindria existe uma antiparticula associada, e.g.?: para um elétron existe o
antielétron (também chamado de pésitron). Elas sdo particulas idénticas as particulas
elementares ordindrias, mas com duas diferencas: i. toda particula de antimatéria tem
a carga oposta a sua particula; ii. quando uma antiparticula entra em contato com sua
particula correspondente elas podem se aniquilar transmutando-se em f6tons com energia

igual ou superior a energia associada a massa de cada particula.

2.1.2 Quarks e Léptons

Uma classe de particulas elementares sao os quarks®, particulas pontuais de carga
elétrica fraciondria e nimero quantico de spin 1/2 (em unidades da constante de Dirac
hi=6,582-10"1%V - s).

1

Nao dobra exatamente, pois particulas como féton, glion, Z° e H sdo suas préprias antiparticulas.
e.g. é a abreviacao de “exempli gratia”, expressao latina que significa “por exemplo”.

O nome quark foi escolhido pelo fisico que prop6s o modelo dos quarks, Murray Gell Mann. Ele retirou
o nome “quark” de um poema de James Joyce, tal palavra, oriunda do dialeto inglés “quawk”, significa
grasnar ou coaxar (AHDICTIONARY, 2022).
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Numero quantico de spin s, ou simplesmente spin, é uma grandeza quantizada
proporcional ao autovalor do operador de momentum angular de spin 52, Quando fala-
se em particula com spin para cima, ou spin para baixo, refere-se ao niimero quantico
magnético de spin mg que é proporcional a componente z do momento angular de spin S..
Para my = 1/2 fala-se que a particula tem spin para cima, para ms = —1/2 fala-se que a

particula tem spin para baixo.

Estados ligados de quarks formam particulas compostas chamadas de hadrons?,
que sdo categorizados em mésons °, quando sdo formados por pares quark-antiquark (a
antiparticula de um quark é um antiquark), e barions ¢, quando sdo formados por trés
quarks, ou trés antiquarks. Um exemplo de barion é o préton, particula muito conhecida por
compor os nicleos atémicos. Ao todo existem seis quarks de diferentes sabores (chamam-se
os tipos de quarks de sabores): u (quark up), ¢ (quark charm), e t (quark top), de carga
+2/3, e d (quark down), s (quark strange) e b (quark bottom) de carga -1/3. Os pares
de quarks u-d, c-s e b-t formam geracoes de quarks, sendo que cada geracao difere pela
massa dos quarks que a compdem. Os quarks das segundas e terceira geracao (c-s e b-t,
respectivamente) sdo mais massivos e instaveis, e os quarks da primeira (u-d) sao menos
massivos e estaveis, podendo ser encontrados em regimes de baixa energia. O proton, ao
qual pode-se referir como p, é formado por um estado ligado de trés quarks: dois quarks u
e um quark d.
p=ut+u+d (2.1)

A soma das cargas elétricas desses quarks resulta na carga elétrica resultante do p, que é
+1 (carga elétrica +1 significa que o préton possui uma unidade de carga elétrica elementar
que é 1,602176634 - 1071 C), sendo que nesse caso o quark u tem carga elétrica de 2/3 e
o quark d tem carga elétrica de -1/3. Outro barion que pode ser obtido por intermédio de

combinagoes de quarks é o néutron n :

n=d+d+u (2.2)

Pelo néutron ser um barion neutro, a soma da carga dos quarks que o compoem
é igual a zero. Além de carga e massa quarks também possuem a cor, sendo esta uma

propriedade dos quarks responsavel pela dinamica de interagdo através da forga forte entre

4 Do grego hadros que significa grande, largo, forte (ETYMONLINE, 2021a), por conta dessas particulas

interagirem via forga forte. Tal nome foi sugerido pela primeira vez em um trabalho publicado na
Conferéncia Internacional de Fisica de Altas Energias de 1962 pelo fisico russo Lev Okun (OKUN,
1962, p. 845).

Do grego mesos que significa médio (ETYMONLINE, 2021c¢), devido a massa intermedidria dessas
particulas. O nome inicialmente dado foi mesotron, por Anderson e Neddermeyer, que estudaram a
particula experimentalmente, posteriormente em 1939 o fisico indiano Homi J. Bhabha sugeriu o nome
abreviado meson (GARISTO, 2017; GRIFFITHS, 2008, p. 19).

Do grego barys que significa pesado (GARISTO, 2017), por conta dessas particulas serem mais pesadas
que os mésons. O nome foi utilizado pela primeira vez em 1953 pelo fisico neerlandés Abraham Pais,
na conferéncia de Kyoto (Japéao) (PAIS, 1953, p. 457).
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eles — trata-se de uma propriedade como a carga elétrica —, e existem 3 cores: vermelho
(red — 1), azul (blue —b) e verde (green — g); e trés anticores: antivermelho (antired — T),

antiazul (antiblue — b) e antiverde (antigreen — ).

Outra categoria de particula elementar prevista pelo MP é a dos léptons’. Os
léptons sdo particulas elementares, assim como os quarks. Dentre elas ha os elétrons (e™),

os muons (p~) e os taus (7).

Todos os 1éptons possuem ntimero quantico de spin 1/2, diferem pela massa e nao
interagem via forca forte. Ha léptons carregados, com carga -1 e outros léptons com carga
nula, que sdo os neutrinos v. Existem trés neutrinos cada um associado a um dos 1éptons
supracitados: o v, (neutrino do elétron), o v, (neutrino do mion) e o v, (neutrino do tau).
Os neutrinos sao particulas de massa pequena, proxima de zero e interagem via interacao

fraca — por isso sao de dificil deteccao.

Léptons como o elétron fazem parte da estrutura atomica, sendo encontrados ao
redor do niicleo atomico, na eletrosfera. Além disso, o e~ é considerada a primeira particula
elementar descoberta. Sua descoberta surge a partir dos trabalhos de Thomson (1897), nos
quais ele estuda a natureza dos raios catddicos. Nesse trabalho de 1897, Thomson sequer
menciona o nome elétron, no entanto é a partir deste que Thomson inicia um programa
de pesquisa para caracterizar o elétron, culminando em seu modelo atémico (do pudim de

passas) apresentado em Thomson (1904).

E importante ressaltar a nocio de particula elétrica elementar presente nos dtomos
nao era uma ideia de Thomson, ja estando presente nas hipdteses de cientistas desde
1820 (BASSALO, 2012, p. 74). Dentre estes, pode-se citar alguns como o fil6sofo natural
Richard Laming, que publica entre 1838 e 1845 trabalhos nos quais apresenta a ideia de um
atomo elétrico como sendo um dos constituintes fundamentais da matéria (FARRAR, 1969,
p. 249 e 250). J4 o fisico Wilhelm Weber propos em 1862 e 1871 que haviam particulas
imponderaveis e eletrizadas em torno do atomo, atraidas para seu centro por uma forca
elétrica (BASSALO, 2012, p. 74). Por fim, George Stoney, fisico irlandés, chegou a nogao
de carga elementar em 1874 (chamada por ele de quantidade unitaria de eletricidade)
e expos tal ideia em seu trabalho intitulado “On the physical units of nature” em 1881
(STONEY, 1881, p. 383; WAYMAN, 1998, p. 159). Foi também Stoney quem sugeriu
o nome elétron em uma carta dirigida a revista The London, Edinburgh, and Dublin
Philosophical Magazine and Journal of Science em 1894 (STONEY, 1894, p. 419). Em
seus trabalhos , como Thomson (1897), Thomson (1899) e Thomson (1904), Thomson nao

se refere as particulas como “elétrons”, ao invés disso usa o termo corpusculos.

Os outros léptons seriam teorizados (neutrinos) e descobertos, ou descobertos e

" Do grego leptos, que significa pequeno e leve (ETYMONLINE, 2021b). O nome foi cunhado por

Christian Mgller (fisico dinamarqués) e Abraham Pais em 1946 (GARISTO, 2017; FRASER, 2000, p.
46).



Capitulo 2. Fundamenta¢io Teorica. 16

depois encaixados no MP (como é o caso do = e lépton 77) a partir da década de 30.
O neutrino, por exemplo, foi uma hipdtese proposta inicialmente por Wolfgang Pauli,
posteriormente aprimorada por Enrico Fermi, em 1934, para explicar o perfil experimental
de energia dos elétrons emitidos no decaimento beta (WILSON, 1968, p. 1151).

n—e +v (2.3)

Este s6 seria detectado experimentalmente em 1955 por Reines e Cowan (ANICIN, 2005,
p. 8).

Ja o muon foi inicialmente detectado por Anderson e Nethermeyer, em 1936,
e posteriormente melhor compreendido por experimentos posteriores feitos por Lattes
e colaboradores em 1947 (GRIFFITHS, 2008, p. 19). Inicialmente acreditava-se que o
muon era um méson previsto por Yukawa, e foi-se entender que tratava-se de um lépton
posteriormente. Por fim, o tau foi descoberto experimentalmente em 1975 (GRIFFITHS,
2008, p. 47).

Embora sejam pouco conhecidos pelo publico em geral, 1éptons como muons e

neutrinos tém servido a algumas aplicagoes tecnoldgicas na area de seguranca.

Devido a sua abundancia proveniente dos raios césmicos, os muons, por exemplo,
tém sido utilizados em mapeamentos de seguranca de veiculos e contéineres, para deteccao
de objetos muito densos, feitos de urdnio e plutonio. Por intermédio de detectores de
muons acima e abaixo do veiculos, que detectam como os miions sao espalhados, é possivel
reconstruir computacionalmente os objetos que causaram o espalhamento (MINKEL, 2005,
p. 36). O estudo do espalhamento dessas particulas também pode ser empregado para o
mapeamento de locais de importancia arqueoldgica, como foi feito na piramide de Gizé, a
fim de se detectar cAmaras secretas(MARCHANG, 2017).

J& os neutrinos, devido a sua producao em decaimentos nucleares, podem ter uma
aplicacao tecnolégica no monitoramento de producao de pluténio para fins bélicos em
usinas nucleares, ao se observar a taxa de neutrinos, espectro de energia de neutrinos e
evolugao temporal do espectro e taxa de neutrinos (BERNSTEIN et al., 2020, p. 011003-10).
No entanto, devido a sua dificil detecgao e a dificuldade de eliminar ruidos de radiacao do
ambiente ainda sdo um desafio para essa tecnologia(BERNSTEIN et al., 2020, p.011003-1
e 011003-12).

O lépton 77, por sua vez, ja é um lépton que nao possui aplicagoes conhecidas,
visto que é o mais dificil de produzir por ser o mais massivo (ver figura (1)), sé ocorrendo

em aceleradores de particulas e reagoes de extrema energia na natureza.

-

E importante mencionar que embora as classificacbes barion, méson e lépton
tenham sido historicamente formuladas com base na massa das particulas, atualmente
essa classificacdo nao é mais valida, pois, por exemplo, o 1épton 7~ tem uma massa maior

que o préton. Atualmente, o que distingue essas classes de particulas é o fato de que os
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léptons nao interagem via forga forte, enquanto os barions e mésons (que formam o grupo

dos hadron) o fazem.

2.1.3 Particulas Mediadoras.

As outras particulas do MP sdo as mediadoras de interacao. Cada uma das forgas
mencionadas (forte, fraca e eletromagnética) ocorre por intermédio da troca de particulas
mediadoras. No MP, a interacao entre particulas se da através de campos, como o elétrico
ou gravitacional, mas estes sdo quantizados e nao continuos — isso implica que a energia é
carregada por estes campos em pacotes discretos, ou quanta. Assim, as interagoes entre
particulas se dao pela troca de um quantum de campo e esse quantum é uma particula
mediadora. A nocao de interagdo por intermédio de campos quantizados tem internalizada
em si a teoria da relatividade, haja vista que essas interagoes ocorrem em uma velocidade
finita respeitando o limite da relatividade (as interagoes nao sdo instantineas, se dao em

velocidades que nao ultrapassam a velocidade da luz).

As particulas mediadoras sao: o foton 7y, para o caso das interacgoes eletromagnéticas;
o gltion g para o caso da forca forte; e as particulas W+, W~ e Z°, para a interacao fraca.
O foton é uma particula com massa e carga nula, devido a sua massa nula o alcance da
interacao que ele media é infinita (SHELLARD, 2012, p. 125). O gltion, assim como o féton,
também tem carga elétrica e massa nula. Por conta da massa nula do glion, poder-se-ia
inferir que o alcance da forga forte ¢ infinito, no entanto, devido a efeitos quanticos, as
interacoes fortes sdo confinadas ao interior dos hadrons, restringindo seu alcance. As
particulas da forga fraca, diferindo dos fétons e gliions sdo massivas e portanto o alcance
dessa forga é pequeno (GRIFFITHS, 2008, p. 48). Por fim, destaca-se que enquanto os

fotons nao interagem diretamente entre si, os glions e os béson da forga fraca o fazem.

Por fim, a ultima das particulas elementares é o béson de Higgs. Essa particula é
um quantum do campo de Higgs®, um campo que permeia todo o universo e é responsavel
por dar massa as particulas. Qualquer particula que interage com o campo de Higgs tem

massa e tao mais massiva a particula serd quanto mais ela interagir com o campo de Higgs.

Alguns podem cair no erro conceitual de acreditar que a massa de todos os corpos
decorre do campo de Higgs, mas isso nao é verdade. A massa de repouso de quarks e
léptons, decorre deles interagirem com o mecanismo de Higgs, de fato. Mas a massa total
de um barion, como um p, é muito maior que a massa de repouso dos quarks constituintes.
Boa parte da massa do p decorre da energia de ligacao entre os quarks que o constituem.
Portanto

M, > 2m, + mq (2.4)

8 Essa forma de encarar o béson de Higgs — como um quantum do campo de Higgs— se estende a

todas as outras particulas elementares. Nessa visao cada particula elementar seria um quantum em
seu respectivo campo. Essa forma de encarar as particulas é retomada, sem muito detalhamento, na
subsecdo (2.5.3).
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Onde Mp é a massa do p e mu e md sdo as massas dos quarks u e d. Como, na relatividade
massa se equivale a energia, entao a energia no interior de um barion como o p constitui
sua massa muito mais que a massa de repouso dos seus quarks, gerada pelo mecanismo de

Higgs.

Por fim, essas dezoito particulas do MP podem ser sistematizadas por intermédio de
uma tabela como a da figura (1). Nessa se encontram as massas, carga e nimero quantico
de spin de cada uma das particulas supracitadas. E importante destacar que nessa tabela
as massas das particulas estdo em unidades de eletron-volt/c?, que é uma unidade de
massa conveniente. Um eletron-volt/c? equivale uma massa de 1,7 x 1073¢ kg. Por fim,

essas sao as particulas que compoem o MP.

Figura 1 — Particulas elementares do MP

O Modelo Padrio: a nova tabela periddica
férmions bdsons
| Il 1]
massa =2.2 Mevic? =1.28 Gelic? =173.1 GeVic? :U =124.97 GeVic?
carga 7 ¥ 0 ; 0
spin | lﬁy’ b _gii" | 1% ,_Eﬁ’ 1 ” o
w| up J _. charm J ~ top [ glion Higgs
CU =d, 7 MeVic? =06 Mevic? =4, 18 GeWlicd 1}
i =5 -4y =4 10 -
=@ (® |'O || @
down J strangeJ bottom L féton
=0,511 Me\ic? =10566 Mevic? =1.7768 GeVie? =01.19 Gevic?
-1 -1 -1 0
- 3 E.; 1 l.!}, ¥ '[_4 1 -w
= P - . i [ p
elétron muon tau béson Z
\% =2 2 eV <017 MeVc2 =182 Mewic? =80.39 Ge".l'h:‘l
@ | ® |® [ @
neutrino |~ neutrino | neutrino -
do elétron l ~do muion I ~ do tau lboson WJ

Fonte: REIS (2021, p. 230).
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2.2 Diagramas de Feynman

Para os estudos das interagoes entre particulas parte-se dos diagramas de Feynman,
que sdo diagramas de Minkwoski? a partir dos quais podem se calcular, de forma rapida,

grandezas de interesse para uma dada interacgao.

Segundo Aguilar (2018, p. e4205-1), os diagramas representam a forma como as
particulas interagem segundo um modelo ou teoria do MP (como a QED por exemplo), e
sua vantagem reside na forma simples como estes transmitem os conceitos fisicos sem a
necessidade de varios célculos complexos que sao subjacentes aos diagramas. Os diagramas
sao ferramentas desenvolvidas por Richard Feynman em sua formulacao para QED e sao

empregadas amplamente em todos os ramos tedricos do MP: QED, QCD e QFD.

As grandezas de interesse para uma dada interagao, que podem ser obtidas dos
diagramas, sao usadas para o célculo de observaveis fisicos (como a segdo de choque). A
extracao de tais grandezas a partir de um diagrama é feita utilizando-se das regras de

0 ou seja, técnicas de facil memorizacao.

Feynman — um conjunto de técnicas mnemonicas’
As regras de Feynman serao apresentadas em uma se¢ao especifica para as mesmas e mais
detalhes sobre como empregar as mesmas serao expressos no capitulo de Aplicacao das

teorias.

Segundo Aguilar (2018, p. e4205-3), os diagramas trazem em si os seguintes estagios

de uma interagao entre particulas:

particulas iniciais — interacao — particulas finais (2.5)

A construgao de um diagrama é feita a partir de jungoes dos vértices, como os
da figura (2) e tais jungdes devem obedecer um conjunto de regras de acordo com cada
teoria do MP. Na figura (2a) hd um vértice da QED, ele é composto por um e~ que
entra (elétrons ou outras particulas de spin 1/2 sdo representados por linhas continuas
com seta), emite um ~ (fétons sdo representados por linhas onduladas), e sai. Segundo as
regras da QED, um vértice de uma interacao eletromagnética deve sempre ser composto
por duas linhas de particulas carregadas e um ~. Quaisquer vértices que nao cumpram
essa exigéncia nao sao permitidos na QED, e.g. vértices formados por trés 7. Na figura
(2b) ha um vértice de QCD, onde um quark de sabor u e cor r entra, emite um glion de
cores rb e e sai com a cor b. Nos vértices da QCD os gltions mudam as cores dos quarks e
para que essa quantidade se conserve o glion deve portar uma cor e uma anticor, ambas
correspondentes a cor dos quarks do vértice. Na QCD os vértices podem ser feitos com

duas linhas de quarks e um glion, analogamente ao vértice da QED. Contudo, diferente

9 Nesse trabalho utiliza-se o eixo da coordenada temporal apontando para direita e o eixo da coordenada

espacial apontando para cima.
10" Mneménico vem do grego mnemonikos que significa “de ou pertencente & meméria” (ETYMONLINE,
2021d).
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da QED, a QCD também permite a existéncia de vértices formados por trés ou quatro
glions .

Figura 2 — Vértices da interagdo Eletromagnética e da interagao Forte.

(a) Vértice da interagao Eletromagnética. Fonte: (b)
Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis
(2017).

Vértice da interagdo Forte. Fonte: Elaborado
pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

Com a jungao de vértices pode-se formar diagramas tais como os diagramas da
figura (3).

Figura 3 — Vértices da interagdo Eletromagnética e da interagao Forte.

€ € u(r) u(b)

. . d(b) d(r)

(a) Diagrama de Feynman para a interagio entre (b) Diagrama de Feynman para a interacao entre
dois elétrons. Fonte: Elaborado pelo autor ~ d0is quarks. Fonte: Elaborado pelo autor com
com o pacote de Ellis (2017). o pacote de Ellis (2017)

O diagrama da esquerda representa o processo
e +e —e +e (2.6)

Que é um processo simples da QED. Nele é possivel ver que dois e~ entram pela
esquerda, interagem via troca de um 7, e saem pela direita. Esse transmite energia e

momentum entre os e~, o féoton a entidade responsavel pela forca eletromagnética de

repulsao entre os e”.
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O diagrama da direita representa o processo

wtd—u+d (2.7)

Trata-se de um processo simples da QCD da interacao de dois quarks via troca de
um glion. Os quarks u e d entram pela esquerda, trocam o gltion, e saem pela direita. Esse
gliion comunica a interacao de atragao que mantém esses quarks unidos pela forca forte,
para a formacao de Hadrons. O gltion troca as cores dos quarks: ao ser emitido ele leva a

cor do quark u de r para b e ao ser absorvido pelo quark d ela muda sua cor de b para r.

Em ambos os diagramas o tempo corre da esquerda para a direita e as particulas
sdo representadas como setas indo no sentido positivo do tempo. Setas indo no sentido
negativo do tempo representam antiparticulas nos diagramas de Feynman, o tratamento
as antiparticulas serd melhor estudado na subsegao (2.6.10) da sec¢ao sobre Eletrodinamica
Quéntica (2.6).

Por fim, é importante esclarecer que um diagrama de Feynman é uma representacao
para fins fisico-matemaéaticos que, embora represente um processo Fisico, ndo necessaria-
mente dita como o processo ocorre, pois para um mesmo processo, como o (2.6), existem
inimeros diagramas possiveis. Além disso, as linhas dos diagramas nao devem ser confun-
didas com as trajetérias reais das particulas, e em particular o angulo especifico em que as
linhas sao desenhadas nao tem significado. Como para um dado processo pode haver mais
de um diagrama, cada diagrama vai contribuir para o computo da amplitude invariante

do mesmo.

Conforme sera exposto na subsegao (2.5.4), existem diagramas de Feynman de
ordem mais elevada que dizem respeito a expansoes perturbativas de amplitude invariante
de ordem mais alta. Um diagrama de ordem mais alta é um diagrama que possui mais

elementos, como os expostos na figura (4)

Quanto mais precisos os resultados, mas diagramas associados a uma interagao
devem ser considerados e maior a ordem dos mesmos. A titulo de exemplo, para o
computo do momentum magnético anémalo do elétron (g — 2)/2 considerou-se expansoes
perturbativas de ordem dez, oriundas da contribuicao de doze mil seiscentos e noventa e
dois diagramas de Feynman (AOYAMA et al., 2012, p. 111807-1).

Destaca-se que calculo do momentum magnético anomalo do elétron é uma grandeza
de grande importancia para a corroboragao da QED e do MP, haja vista que existe uma
concordancia muito boa entre o valor de (g — 2)/2 previsto teoricamente e o testado
experimentalmente. O resultado teérico obtido por Aoyama et al. (2012, p. 111807-2) é de
(9 —2)/2 =0,00115965218178, j4 o valor experimental de (g — 2)/2 mais preciso que se
tem acesso é o apresentado no trabalho de Hanneke, Fogwell e Gabrielse (2008, p. 120801-3
), dado por (g — 2)/2 = 0,00115965218073. Comparando-se os dois valores, verifica-se que

ha um concordancia de até onze casas decimais.
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Figura 4 — Dois exemplos de diagramas de Feynman de ordem maior.

(a) Diagrama de Feynman para uma in-
teracdo eletromagnética com uma duas (
trocas de fétons. Fonte: Adaptado de

(TEX.STACKEXCHANGE, 2020) Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote
de Ellis (2017)

b) Diagrama de Feynman da interacao entre
quarks com a inclusdo de um loop de glion.

2.3 Tensores e Notacao de Einstein,

Nessa secao serad introduzido os conceitos de tensor e sera apresentada a notacao

de Einstein na notacao quadrivetorial.

2.3.1 Tensores.

Essa subsegao sobre tensores foi construida a partir das segoes 5.1 e 5.2 do capitulo
5 de Neto (2010).

Entidades matemadticas uteis a fisica (vetores, fungdes, matrizes, etc.) podem ser
determinadas de forma rigorosa e conveniente através da forma como estas se transformam.
Tomando-se os vetores como exemplo, poder-se-ia dizer que vetor é todo objeto que possui
modulo, direcao e sentido. No entanto, essa definicao nao é rigorosa, afinal existem objetos
matematicos dotados dessas trés propriedades que nao sao vetores. Assim, a forma mais
adequada de se caracterizar um vetor é definindo-o a partir da forma como ele se transforma
sob uma transformacao de mudanga de base. Primeiramente, define-se um vetor genérico

V da seguinte forma
V=Vé, (2.8)

onde V; sdo as componentes do vetor e é; sao os versores da base na qual V estd escrito.
Nesse trabalho adota-se a convencao de Einstein para somas, a qual estabelece que indices
repetidos sao somados, omitindo-se o simbolo de soma X. Desse modo, na eq. (2.8) ha uma
soma implicita em i. E possivel mostrar que a forma como V muda sob uma transformacao

de base sem linha para uma base com linha (‘7 — Vv ) é

‘7/ = aij‘/jéi/ . (29)
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Onde é;' é o versor da base linha e a;; é o objeto responsdvel pela transformagao de V,

dado por
Q5 = éjéi/ . (210)

Novamente hd somas implicitas em i e j, nas eq. (2.9) e (2.10). Pode se escrever (2.9)

apenas em termos das componentes transformadas

V/ = CLU‘/} . (211)

)

Ou na forma vetorial, com a presenca do versor da base linha
Vi=Vlel . (2.12)

Assim, define-se um vetor como qualquer objeto cujas componentes se transformam sob
a transformacao (2.11). Essa definigao é mais rigorosa e sera ttil para definir-se outros

objetos.

E sabido que vetores sao objetos cujo mdédulo é invariante sob transformagoes de

mudanca de base'!. Lancando-se mao dessa propriedade, tem-se que

VIV = ViV (2.13)
Substituindo (2.12) em (2.13), tem-se

Na eq. (2.14) um indice foi modificado afim de se preservar corretamente as somas. Para
que (2.14) seja igual a (2.13)
Qi Qif = 57;]' . (215)

O objeto d;; é chamado de delta de Kronecker e é dotada da seguinte propriedade

1, sej=k,
djk = (2.16)
0, sej#k.
A qual se aplica a somas, e.g.
N
i=0

Pela (2.16)

1 Uma forma heuristica de se conceber a propriedade de invaridncia do médulo do vetor é imaginar o
vetor como uma flecha cujo comprimento nao é afetado caso a flecha seja transladada no espago ou
seja submetida a rotagoes, que é o efeito de transformacao de mudanga de base.
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N
=0
A delta de Kronecker sera amplamente utilizada nesse trabalho e estabelece a

condicao de ortonormalidade entre diferentes bases.

Tendo em vista a definigdo estabelecida para o vetor, dada por (2.11) e (2.12),
define-se o tensor como sendo uma generalizacao do vetor. Tensor é um objeto matematico
que engloba em si nao apenas o vetor, mas também os escalares e objetos mais gerais. Um
tensor de ordem zero Tj (escalar) é caracterizado pela transformagdo de mudanga de base

(entre bases linha e ndo linha)

T =T,. (2.19)

Vé-se que o escalar é invariante sob mudancas de base. Um tensor de ordem um é um
vetor, que é caracterizado pela transformagao de mudanga de base (2.11). Um tensor de

ordem dois é caracterizado pela mudanca de base
TZ,] = aikaﬂTkl . (2.20)

Um tensor de ordem trés é caracterizado pela mudanca de base

1

T/]k - ailajmaknﬂmn . (22].)

Um exemplo de tensor de ordem dois é a delta de Kronecker, definida em (2.15).

Tal objeto se transforma como segue
5;]- = aikaﬂdkl . (2.22)

Como ha uma soma implicita em 1 do lado direito de (2.22)

0l = @ik Y ajidki (2.23)
!
(Szl-j = Qi ajk - (224)
Pela defini¢do da delta (2.15)

Fica evidente, a partir da transformacgao da delta, que esse tensor de ordem dois é

invariante sob transformacoes de mudancas de base.

Ao passo que o indice i em V representa as componentes de V' que podem ser
representadas em um vetor linha ou coluna, os indice i e j em ¢;; representam as componentes

da delta em uma representacao matricial, onde o i identifica a i-ésima linha da matriz
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e j a j-ésima coluna da matriz. Apenas tensores de ordem dois podem ser representados
por matrizes, mas em geral, qualquer tensor de ordem n pode ser representado por um
vetor coluna, no entanto é incomum utilizar-se dessas representagoes, sendo muito mais

conveniente escreve-los com os indices.

2.3.2 Notacao de Einstein.

Tendo definido os tensores, agora a notacao de Einstein sera abordada. A notagao
de Einstein é uma notagao utilizada para se escrever tensores usando indices mudos (u,
v, p, etc.). Esses indices se relacionam uns com os outros, possibilitando somas entre
componentes de tensores, de modo que tais somas sejam invariantes sob transformacgoes

de Lorentz.

2.3.2.1 Nocodes preliminares.

Primeiramente, define-se o espaco tempo de Minkowski que é, simplificadamente,
uma estrutura matematica sobre qual pode-se construir a teoria da relatividade restrita
utilizando-se de quadrivetores e notagao de Einstein. Doravante, assumir-se-a a estrutura

matematica do espago tempo de Minkowski, bem como a notacdo de Einstein.

No estrutura matematica do espaco tempo de Minkowski o produto interno entre
dois tensores de ordem um, i.e.'? vetores, ndo é sempre um ndmero positivo, como
assumia-se no espaco euclidiano. No espago de Minkowski assume-se objetos chamados
de quadrivetores. Um quadrivetor A* é um tensor de ordem um (um vetor) cujas quatro

componentes sao dadas por

Ar = (A AT A% AP (2.26)

Em (2.26) a presenga do indice mudo p, da notacao de Einstein, indica as componentes do
quadrivetor. A componente A° é chamada de componente temporal e as componentes A,

A? e A3 sdo chamadas de componentes espaciais.

O quadrivetor A" esta expresso na representacao contravariante, que é denotada
pelo indice mudo  sobrescrito. E possivel modificar A* tornando-o um quadrivetor expresso
na representagao covariante A4, com o indice mudo p para baixo (os motivos pelos quais
os quadrivetores levam os nomes de covariante ou contravariante serao explicitados mais
adiante nessa subsegdo). Tal transformagao se da por intermédio do produto de A* com o

tensor métrico g,,,, que subscreve o indice de A*
A, =A%, . (2.27)

Na eq. (2.27), A" foi escrito do lado direito como AY, mas isso ndo muda nada no

quadrivetor, foi apenas uma mudanga de indice. O tensor métrico g,, ¢ um tensor de

12 je. é uma abreviacdo de “id est”, uma expressdo latina que significa “isto é”.
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ordem dois que pode ser representado por uma matriz 4x4 cuja diagonal vale (4+1,-1,-1,-1)
e todos os outros termos valem zero. O produto matricial do tensor métrico g,, pelo

quadrivetor A" retorna
A, = (A" —A', A7 —A®). (2.28)
Para voltar ao quadrivetor original, basta fazer a modificacao de indice A, — A, e

multiplicar pelo tensor métrico com os indices sobrescritos g

AF = A, g" . (2.29)
Em coordenadas cartesianas e espago euclidiano, as componentes do tensor métrico
com indices subscrito s sao iguais as do tensor métrico com indices sobrescritos.

O tensor métrico também pode transformar tensores de qualquer ordem maior ou
igual a um, sobrescrevendo e subscrevendo indices, dos mesmos. Para um tensor de ordem
2 sk

s,’} = Gups" . (2.30)
Para transformar o indice A basta multiplicar o lado direito por outro tensor métrico
Spw = g,\wgups“’\ ) (2.31)

Para um tensor de ordem 3 s®#*

— apA
SBpw = GapIrwGpupS . (232)
E assim por diante.
Nos exemplos acima mostrou-se como faz-se para subscrever indices de tensores
genéricos s. Para sobrescrever os indices dos mesmos, basta multiplica-los pelos tensores
métricos com indices sobrescritos correspondentes.

2.3.2.2 Produto interno na notacdo de Einstein.

O produto interno na notacao de Einstein é definido como

N
A'B, = Z A'B,, . (2.33)
pn=0
Para quadrivetores N = 3, assim
3
A'B,, = Z A'B,, . (2.34)
n=0

Na notagao de Einstein indices repetidos se somam se um estiver subscrito e outro
sobrescrito. Qualquer expressao com dois indices repetidos sempre devem obrigatoriamente

estarem somados. Logo, a expressao

ArBr (2.35)
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estd errada e deve ser escrita como

A*B, | (2.36)

tendo como resultado uma soma como (2.34). Caso os dois indices fiquem sobrescritos, a
expressao deve ser escrita como

ArBY (2.37)

tendo como resultado um tensor de ordem dois, com dezesseis possibilidades, uma para
cada combinacao de indices p e v. Qualquer expressao com trés indices repetidos esta

incorreta.

Correndo-se a soma do lado direito de (2.34) em (2.34)
A'B, = (A°By) + (A'By) + (A?By) + (A®Bs) . (2.38)

Escrevendo-se os termos do quadrivetor B, com os indices para cima como em (2.29),
tem-se

A'B, = (A"B") — (A'B") — (A*B?) — (A*B?). (2.39)

E conveniente escrever os termos de 1 a 3 dos quadrivetores com notacio de vetor, e.g.
Al = (AY AY A2 A3) = (A°, A). Reescrevendo (2.39) dessa forma

A"B, = (A°B") —A-B. (2.40)

Assim, conforme supracitado no comecgo da subsecao, o produto interno na notacao de
Einstein nao é positivo definido, podendo ser negativo caso o produto das partes espaciais

dos quadrivetores seja maior que o produto das partes temporais.

E importante deixar claro que embora A esteja escrita como (A°, /T), o A se trata
apenas das componentes 1,2 e 3 do quadrivetor A*. Ademais, para fins e uniformizacao
notacional vale a pena esclarecer: quando escreve-se o quadrivetor na forma A* entende-se
que A* sao as componentes do quadrivetor quando ele ja esta expandindo em uma base; ja
quando escreve-se apenas A entende-se que é o quadrivetor escrito independente de bases,

apenas como um objeto abstrato que pode ser, eventualmente, escrito em uma base €,

Uma forma de se escrever o produto interno (2.33) é
A-B, (2.41)
quando o produto interno é entre vetores espaciais A e B escreve-se
A-B. (2.42)

Uma propriedade importante do produto interno na notacao de Einstein (2.16), no espago
tempo de Minkowski, é que quando ele é realizado entre quadrivetores quaisquer, o resultado

¢ um invariante sob transformagoes de Lorentz, que pode ser chamado de escalar (vide
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eq. (2.19)). Essa propriedade se aplica a quadrivetores importantes para a fisica, como
posicao-tempo z# e quadrimomentum P* (GRIFFITHS, 2008, p. 93; HALZEN; MARTIN,
1984, p. 73). Em unidades naturais, z* é dado por

ot = (2%, %), (2.43)
com 2° = t. J4 o quadrimomentum P* é dado por

Pt = (E,p), (2.44)
onde F é a energia e p'o momentum de um corpo.

Assim, o fato de um produto entre quadrivetores quaisquer ¢é invariante faz com
que x -z, x - P e P- P sejam escalares. No contexto da relatividade restrita, construida
no espago de Minkowiski, Az - Az é o intervalo invariante ao quadrado (As?) entre dois

eventos e P - P = m?2c* é a massa, ou massa invariante, de uma particula.

O quadrado do intervalo invariante As? = Az - Az, com Ax = x1 — 4, é usado para
caracterizar eventos, de modo que o modulo ao quadrado da diferenca entre as coordenadas
de um eventos x; e um outro evento x, no espaco e no tempo pode ser de trés tipos:
> (0, intervalo do tipo temporal: os eventos podem ter relagao causal;

Az A < 0, intervalo do tipo espacial: os eventos nao podem ter relagao causal;
xr-Ar =

=0, intervalo do tipo luminoso: os eventos podem ser conectados por um

pulso luminoso ;

(2.45)

J4 a relacdo P - P = m? expressa que a massa de uma particula ¢ invariante frente
a mudancas de referencial. Esse resultado é de grande importancia para esse trabalho e

serd demonstrada na segao (3.2).

No contexto da notagao de Einstein, a transformacao de Lorentz A# existe como
um tensor de ordem dois que desempenha o mesmo papel que o tensor a;; da subsecao
(2.3.1), isto é, é o tensor responsavel por transformar os quadrivetores escritos em uma

A A/
base ¢, para outra é,,.

No caso das transformagoes de Lorentz, elas preservam o produto interno (2.33),
visto que estes sdo invariantes sob tais transformagcoes. Esse fato é facilmente demonstravel,
ao assumir-se que um tensor de transformacao de Lorentz A}, faz um quadrivetor A* ir de
A para A" (a mudanga de indice nao é relevante.). Assim, uma transformagao de Lorentz

AE age da seguinte forma
A" = Ay AF (2.46)

Conforme supramencionado, a transformagao de Lorentz preserva o produto interno definido
com a notagao de Einstein (2.33). Essa propriedade implica, conforme serd demonstrado a

seguir, em uma propriedade andloga a (2.25).
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Assumindo que a transformacao de Lorentz preserva o produto interno, tem-se que
A-B =A-B. (2.47)

Escrevendo-se

A B = A B". (2.48)

Langando-se mao de (2.27) para escrever A/, e (2.46) para escrever B", tem-se
A B = A%qg,,B°AY . (2.49)
Escrevendo-se A utilizando-se de (2.46)

A B = (AMY) g, B°AY (2.50)

A - B = A*B*(AYA%g.,) - (2.51)

Substituindo-se (2.51) em (2.47)
AMBY(AYN%g.,,) = A-B. (2.52)
Escrevendo-se A - B com a soma de indices e reescrevendo-se A com (2.27)

AMBY (NS A g.,) = A?BPg,p . (2.53)

A eq. (2.53) vale para quaisquer quadrivetores A e B arbitrarios, de onde segue-se
que

(ASAYg0) = g (2.54)

Eis o resultado que expressa que o tensor métrico é invariante sob transformacoes de
Lorentz. Na expressao acima, para manter a covariancia (conservagao de indices subscritos)

trocou-se os indices da direita durante a passagem da (2.53) para (2.54).

A eq. (2.54) é o andlogo, para o espago tempo de Minkowski, da invaridncia da delta
de Kronecker em (2.25). Além disso, a (2.54) também ¢é a condi¢do para que o produto

interno na notacao de Einstein seja invariante.

A soma de indices repetidos pode ser usada para expressar o quadrivetor (2.26)

escrito em uma base €,

A= Are, = A%, — A'é) — A%, — A%é5 = A%, — A (2.55)

Por intermédio da soma de indices também é possivel mostrar que o produto matricial do

tensor métrico consigo mesmo, com indices distintos, resulta na delta de Kronecker

9" gun = 05 . (2.56)
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Devido ao fato de que a representacao matricial da delta de Kronecker é uma matriz 1 —
recorde-se de que tensores de ordem dois podem ser representados na forma matricial—,
evidencia-se que a relagao entre tensor métrico com indices sobrescritos g"” e tensor métrico
com indices subscritos g,, ¢ a de que um ¢ o inverso do outro. Isso decorre do fato de que

uma matriz M vezes sua inversa M ! resulta na identidade.

2.3.2.3 Covariancia e Contravariancia

Quando uma expressao é escrita utilizando-se de notacao de Einstein é dito que a
mesma é covariante. E vantajoso fazer isso, visto que os termos dessa expressao escritos
com notacao de Einstein serao dotados da propriedade terem o produto interno invariante

sob transformacoes de Lorentz.

Uma expressao ser covariante significa que ela tem a mesma forma em todos os
referenciais inerciais. Além disso, deve conservar o nimero de indices que nao estao somados,
isto que dizer que “se uma equagao é covariante de Lorentz, devemos nos garantir de que
todos os indices nao repetidos (indices altos e baixos separadamente) estao igualados nos
dois lados da equacao, e que todos os indices repetidos aparecem uma vez como indice
sobrescrito e uma vez como indice subscrito (HALZEN; MARTIN, 1984, p. 73). ”

Ja para quadrivetores, quando se afirma que as componentes de um quadrivetor
estao escritas na representacao contravariante A* (indice para cima), isso significa que o

quadrivetor A estd expresso em uma base da seguinte forma
A= Ale, . (2.57)

Isso implica que as componentes do quadrivetor, dadas por A*, sdo transformadas pela
transformagao de Lorentz A", que ¢ a transformagao inversa a aplicada na base é,, que

seria AX. A matriz inversa de AJ; é A, * (pode ser também denotada por Am).

E por isso que a representagao das componentes do quadrivetor A com o indice para
cima é chamada de contravariante, pois A* se transforma com a transformacao inversa, ou

contraria, a transformacao da base é,.

Por outro lado, quando se afirma que as componentes do quadrivetor estao escritas
na representacao covariante A, (indice para baixo), isso decorre do fato de que A, tem a

mesma transformacao que a base ¢, dada por AL.

2.3.2.4 Derivadas covariante e contravariante de Lorentz.

-

E conveniente definir-se a derivada covariante de Lorentz 0, e a contravariante de
Lorentz 0". Essas derivadas serao amplamente utilizadas no trabalho e serao chamadas

genericamente de derivadas de Lorentz. A derivada 0" ¢ dada por

0

w_ (30 Al 92 93y _ (Y _
a (aaaaa’a) (at7

V). (2.58)
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A derivada covariante d, é dada por

0

(55 V) (2.59)

— v o__
Op = g0’ =
O produto interno, invariante, da derivada covariante com a derivada contravariante ¢é

A eq. (2.60) é chamada de operador de d’Alembert ou d’Alembertiano. Algumas

referéncias definem-no como [12.

Por tultimo, para fins de uniformizagao notacional: neste trabalho sera utilizado p’
para o momentum espacial, [p] como médulo do momentum espacial, P para o quadrimo-
mentum abstrato, independente de uma base, e P* para as componentes do quadrimo-

mentum, quando este esta expandido em uma base.

2.4 Meétodos Perturbativos

A Teoria Perturbativa (TP), ou Métodos Perturbativos, consiste, segundo BENDER
e ORZAG (1999, p. 319), em “um conjunto de métodos iterativos'® a fim de se obter uma

solugao aproximada para problemas envolvendo um parametro pequeno &.”

Desse modo, os Métodos Perturbativos empregam o uso de solugoes aproximadas
escritas em termos de £. Através dessa abordagem pode-se decompor uma solugao dada
por uma expressao dificil em uma série perturbativa, que consiste em um nimero infinito
de termos mais simples em funcao de &. Essa técnica é interessante quando os primeiros
termos da série perturbativa sao os elementos mais importantes da solucao, de modo que
os de grau mais alto pouco contribuam (BENDER; ORZAG, 1999, p. 319).

A Teoria Perturbativa teve sua origem a partir do estudo de problemas de Mecénica
Celeste, em meados do século XVIII, principalmente com os trabalhos de Alexis Claude
de Clairaut que levavam em conta o efeito que outros planetas tinham nas orbitas de
objetos como a Lua (no estudo do sistema Terra - Lua) e o cometa Halley (no estudo do
sistema Cometa - Sol) (BOCCALETTI; PUCACCO, 2002, p. 2-3). Devido a natureza da
forca gravitacional, cuja interagao é proporcional a massa e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia, as 6rbitas destes corpos sdo dominadas pelo corpo central (o sol
e a Terra, respectivamente), sendo o efeito dos outros planetas de ordem de magnitude
muito menor — podendo ser parametrizado por um pequeno fator &, que é o o parametro

perturbativo no contexto da Mecanica Celeste. Segundo Boccaletti e Pucacco (2002, p. 5),

130 processo de iteracio (de “métodos iterativos”) consiste na solucio de uma equagdo original substi-
tuindo solugdes aproximadas na mesma repetidas vezes a fim de ir refinando cada vez mais a solucao

final.
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o conceito “perturbacao” nesse contexto diz respeito a mudancas na orbita dos objetos em
decorréncia da agoes (de natureza gravitacional) muito pequenas de outros corpos celestes

. Dai vem o nome “perturbativo” em Teoria Perturbativa.

Essa abordagem mais precisa surgiu em resposta ao aperfeicoamento dos dados
astrondmicos, visto que geralmente empregava-se a aproximacao na qual a forca gravitaci-
onal entre o objeto e os outros planetas, quais nao estavam envolvidos no sistema tratado,
podia ser negligenciada, ja que a forca gravitacional objeto-Sol, ou objeto-Terra, era predo-
minante nos sistemas estudados (BOGOLYUBOV, 2011). Um grande triunfo dos métodos
perturbativos aplicados & Mecanica Celeste foi a previsao corroborada experimentalmente
para a oOrbita de Urano levando em consideracao a perturbacao ocasionada por um objeto
transuraniano, que posteriormente seria descoberto como sendo Netuno (JONES, 1984, p.
278-279; BOGOLYUBOV, 2011).

Nos estudos desempenhados nesse trabalho, a TP tera um importante papel, pois

sera a partir dela que obter-se-ao solugoes importantes para a analise de espalhamentos.

Nas se¢oes (2.5), (2.6.3) e (2.6.12) serao desenvolvidos calculos que empregam

métodos perturbativos.

2.5 Solucao perturbativa da equacdo de Schrodinger com potencial

dependente do tempo

Nesta secao serdao obtidos, via métodos perturbativos, resultados importantes a
partir do formalismo de Schrodinger que serao posteriormente estendidos e comparados

com os resultados dos formalismos quanticos relativisticos (Klein-Gordon e Dirac).

Em um primeiro momento, discorre-se a respeito da Teoria Quantica de Campos
conceitualmente, em seguida introduz-se o formalismos de Schrodinger, resolve-se a equagao
de Schrodinger para um espalhamento empregando-se os métodos da TP e por fim discute-se

os resultados obtidos.

2.5.1 Teoria Quantica de Campos

O dominio do MP é o dominio da Teoria Quantica de Campos (QFT — Quantum
Field Theory), que é a teoria por tras do mesmo — é ela o pavimento sobre qual se edificam
todas as teorias do MP. A tabela (1) expressa onde essa teoria se localiza no &mbito dos

dominios da Fisica:

A QFT trata, portanto, de entidades muito pequenas — de natureza quantica — e

que possuem velocidades relativisticas — isto é, se movem proximo a velocidade da luz.
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Tabela 1 — Dominios da Fisica e respectivas teorias.

Pequeno —

Mecanica Classica Mecanica Quantica
Mecanica Relativistica Teoria Quantica de Campos

Rapido |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesse arcabougo tedrico sao estudados os campos que mediam as forcas entre particulas
com carga elétrica, carga cor (dos quarks), etc . E tais campos sdo quantizados, ou seja,
eles transferem energia respeitando a quantizagao de Planck — por isso o nome Teoria
Quantica de Campos — e a Relatividade Restrita. As particulas mediadoras, ja citadas
anteriormente, sao quanta desses campos de interagdo. As particulas nao mediadoras

também sao tratadas como perturbacoes em campos associados a elas na QFT.

Essa nogao de campos associados a particulas envolve uma discussao da QFT em
maior detalhe técnico por ser um topico demasiado avancado. Esse trabalho se eximira de

tal discussao.

A QFT também abrange um comportamento muito importante: as flutuacoes no
vacuo quantico. O vacuo nao é de fato vazio, mas permeado de flutuacdes quanticas —
que consistem no aparecimento e desaparecimento de pares particulas antiparticulas que
se aniquilam. Pode-se ter, portanto, em um dado instante ty, um sistema onde nao ha
nenhuma particula. J& no instante ¢;, pode-se ter duas particulas no mesmo sistema, e
no instante t3 retorna-se ao vazio do instante inicial. Esse fenomeneo sera retomado na
subsecao (2.8.4) da segdo de Cromodinadmica Quéntica, e na sec¢do (4.6) do capitulo de

Discussao e Analise dos resultados.

As flutuagdes no vacuo sdo uma propriedade oriunda da juncao da Mecanica
Quantica com a Relatividade restrita, de modo que a QFT constitui-se no arcabouco
tedrico capaz de prever e analisar esse fendomeno de variagdo no nimero de particulas em

um dado sistema. Nas palavras de Zee (2010, p.3):

E na confluéncia peculiar da relatividade especial e da mecénica quantica
que surge um novo conjunto de fendmenos: as particulas podem nascer e
as particulas podem morrer. E esta questdo de nascimento, vida e morte
que requer o desenvolvimento de um novo assunto em fisica, o de teoria
quantica de campos.

Assim, a QFT ampara eficientemente o estudo de sistemas cujo nimero de particulas

varia. E isso inclui espalhamentos (ou decaimentos) onde novas particulas surgem

A+B—C+D+E (2.61)
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Se as particulas iniciais A e B tém energia maior que a massa de repouso de C, D e E, e

todas as leis de conservacgao forem respeitadas, essa reagdo podera ocorrer.

2.5.2 Equacao de Schrodinger.

Conforme supracitado, a QFT é uma a teoria Quantica Relativistica. Para limites
de baixas velocidade o formalismo ondulatério de Schrodinger pode descrever satisfatoria-
mente um sistema composto por uma, ou mais particulas, por intermédio da equacao de

Schrodinger. No caso de um sistema com uma tnica particula, a equacao de Schrodinger é

h 0

2mV + V(7 t)| U(7,t) zhat\ll(r,t) . (2.62)

Também ¢ escrita como p
HU(Ft) = iho V(7). (2.63)
Com o operador Hamiltoniano H dado por H = —%VQ + V(7,t). Onde h =

4.135667696 - 105V - s é a constante de Planck, m é a massa da particula, U(7,t) é a
funcao de onda associada a particula, E é a energia total da particula e V é a energia
potencial do sistema, que pode ser abreviadamente chamada de potencial. O potencial
é uma grandeza que caracteriza um campo vetorial de forcas, visto que o gradiente do

mesmo ¢é igual a menos a for¢a que age no sistema.

Conforme ja mencionada, a equagio de Schrodinger nao é relativistica, isso decorre
do fato dela ser construida a partir da relagao classica de energia F = % +V (EISEBERG;
RESNICK, 1979, p. 180). O formalismo ondulatério de Schrodinger foi proposto em 1926 por
Erwin Schrodinger, tendo sido construido levando-se em considera¢ao o comportamento
ondulatério das particulas, oriundo do postulado de De Broglie, e o comportamento
corpuscular das ondas eletromagnéticas, oriundo do postulado de Einstein (EISEBERG;
RESNICK, 1979, p. 175).

O postulado de De Broglie estabelece que uma particula com momentum p tem

uma onda associada a si, cujo comprimento de onda é dado por

\ = . (2.64)

Tal postulado implica que entes quanticos tidos como particulas podem apresentar com-

portamentos ondulatérios.

O postulado de De Broglie foi proposto em 1924 e corroborado a partir dos resultados
apresentados no trabalho de Davisson e Germer, onde verificou-se que elétrons espalhados
sobre alvos de niquel apresentam um comportamento de difracdo que é explicado pelo
postulado de De Broglie (DAVISSON; GERMER, 1927, p. 559).
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Ja o postulado de Einstein estabelece que as ondas eletromagnéticas, com frequéncia
v, podem ser analisadas como sendo compostas por pacotes de energia, que ele chamou de

quanta luz, que obedecem a relacao de quantizagao de Planck
Energia de um quantum de luz = hv . (2.65)

Atualmente, o quantum de luz proposto por Einstein é o foton v da QED, a particula da
quantizagao do campo eletromagnético e responsavel por mediar interacoes eletromagnética.
O nome féton para o quantum de luz de Einstein'? foi adotado a partir da proposta do

fisico-quimico estadunidense Gilbert Lewis, em uma carta para a revista Nature em 1926
(LEWIS, 1926, p. 874).

Essa ideia de Einstein para os quanta de luz foi constituida a fim de se resolver o
problema do efeito fotoelétrico, em 1905 (EINSTEIN, 1967, p. 104). Posteriormente, ela foi
utilizada por Compton para modelagem de espalhamentos de ondas eletromagnéticas de
comprimento de onda do raios X por elétrons (COMPTON, 1923a, p. 486). A modelagem
foi corroborada por experimentos apresentados por Compton no qual ele espalhou raios X
em um alvo de Molibdénio(COMPTON, 1923b, p. 410 e 413).

A corroboracao de Compton é considerado um marco para a aceitacdo da hipotese
de Einstein de que a luz é formada por entidades discretas. A incorporacao dessas a QFT
se deu posteriormente, com o desenvolvimento da Eletrodindmica Quantica (GRIFFITHS,

2008, p. 17).

Assim, essas sao as duas principais ideias que fundamentam a construgao do for-
malismo de Schrodinger, cujo cerne é a eq. (2.62). A partir da equagao de Schrodinger é
possivel extrair a fun¢ao de onda V(7 t) associada a particula, que descreve matematica-
mente a onda associada a particula (EISEBERG; RESNICK, 1979, p. 183). O mo6dulo

ao quadrado de ¥(7,t) é a fungdo densidade de probabilidade de posi¢ao da particula,

Yb
Ya

regiao do espago delimitada pelo volume V' = (2, — 2,)(yp — ¥a)(26 — 24), DO instante t
(GRIFFITHS, 2011b, p. 2). Essa interpretagdo probabilistica se justifica na ideia de que o

movimento da particula com momentum p esta atrelado a propagacao da onda associada

de modo que [Z* [# [ |U(F,t)[*dzdydz é a probabilidade de se encontrar a particula na

a mesma, de modo que a particula tem maior probabilidade de estar onde a amplitude
da U(r,t) (que descreve a onda associada & particula) for maior (EISEBERG; RESNICK,
1979, p. 183).

Para um sistema quantico que se encontra em auto estado de energia E,,, tem-se

que o mesmo é descrito por:

h S Lo 0 -
—%V + V()| U, (rt) = lha\lfn(r,t). (2.66)

140 nome vem do grego photo- “luz” + on “unidade” (ETYMONLINE, 2021e).
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Para uma particula livre, ou seja, na auséncia de V, a equacao de Schrodinger

(2.66) pode ser escrita como

h 0
—— V2, (7, t) = ih=, (7 t) . 2.67
2m (r1) =i ot (1) (2:67)
Onde tomou-se V' = 0 em (2.66). A equacao (2.67) tem como solugao uma funcao de
onda separada em um termo com dependéncia espacial e um com dependéncia harmodnica

temporal, caracteristica do movimento harmonico simples (MHS)!?:
W, (7, t) = th, (F)e Ent/h (2.68)
Tal solugdo, ao ser substituida nos dois lados da (2.67) resulta em
Hothu(F) = Eytha (7). (2.69)

Onde H, = —%VQ é o operador hamiltoniano com V' = 0. A dependéncia temporal é
anulada e obtém-se uma relacao do autovalor de energia F,, e autofuncao 1, (a eq. (2.69)),

ambos para o sistema no estado n.

2.5.3 Tratamento perturbativo para a equacdo de Schrodinger.

Nessa subsecao serd construida uma solugao da equacao de Schrodinger a partir de
métodos perturbativos para o caso em que estuda-se uma particula espalhada de um estado
inicial para um estado final. Os resultados subsidiarao discussoes que serao realizadas ao
longo do trabalho a respeito da relagao entre termos de ordem perturbativa e diagramas

de Feynman. Essa subsecao se baseia na segao 3.6 de Halzen e Martin (1984).

Considera-se agora o caso de um sistema que é composto por uma particula que
muda seu estado n com o passar do tempo. A particula é espalhada de um estado inicial
para um estado final por um potencial que age no sistema. Nesse caso a solucao da
equagao de Schrodinger geral (2.62), com um potencial V(7 t), pode ser escrita como uma

combinagao linear de uma amplitude a,, dependente do tempo e da solugao (2.68):
U(r,t) = Z an(t)@bn(F)e_iE"t/h' . (2.70)
n=1

Na eq.(2.70) assume-se que o conjunto de autofungoes {1, } é completo, o que permite
escrever ¥ como combinacao linear de todos os estados (n =1, n =2, n = 3...). O fato
desta equacgao ser construida a partir de solucoes para o caso da equagao de Schrodinger
da particula livre implica que a particula descrita por (2.70) é espalhada de um estado

inicial de particula livre para outro estado final de particula livre.

15 E importante deixar claro que o aparecimento da solucéo caracteristica do MHS (a exponencial da eq.
(2.68)) ndo implica que a particula estudada estd realizando um MHS, ou que a equagao de Schrodinger
é uma equagao de MHS. Trata-se apenas de uma solugao caracteristica de problemas de MHS que é
um termo da solugdo da eq. (2.67).
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Além disso, tal equagao transmite a informacgao de que a funcdao de onda tem
embutida dentro de si a soma de todos os estados possiveis. Antes da medi¢ao o sistema
quantico é uma superposigao (soma) de todos os possiveis estados, e quando o sistema
¢é submetido ao ato de medigao a funcao de onda ¥, fica determinada, n assume algum

valor e o sistema se fixa em um estado.

A variavel a,, representa a amplitude de probabilidade do sistema quantico se
encontrar no n-ésimo estado, em um dado instante t. Portanto, segue-se que a probabilidade

de se medir o sistema no estado n, dada por P, é
P,(t) = |a(t)]” = an(t)a’(t) (2.71)

onde a(t) é o complexo conjugado da amplitude. A amplitude é uma variavel de interesse
para o estudo da evolucao de sistemas, pois sua derivada temporal prové o entendimento
de como a probabilidade do sistema estar em dado estado muda no tempo. Substituindo a
solugdo (2.70) na eq. (2.62)

—iV2 + V(7 t)] (Zn: an@Dn(F)e_iE”t/h) = zhgt (Zn: an@/)n(ﬂe_iE"t/h’) : (2.72)
n=1

2m 1

n . » > dCLn »
> V(7 anthn(Pe 0 = ih 37 =, (e B (2.73)
n=1

n=1

Onde utilizou-se o fato de que o operador —3-V? agindo sobre a solugao (2.70)
se anula com um dos termos oriundos da derivada do lado direito. Utilizou-se também a

relacdo de autovalores e autofungoes (2.69).

Daqui em diante serao utilizadas unidades naturais'®, isto é
h—1 ¢c—1. (2.74)

Lancando-se mao de (2.74), pode-se reescrever a (2.73) como:

" da,,

Zn: V(7 t)ant, (Fe Pt =i > Ewn(F)e_iE"t : (2.75)
n=1 n=1

Multiplicando a (2.75) pelo complexo conjugado da autofungdo relativa ao estado f e

integrando sobre todo espaco S

/wf (7) nz::l 7, 1) anth, (Fe Ertdi = z/ YH(7) c?t U (F)e Ertdr (2.76)
Zan/ 3 (F)V (7, ) (P)e _ZE"tdF:z'nX:l;t e ' /Swf(r)wn(r)dr‘ (2.77)

16 Pela (2.74), tempo e espaco, bem como energia, massa e momentum passam a ter dimensdes equivalentes.
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Valendo-se do fato de que o conjunto das autofungoes {¥,,} é ortonormal, ou seja

/Sw}(F)wn(F)dfz Stn - (2.78)

Tem-se
dan it s

Z an/ YV (7 (7, ) (P e Entdi = i Z Spn - (2.79)

Correndo a soma do lado direito e levando em conta que por conta da delta de Kroenecker

sobram apenas os termos referentes ao f-ésimo estado

> an [V (e = i et (2.80)
n=1

daf Zt(Ef ) g
ﬁ——zZan/@DfF)Vrt) W (P)e dF . (2.81)

Correndo-se a soma na eq. (2.81) e assumindo-se que em um tempo arbitrario -T/2,

que ¢é antes da interagdo ocorrer, o tnico estado do sistema é n=i, ou seja

1, sen=1
a,(=T/2) = (2.82)
0, sen#1.

Assim, quando o sistema estd no tempo -T/2, a eq. (2.81) é dada por

day
dt

= / WiV (7, =T/ 2)uh(F)eT/2E =B g (2.83)
t=—T/2 S

Para o estudo de espalhamentos, onde particulas interagem entre si e o potencial do
sistema ¢ gerado por uma das particulas, pode-se assumir que o potencial é pequeno, de
alcance finito e duragao limitada. Esse tipo de abordagem é caracteristico do tratamento
de espalhamentos. Desse modo, tendo em vista o potencial pequeno, assume-se que as
condigoes do estado dado por n=i se mantenham ao longo do tempo, até que o sistema
evolua ao estado f. Assim, para qualquer tempo t antes do sistema evoluir para o estado

f, aeq. (2.83) se mantém verdadeira, de modo que podemos escreve-la como

daf = —i [ VAV E DR dr (2.84)

Integrando-se (2.84) com respeito ao tempo entre os intervalos -T/2 e t obtém-se
a(t) = —z/ / dt/wf PV (7, 6 (F) e Er =B g (2.85)
T/2

A eq. (2.85) é uma solugao perturbativa de primeira ordem para a equagao diferencial
(2.84), pois assumiu-se um potencial V (7, t) pequeno (o potencial é proporcional a um

pardmetro perturbativo genérico §) e ay(t) estd escrita em termos de tal parametro. Desse
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modo, essa solu¢gdo é uma primeira aproximacao de série perturbativa. E importante
deixar claro que a solugao (2.85) ndo é analitica, mas sim uma primeira aproximagao. As
solugoes de ay em ordem maior podem ser obtidas via métodos perturbativos, e isso sera

demonstrado mais adiante nessa subsecao.

Considera-se que em t=+T/2 a interac¢ao do sistema com o potencial cessa e este

chega ao estado f.

af(T/2) = —i L TT/; dt /S WHEV (7, () e BB g (2.86)

Onde escreveu-se ay em funcao do limite superior da integral do tempo. Estando fixo
o estado inicial n=i e considerando que V faz o sistema evoluir até um estado n=f, a
expressao (2.86) é a amplitude de probabilidade do sistema evoluir do estado i até o
estado f, a qual serd chamada de amplitude de transicao do sistema de i— f. Definindo-se

Ty = ar(T/2), tem-se que

Ty = ay(T/)2) = —i / dt / Y (F)e V(7 ) [ (F)e ] dr . (2.87)

Como as autofungdes dependem do vetor posicao 7 e as exponenciais dependem do tempo,
pode-se escrever o produto destas como uma nova fungao de onda ¢(x) escrita em funcao
do quadrivetor posi¢do-tempo @ . Pode-se fazer o mesmo com o potencial V (7, t). Desse
modo a (2.87) fica

Ty = =i [ [65(@) "V (@)o:(@)ld' (2:88)
Onde ¢(x) = ¢Y(F)e ¥ com x = zté, e a2+ = (t,T).

Conforme supracitado, no contexto de espalhamentos assume-se que o potencial
tem uma duragao finita, agindo apenas quando as particulas se aproximam, visto que este
¢é oriundo da interacdo entre as mesmas. Tendo essa assunc¢ao em vista, pode se considerar
que o potencial V é independente do tempo durante o momento em que as particulas
interagem (entre —7'/2 ¢ T'/2, para T/2 < tet < =T/2, V(7,t) = 0). Com V(x) — V(7),

pode-se escrever a expressao (2.88) da seguinte forma

Ty = =i | [PV @Ol [ e (2.89)

—-T/2
Onde dividiu-se as integrais em uma do espaco e uma do tempo. A integral do tempo

pode ser feita tomando-se T arbitrariamente grande, isto é, fazendo seus limites irem de

—00 até +o0o.

T—o0 J—

Ty = —i [ /S [wf(f’)]*V(f’)Wf)]dF} lim / 7;//22 eit(Er—E) gt (2.90)

Fazendo-se isso, tal integral resulta na delta de Dirac para a energia (NETO, 2010,

p. 201). A integral do espaco pode ser escrita como V7.

Ty; = —iVy(7) [270(E; — E5)] . (2.91)
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A delta de Dirac é uma generalizacao da delta de Kronecker para o caso das integrais,
visto que que

00, se x = a,

dz—a)= . . (2.92)
/+oo 0z —a)=1, (2.93)
[ @t —a) = fla). (2.94)

E possivel perceber uma analogia entre a delta de Dirac e a delta de Kronecker

comparando-se (2.92) com (2.16).

A presenca da delta na eq. (2.91) expressa a conservacao da energia na transigao do
estado i para o f (pois a delta forga E; = E). Nesse caso, tem-se a energia bem definida —
incerteza de energia é pequena. Isso implica, pelo principio da incerteza energia-tempo, que
o tempo entre os dois estados de energia i e f é infinitamente grande, ja que o dt do principio
da incerteza energia-tempo é o tempo que o sistema leva pra mudar substancialmente, nao
o desvio padrao dos tempos (GRIFFITHS, 2011b, p. 88). Assim, faz-se necessario definir
outra variavel que contorne essa limitagao: a taxa de variacao temporal da probabilidade

do estado evoluir de i para f, chamada de transi¢cao de probabilidade por unidade de tempo:

Ty
= — . 2.
W T (2.95)
Substituindo (2.91) em (2.95)
Vi, (P)|? [An26%(Es — E;
T
Como (52(Ef - El) = 5(Ef — El) . 5(Ef — Ez)
Vi (D)2 [47%0(Ey — E;) - 6(Es — B,
o VP (B — By -8(By — B .
T
Escrevendo-se uma das deltas em (2.97) como limp_, jfﬁQ %eit(Ef_Ei)dt,
s 1 ) ) T/2 it(Er—Ei) Jt
W= i VR [irses - m)] | [ S

Considerando a acao de filtragem da delta sobre a exponencial da (2.98), fazendo
E; = E;.

T/2 T/2 T/2

WE=E) 1t — §(E —F; / dt . (2.99
¢ (Ey ) -T2 (2:99)

5(B; — E) /

E=B) gy — §(E; — E /
s (B —Ei)

—T/2
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A rigor a delta s6 filtra quando é corrida por uma integral, mas esse passo pode ser

efetivado agora, pois posteriormente tal delta serd corrida por uma integral. Assim

W= lim VA 2o - B | [ di 2.100
= Jim VA 2ro(Ey — E) | [ | (2.100)

Integrando o diferencial dt em (2.100) e avaliando nos limites
.1 2
W = Jim V(P [2r3(E; ~ BT 2.10)

Simplificando os T, e aplicando o limite

W =2r|Vu|*S(E; — E) (2.102)

A eq. (2.102) tem um significado fisico, ao serem estabelecidas condigoes iniciais e
finais. Seja p(Ey) a densidade de estados finais, de modo que p(Ef)dE; seja o nimero de
estados finais com energia no intervalo entre Ey e Ey 4+ dE;. Integrar a (2.102) sobre tal

densidade resulta em

Wy, = zn/p(Ef)dEfWﬁPé(Ef _E), (2.103)

W = 2mp(E) |Vl (2.104)

O resultado (2.104) é conhecido como Regra de Ouro de Fermi e ele d4 a transigao
de probabilidade por unidade de tempo para um dado estado de energia F;. A transicao
de probabilidade por unidade de tempo (2.95) sera utilizada mais adiante na obtengao do

observavel secao de choque o.

Conforme supracitado, o valor de T}; obtido em (2.91) é um termo perturbativo
de primeira ordem de uma expansao perturbativa em termos de V. Com a assuncao de
que potencial V é pequeno, pode-se refinar o resultado de T; empregando TP a fim de

obter-se os termos perturbativos de ordem 2, por iteragao.

Primeiramente, toma-se a (2.85) e faz-se f — n, onde n é um estado intermediério.

Assim

anlt) =i [ C o LoV et e B, (2.105)

~T/2

Isso implica que o potencial levara o sistema inicialmente de um estado i para um
estado intermediario n, depois levara o sistema do estado n para um estado f. Assumir
esses estados intermediarios é o caminho para se obter os termos de ordem 2 da série

perturbativa.
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Substituindo (2.105) em (2.81)

d;; = l_i /_tm [V t)%(?*)e"t/(EnEi)dF] LV F e Er
(2.106)

Na expressao acima, a soma foi restringida para nao passar pelo estado n = 4, qual

ja esta presente na expressao. Sejam

|V e = Vi (2.107)
e
/%f Un(F)d = Vi, . (2.108)
Fazendo (2.108) e (2.107) em (2.106)
daf Z/ dt/vnie’it’(EnfEi)aneit(EffEn) ) (2109)
-T2

Reescrevendo (2.109)

day _

t .

n#i

Integrando-se (2.110) com respeito a ¢’ entre os intervalos —oo e t:

dCLf et it(En—E;—i€)
—= VpiVini—————eEs=En) 2.111
dt g i (2.111)

O acréscimo do termo ¢, com € > 0 ¢é realizado a fim de que a integral sobre t venha a
convergir. Integrando a (2.111) com respeito a t, avaliando a integral entre —7'/2 e T'/2 e

tomando limp_, .., tem-se

T/2 et it(Ey—E;—ie)

T/2) =Ty = —i I vmvn/ £ 2.112

a(T/2) / ZTEI;OT%;: f -1/2 B — B, + 1€ ( )

Na expressao (2.112) escreveu-se ay em fungdo do limite superior da integral e
utilizou-se a definicao a;(T/2) = Ty E sabido que a integral da (2.112), juntamente com
o limite, resulta na delta de Dirac da energia (pode-se desprezar o termo da exponencial

com i€). Assim

2w6(Ey — E;)

Tri=—1) VpiVin — .
! ZZ ! Ei—En‘i‘ZG

(2.113)
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Eis o termo de ordem dois da expansao perturbativa de T;. A expansao perturbativa

de ordem 2 para TY; é obtida ao somar-se a expressao (2.113) com a (2.91)

6(Ey — Ey)

Ty = —iVy2mo(Ey — E;) — 2”2 vafnﬁ '
. — B, +ie

(2.114)

E possivel obter a (2.113) trocando-se Vy; por uma expansao perturbativa de Vy;

de ordem dois dada por

1

V=Vt Vg g e

(2.115)

E possivel perceber a partir desses resultados que existem estados intermediarios n
entre i e f para as expansoes perturbativas de ordem maior. Quanto maior a ordem da

expansao maior é o numero de estados intermediarios entre i e f.

A aproximacao de ordem um da expansao perturbativa de T%;, a qual considera
que o estado é levado de i até f por V, contém apenas um termo com uma poténcia de
V. Na expansao perturbativa de préxima ordem, V leva o sistema do estado i pra um
estado intermedidrio n, depois de n pra f, e isso faz a expressao conter um termo com
duas poténcias de V, mais um termo com a poténcia de ordem um em V. Na terceira
ordem haveriam dois estados intermediarios, e isso faria a expressao conter um termo com
trés poténcias de V, e assim por diante. Por intermédio das expansoes de segunda ordem,
terceira, etc. .., é possivel obter uma melhor aproximacao para a soluc¢ao a,(t). O presente

trabalho ira trabalhar apenas com a primeira aproximacao.

2.5.4 Relacao entre os termos de T'; e os diagramas de Feynman.

Conforme explicitado na segao (2.2), os diagramas de Feynman sao ferramentas a
partir das quais pode-se realizar o computo da amplitude invariante. Essa grandeza sera
definida na sec@o seguinte (se¢do (2.6)), mas nesse momento pode-se esclarecer que tal
grandeza ¢ oriunda da amplitude de transicao do sistema 7';, isso implica que os diagramas
de Feynman servem para se computar termos de T; de forma rapida, dispensando calculos

que partem de equagdes dindmicas de sistemas, como a equagao de Schrédinger.

H&a uma correspondéncia entre os diagramas de Feynman e os termos da expansao
perturbativa da amplitude de transicao do sistema. Termos de ordem maior das expansoes

perturbativas da T%; correspondem a diagramas de Feynman de ordens maiores.

A ordem de um diagrama é definida pelo nimero de vértices que ele contém, onde
cada vértice representa um estado intermediario. Assim, quanto maior for a ordem do
diagrama, maior ¢ a ordem do termo da expansao perturbativa de Ty; ao qual ele diz

respeito.
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Varios diagramas podem ser usados para o computo da expansao perturbativa
de T%;, quanto mais diagramas forem usados e maior a ordem deles mais preciso serd o

computo T';.

Para o caso do TY; calculado a partir da equagao de Schrodinger cada vértice do

diagrama, que representa um estado intermediario n, vai contribuir com um termo referente

ao potencial V' e cada linha interna um propagador El_l o (ver figura (5)).

Figura 5 — Representacoes de vértices de diagramas de Feynman de primeira e segunda
ordem e as respectivas contribui¢oes no computo da amplitude invariante

Diagrama de ordem 1 Diagrama de ordem 2

Particula no estado f
Particula no estado f

Particula no estado n

, . Vnz
Particula no estado i

Particula no estado i

(Tpi o< Vi) (Tyi o< VaiVin EifEanrie)

Elaborado pelo autor.

Assim, para o computo de uma expansao de segunda ordem de T'; considerar-se-a
a contribuicao dos dois diagramas da figura (5), que pode ser sistematizada como segue :

. ) 1
rdem dois termo de ordem um termo de ordem dois
Toi e ois (sze o de ordem um - ‘ffz) (Tf o de orde ois ‘ffn‘fni 7 ZE) )

(2.116)

Assim, uma leitura e analise dos diagramas, levando-se em conta como cada elemento

do diagrama contribui para a amplitude de transigao, permite a obtencao de T; ao qual
eles correspondem. Nessa subsecao limitou-se a explicar como os diagramas correspondem
a amplitude de transicao. Detalhes de como se 1é diagramas usando regras de Feynman

para a obtengao de termos de Ty; serao dados no capitulo de Aplicagdo das teorias (3).

Esse tratamento dos diagramas de Feynman diz respeito a uma evolucao do sistema
estudada sob o formalismo de Schrodinger, ou seja, ndo é um tratamento relativistico. Na
secao seguinte (secdo (2.6)) serao apresentadas equagoes que relativisticas para o estudo
de sistemas com particulas. Serd também exposta a forma como os diagramas de Feynman

se relacionam com TY; para tais equacoes, que é andloga a forma como os diagramas se
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relacionam com os termos perturbativos de T%; para o formalismo de Schrodinger, embora

seja feito com termos diferentes.

2.6 Eletrodinamica Quantica

Nessa se¢ao serao expostos as formulagoes necessarias para se tratar de espalhamen-
tos de particulas relativisticas com spins 0, por intermédio da equagao de Klein-Gordon, e
para sistemas com particulas relativisticas de spin %2, por intermédio da equacao de Dirac.
Deste modo, introduzem-se nessa se¢ao duas das principais equacoes da teoria do MP para

as interacoes eletromagnéticas, i.e. a QED.

Essas equagoes sao equacoes que tratam de sistemas quanticos levando em conta a
relatividade restrita e por intermédio delas serao obtidas as expressoes de T'f;, bem como

a relacao dessas expressoes com os diagramas de Feynman.

E necessario estabelecer um limite nesse ponto: essas equacoes dindmicas de MQ
relativistica nao sdo como a equagao de Schrodinger, sdo equagdes chamadas de equacoes
dindmicas de campos que descrevem o movimento de campos associados a particulas.
A QFT trabalha associando um campo a cada particula de modo que particulas sao
excitagoes, perturbagoes, em tais campos. Esse tratamento qual considera as particulas
excitacoes em campos abstratos é do escopo da Teoria Quantica de Campos, e uma

discussao mais aprofundada desse topico foge do escopo deste trabalho.

2.6.1 Equacao de Klein-Gordon.

A equacao dindmica para sistemas quanticos com spin 0, que leva em consideragao a
relatividade restrita, é a equagao de Klein-Gordon (equagao KG). A equagao KG, segundo
(KRAGH, 1984, p. 1024) é uma extensao relativistica da equacao de Schrodinger, e leva

esse nome em homenagem a Oscar Klein e Walter Gordon.

Tal equacao foi obtida primeiramente por Schrodinger, em 1925, mas ele nao chegou
a publicar esse feito (KRAGH, 1984, p. 1024). Foi na primavera de 1926, apdés Schrodinger
ter publicado sua formulagao ondulatoria da Mecanica Quantica, que Klein publicou sua
formulacao relativistica da equagdo de Schrodinger (KRAGH, 1984, p. 1026). Nesse mesmo
ano, independentemente e simultaneamente, diversos fisicos, incluindo Walter Gordon,
chegaram no mesmo resultado (KRAGH,1984, p. 1030-1031; PEDUZZI, 2010, p. 13)

A equacgao de KG se apresentava como uma equacao que descrevia o comportamento
elétrons sob acao de potenciais levando em conta a relatividade restrita, no entanto ela nao
obteve corroboragao experimental, se mostrando incapaz de prever as energias relativas a

estrutura fina do espectro do hidrogénio (PEDUZZI, 2010, p. 12-13). Apesar de sua falha

para a descri¢ao dos elétrons, labor qual a equagao de Dirac cumpre com éxito, a equagao
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de KG descreve adequadamente sistemas compostos por particulas de spin 0 — chamadas

de bdsons.

Isto se verificou intermédio de trabalhos posteriores de Pauli e Weisskopf com a
equacdo de KG e através da descoberta dos mésons'’, a partir de 1934, objetos que podiam
ser estudados com tal equagao. (KRAGH, 1984, 1031).

Desse modo, “desde meados da década de 30, a equacao de KG é reconhecida como
pertencente as equagoes fundamentais da QFT (KRAGH, 1984, p. 1031).”

A demonstragao da equagao de KG que segue-se foi feita a partir das segoes 3.3 e
3.4 do capitulo 3 de Halzen e Martin (1984). Para se demonstrar a equagao de KG parte-se

da dispersao relativistica da energia, dada por
E? = pl* +m?. (2.117)

Onde p é o momentum de uma particula e m sua massa. Realizando-se a substituicao de

operadores diferenciais da MQ F — i2 e p — —iV, disponiveis em Eiseberg e Resnick

ot
(1979, p. 194), na eq. (2.117), e multiplicando-a por ¢ pela direita, obtém-se

92
—5z® = —V%¢+m*e. (2.118)
Rearranjando a eq. (2.118)
0’ 2
=250V b+ m2é . (2.119)

Na eq. de KG, o ¢ é o campo que descreve particula de spin zero, assim no contexto da
Teoria Quantica de Campos ¢ é chamada de campo de K.G.. Analogamente a funcao de
onda do formalismo ondulatério ¥, o campo ¢ descreve o comportamento de uma particula

em um sistema. Reescrevendo a eq. (2.119) com o operador de d’Alembert (vide (2.60))

(0,0" +m*)p =0. (2.120)

Eis a equagao de KG para uma particula livre. Sua solugao é dada por
¢ = Ne "Fhom (2.121)

Onde N ¢ a constante de normalizacao, P* e x, sao os quadrivetores quadrimomentum e
posi¢ao-tempo. Tomando-se a eq. (2.118), multiplicando-a por —i¢* e subtraindo dela seu

complexo conjugado vezes —i¢, obtém-se, de forma compacta

[ <¢ 2 a;;)] LV iV - 6961 = 0. (2.122)

17 Os quais podem se apresentar com spin 0 quando o par quark-antiquark do mésons estdo com as
diregoes z dos momenta angular de spin antiparalelas.
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Denotando-se a densidade de probabilidade p = ¢ (qﬁ*%f — %) e a densidade

: : s n° de particulas 7 __ e * 4
de fluxo, cuja unidade nesse caso é romsegmdo 0 J = —i(¢p*Vop — pV¢*), obtém-se uma

equagao da continuidade a partir da equagao de KG.

2 3p
Vei=-5 (2.123)

Fluxo é uma grandeza nao vetorial que expressa a quantidade de algo (massa, carga,

campo, nimero de particulas, etc.) que atravessa uma determinada superficie por unidade

S quantidade

n . A densidade de fluxo por sua vez é uma
empo

de tempo. Ele tem como dimensoe
grandeza que expressa a quantidade de algo que atravessa uma dada area por unidade
de tempo por unidade de area. A densidade de fluxo é vetorial, tendo direcao e sentido
determinados por onde a quantidade flui no espaco. A relagao entre fluxo e densidade de
fluxoé & = [, p- dA. Onde @ é o fluxo de algo, p é uma expressao genérica pra densidade
de fluxo e dA é um vetor normal & superficie de uma area qualquer A através da qual a

quantidade flui.

A eq. (2.123) expressa que uma divergéncia da densidade do fluxo de particulas
(V- 5) positiva, em uma determinada regiao do espaco, corresponde a variagao temporal
negativa da densidade de probabilidade de posicao de particulas em tal regiao. Como a
densidade de fluxo j corresponde a uma quantidade de particulas fluindo no espago por
unidade de area por unidade de tempo, o divergente positivo de j’em uma dada regiao do
espago expressa que mais particulas saem da regiao do que entram, logo o fato disso se

equivaler a diminuicao da probabilidade de se encontrar particulas na regiao com o passar

_o

57) € coerente e expressa a conservagao de probabilidade'®.

do tempo (

Substituindo-se a solugao (2.121) na expressiao de p, obtém-se que

p=2E|NJ*. (2.124)

O que expressa uma proporcionalidade entre a densidade de probabilidade e a
energia. Contudo, pela (2.117) existem solugoes negativas de energia, o que impossibilita
uma interpretacao probabilistica de p, visto que isso leva a probabilidades negativas. Uma
das contribui¢oes de Pauli e Weisskopf para a reinterpretacao da equagao de KG em 1934
foi uma nova interpretacao da densidade de probabilidade e a densidade de fluxo:

p— —ep

o o (2.125)
j— —ej.

Op

ot
de fluxo 5 descreve o transito de agua que parte de uma torneira acima de um balde de volume V,
que estd furado. Assim, j descreve a quantidade de dgua que flui no espago por area por segundo e
p, nesse caso, diz respeito a quantidade de dgua por m?3 no balde de volume V. Imaginando-se que
inicialmente hd uma quantidade de 4gua no balde, conforme a dgua flui para o mesmo pela torneira
tem-se que V ; > 0, avaliado em V', expressa que ha mais quantidade de 4gua saindo pelo buraco do
balde do que entrando no mesmo pela torneira. A consequéncia disso é que com o passar do tempo, a
quantidade de dgua por m® dentro de V tendera a diminuir e eventualmente o balde ficard vazio. E
isso que a equacao da continuidade expressa.

18 Uma analogia 1itil para se pensar a equacio da continuidade (V - j = ) é imaginar que a densidade
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Que levou p a ser interpretado como densidade de carga das particulas, solucionando assim
o problema de p poder ser negativo. A densidade de fluxo passou a ser interpretada como

a corrente elétrica J, i.e. cargas por unidade de area por unidade de tempo.

Assim, define-se

. L0 0¢*
P\~

T =ie(¢"Vo — Vo).

(2.126)

A equagdo (2.126) pode ser expressa em uma tUnica expressao no formalismo

quadrivetorial, com notacao de Einstein. Define-se entao, o quadrivetor corrente
i =(p.J), (2.127)

7* pode ser expresso de forma compacta lancando-se mao da derivada covariante de Lorentz

gt = —ie(¢" 0" — pO* ") . (2.128)

Além disso, a equagao da continuidade (2.123) pode ser escrita de forma covariante usando

o quadrivetor corrente (2.127) e a derivada covariante de Lorentz (2.59) como segue

84" = 0. (2.129)

2.6.2 Transformacoes de Calibre.

Nessa subsecao serd abordado a transformacao de calibre. Tal subsecao foi construida
a partir das segdo 10.1 do capitulo 10 de Griffiths (2011a).

As equacao de Maxwell (2.130)—(2.133), em unidades naturais, sdo

B . 0B
V-B=0, (2.131) VxB=J+". (2.133)

E sabido que o campo magnético pode ser escrito por intermédio do vetor potencial

magnético ff, a partir da expressao
B=VxA. (2.134)

Ao substituir-se (2.134) na lei de Faraday (2.132) obtém-se uma expressao para E em

termos de A e da energia potencial elétrica por unidade carga ®, dada por

E=-Vd——. (2.135)
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Assim, Ae ® sio objetos que caracterizam E e B. Transformacoes de calibre, sdo
mudancas realizadas em Ae® que mantém os campos magnético e elétrico, dados por
(2.134) e (2.135) inalterados. Trata-se de uma simetria, isto é, uma transformagcao (no
presente caso, uma mudanca em Ae ®) que nao altera o objeto de interesse ( Be E)
Mudancas que mantém objetos de interesse invariantes sao de grande interesse para a
Fisica, pois existe uma conexao entre propriedades de simetria e grandezas conservadas
(LEMOS, 2013, p. 71), e.g. conservacao de energia esta relacionada a invariancia do sistema
sob translacoes temporais, conservacao de momentum esta relacionada com invariancia do
sistema sob translagoes espaciais, e assim por diante. No MP as simetrias desempenham
um importante papel, estando em paralelo com seu desenvolvimento (OERTER, 2006, p.
13).

A simetria de transformacao de calibre estd relacionada com a conservacao das
correntes das particulas J (EPSTEIN, 1973, p. 1592). Tal transformacao é dada tomando-se

o\
) o - — 2.1
— 5 (2.136)

A= A+VA, (2.137)

Onde A é uma fungao arbitraria. A escolha de A pode ser realizada buscando-se satisfazer
qualquer condicao desejada sobre o divergente de ff, de modo que ha varias escolhas
possiveis de A chamadas de calibres. Um exemplo ¢é o calibre de Lorentz, no qual toma-se

A de modo a satisfazer a expressao

V-A=——. (2.138)

O calibre de Lorentz (2.138) é relevante, pois a partir dele pode-se obter expressoes
uteis para o desenvolvimento da QED. Pode-se assim, utilizar o mesmo para se anular o

termo dentro do parenteses da direita na expressao

L 924 .00 -
2 _— —_ . _ — —
(v A 8t2> \Y (v A+ (?t) J. (2.139)

A qual pode ser obtida fazendo-se (2.134) em (2.133) e usando a propriedade
V x (V x A) = V(V - A) — V2A. Com o calibre de Lorentz a eq. (2.139) se reduz a

L 02A .
2

Pode-se obter uma expressao andloga a (2.140) para ® fazendo-se (2.135) em (2.130)

e usando o calibre de Lorentz

V3o - — = —p. (2.141)
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O calibre de Lorentz possibilitou a obtengao das expressoes (2.140) e (2.141), as
quais podem ser reescritas em uma unica expressao usando notagao de Einstein para

quadrivetores.

Multiplicando-se (2.140) e (2.141) por -1

0*®

e V2 = p, (2.142)
PA e -
oz VA= (2.143)

Agora, langando mao da definicdo do operador de d’Alembert (2.60)

80" = p | (2.144)

80" A =T. (2.145)

Pode-se reduzir as eq. (2.144) e (2.145) a uma tnica equagao definindo-se o quadri-

vetor potencial A*, cujas componentes sao dadas por
At = (D, A), (2.146)

e langando mao do quadrivetor corrente j* (vide (2.127)) é possivel sintetizar (2.144) e

(2.145) em
0,0t Al = g (2.147)

A partir da eq. (2.147) pode-se recuperar duas das quatro equagoes de Maxwell (eq. (2.130)

e (2.133)) escritas com o calibre de Lorentz.

Na eq. (2.147) a componente zero é a eq. (2.144) e a componente espacial é a
eq. (2.145). A partir da definicao do quadrivetor potencial eletromagnético A*, pode-se

escrever a transformagao de calibre dada por (2.136) e (2.137) de forma reduzida como
AP — AF = AF 4 PN (2.148)
E por intermédio de A" o calibre de Lorentz (2.138) fica
D, A" = 0. (2.149)

A expressao (2.147), qual leva em consideragao o calibre de Lorentz, serd empregada na

proxima secao (2.6.3) para o estudo da equagao de KG com potencial.
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2.6.3 Equacao de Klein-Gordon invariante sob transformacoes de calibre.

Nessa subsecao a equacao de KG serd estudada a partir da introdugdo do potencial
eletromagnético A* = (P, ff), dado pela eq. (2.146), a fim de descrever uma particula
carregada interagente. Para a elaboracao da mesma foram seguidas as segoes 4.1 e 4.2 do

capitulo 4 de Halzen e Martin (1984).

A forma correta de introduzir A* é tal que a equacao de K.G. permaneca invariante
sob as transformacoes de calibre. Para tal, toma-se a seguinte substituicdo no operador da

derivada covariante de Lorentz
ot — oM — e A* . (2.150)

A demonstragao de que a transformacao (2.150) torna a equagao de KG invariante sob
transformagoes de calibre se encontra no apendice (A). Substituindo-se (2.150) na equagao
de KG (2.120) obtém-se

(0,0 +m*)p=-V¢. (2.151)

Com V sendo o termo de interacao, nao se tratando da energia potencial do sistema — que
nesse caso ¢ dada por A*. O termo V governa a forma como a interacdo ente as particulas

ocorre no espalhamento.

O termo V, introduzido a partir de (2.151), é dado por
V = —ie(0,A" + A*9,) — 2 A* . (2.152)

O termo de interagao do sistema V' esta escrito em termos da carga elétrica elementar e,
que é um termo muito pequeno (da ordem de magnitude de 1071%). Tendo isso em vista,
pode-se aproximar o potencial apenas pelo termo de ordem um em e, desprezando o termo
com €2

V = —ie(9, A" + A1D,) . (2.153)

Pode-se substituir o termo de interacao na amplitude de transicao T; de ordem
um em V'? obtida em (2.88). Embora essa expressiao de T};, dada por (2.88), tenha sido
demonstrada via equacao de Schrodinger?’, é possivel mostrar, de forma analoga, que tal

expressao de Ty; também ¢ obtida para a equagao de KG. Assim,
Tpi=i [ [bp(@)]ie(@,A" + 40, [6:(@)]d" (2.154)

A amplitude (2.154) estd em ordem um de e, e diz respeito a um diagrama de Feynman de

ordem um em e, andlogo ao diagrama de ordem um em V' da figura (5). A diferenca é que

19 Mesmo que a expressdo (2.88) esteja escrita em termos de uma energia potencial V, pode-se realizar
uma transposicdo da mesma para o caso da equacao de KG, visto que neste a o termo de interacao
desempenha um papel idéntico a energia potencial do sistema, no sentido de espalhar a particula.

20 Que tem derivada temporal de ordem 1, diferente da equacio de KG, cuja derivada temporal é de
ordem 2.
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nesse diagrama, feito a partir da equagao de KG, o termo de interagdo (que desempenha o
papel andlogo ao potencial) esta explicito em termos do operador de d’Alembert e a carga
elementar e. A representagao do diagrama que diz respeito ao T; de (2.154) é dado pela
figura (6)

Figura 6 — Diagramas de Feynman de primeira de ordem um em e.

- fi

\jﬂ/
b b

AH

Adaptado de : Tex.stackexchange (2013).

Na figura (6) o quadrivetor potencial eletromagnético A" é representado como
um foton, que faz a particula evoluir do estado representado pelo campo ¢; para o
estado representado pelo campo ¢¢. O termo j ui ¢é a corrente de transicao, i.e. a corrente

quadrivetorial que representa a transicao da particula de i — f.

Ao desenvolver-se a integral de (2.154), verifica-se que a mesma se divide em uma

soma de duas integrais. Pode-se resolver a integral da primeira soma

/ (0470 (A" ) d (2.155)

lancando-se méao da integracao por partes com u = [¢f]* e dv = 0,,(A*¢;) e com intervalo
de integragdo de —oo até oo, assim

e}

/_ (0] 0, (Al gy)d e = [¢f]"Algs|  — /_O;(a#[apf]*)Awid‘*w. (2.156)

—0o0

o0

Considerando que o termo [¢f]* A ¢; vai a zero em (2.156), pois A* vai a zero

—o0
no infinito, e substituindo tal resultado em (2.154), obtém-se

L 6(/93 ) AF ' >+¢Ze (/w " A48, 1) d'z > (2.157)
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Fatorando A*, que é um objeto que comuta com todos os outros objetos de (2.157)

7y; = i (ie [ (o @00’z — ci [ @0 )od') (2.158)

Reescrevendo (2.158) como

Tpi = —id [ ~ie([64]"(0un) — (0ul04]")00)d' (2.150)

€T

E perceptivel que o termo —ie([¢f]*(0,0i) — (Ouldy])*)¢s) tem a mesma forma que o
quadrivetor corrente obtido em (2.128). Assim, langando mao da eq. (2.128), escreve-se tal
termo como j{:i, que é chamado de corrente de transicao, i.e. o quadrivetor corrente que

expressa a evolucao da particula espalhada de i« — f,
Ty, = —i / Avjlidia. (2.160)

Eis a expressao que relaciona a corrente de transicao j #i com a amplitude de transicao. A

corrente de transicao

gt = —ie([os]"(0udi) — (Dules]) i) - (2.161)

pode ser escrita em termos da solu¢do da equagdo de KG para particula livre (2.121).
Ao se derivar a solugao (2.121) com o operador da derivada covariante deve-se levar em

consideracao que 0, deriva apenas com respeito as componentes do quadrivetor z*, assim
Oy = 0,Ne " = —iNP,e ""on (2.162)

Além disso, a (2.162) possui quatro componentes, uma para cada componente do quadri-

vetor, isto é

NO, e tHue" .
NgteipOmo = —iNPOeiP%" , para a parte temporal;
Nﬁzleiplrl — iNPleiP's para a parte espacial z': (2.163)
]\76226“&3”2 = iN P2eiP*e? , para a parte espacial z°;
Ngzgeip?’ﬁ = iN P3eiPe? , para a parte espacial z>.

Levando-se em consideragao (2.162), a (2.161) fica
Gt = —eNiNg(P; + Py),e! PP (2.164)

Analogamente ao caso da solugdo da equagao de Schrodinger (2.70), o fato da corrente
de transicao ter sido escrita com uma solucao da particula livre no estado inicial e uma

solucao da particula livre no estado final indica que a particula é espalhada de um estado
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descrito pela solugao de particula livre em i para um estado descrito pela solucao de

particula livre em f.

E possivel escrever o termo de ordem dois em e para T 'ri a0 se escrever o termo AH
em (2.160) em funcdo da corrente de transigao j “i de uma segunda particula que gera o A*.
Para tal, considera-se inicialmente um espalhamento auxiliar e um diagrama de Feynman
auxiliar a partir dos quais serao feitos os calculos. O diagrama de Feynman correspondente
a ordem dois (em e) da amplitude de transi¢ao para o espalhamento de um e~ por um .

Esse é dado pela figura (7) e representa o espalhamento

e +u —e +pu . (2.165)

Figura 7 — Diagrama de Feynman para o espalhamento (2.165).

Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

O diagrama dado pela figura (7), associa uma corrente de transigao j le) ao elétron e
uma corrente de transi¢ao jé) ao muon. Além disso, tais particulas portam quadrimomenta

inciais e finais P4 e Pg, para o caso do e, e Pg e Pp no caso do u~.

O diagrama (7) é uma juncao de outro vértice de particula ao diagrama (6). O
potencial eletromagnético A* é gerado pela presenca do mion que espalha o elétron por
intermédio da troca de um féton . Analogamente ao caso do diagrama da figura (6), no
diagrama (7), o y passa a representar a agao do potencial eletromagnético A, visto que o

féton é um quantum do campo eletromagnético.

Para escrever A" em termos de jé) langa-se mao da expressao (2.147), a qual foi

demonstrada langando-se mao do calibre de Lorentz.

00" At = jby . (2.166)
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Uma solugao de A* para (2.166) é dada por

1.
A = —qujé‘m (2.167)

com ¢ = Pp— Pg. Para obter-se (2.167), basta tomar A* = e#e~""*» onde e ¢ a polarizacio
do féton (a tematica de polarizacao do féton é tratada na subsecao (2.7.1)).

Assumindo-se que a corrente em (2.160) é a corrente do elétron j!

Ty = / —i Al (2.168)
Substituindo (2.167) em (2.168)

. Ly .
x q
A expressao para a corrente do mion é andloga a do elétron (2.164)

jlay = —eNpNp(Pp + Pg)te'Pp=Fr)on (2.170)

Fazendoi — A e f — C na corrente do elétron (2.164), e substituindo-a, juntamente
com (2.170), em (2.169)

; w 1 1 Iz
Tfi = —i/(—eNANc(pA—i-PC)ueZ(PciPA)“I ) (—) (—GNBND(PD—FPB)“@Z(PDiPB) x“)d‘lw .

q2
(2.171)

Reorganizando (2.171) e somando os termos das exponenciais

-1 ‘ B}
Ty = —iNaANcNpNpe(Pa+Fe), <2> 6(PD‘f'PB)M/ P PatPo= e iy (2.172)
q T
Embora na (2.171) houvesse uma exponencial elevada a P,z" e outra elevada a

Pz, foi possivel somar os expoentes dessas exponenciais, visto que P,z# = Ptz,,.

A exponencial em (2.172) pode ser escrita como

l — — 12
/ez(Pc Pa+Pp—Ppg) xud4w:/
€T

ei(PC*PAJFPD*PB)%deO/ ¢—i(Po—Pa+Pp—Pp)'z' 7,1
20 21

' » | . (21m3)
/ ¢~ (Pc—Pat+Pp—Pg)°x d332/ e~ Po=PatPp=Pp)"a” 103
2

3
Com os intervalos de integragdo dessas integrais indo de —oco até oo cada uma dessas

integrais resulta em uma delta de Dirac

/ e’i(Pg*PA+PD*PB)MIMd4w o 2775(7/<P8 —_ Pg —+ PB — Pg))

218(—i(PL — Py + Pp — Pp))2m0(—i(P2 — P3 + P} — P2))2n8(—i(P2 — P5 + Py — P})) .
(2.174)
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Langando-se mao do fato de que (vide (GRIFFITHS, 2008, p. 425))

)
5(kx)::|iﬁ)‘ (2.175)
Tem-se que
/ ei(Pc_PAJ,-PD—PB)“:cHdﬁlm — 27-(-6(P8 — Pg + Pg - PJg)QW(S(Pé’ B P‘i + Pé B Pé) (2 ]_76)

216(P2 — Pi + P} — P2)2ns(PE — Py + P2 — P},
visto que moédulo de i e —i é um (basta tomar z = 0 e y = £1 em z = x + yi tal que
|z| = V&% + y? (AVILA, 2008, p. 6)).
Escrevendo o produto das deltas em (2.176) como
(27)*6*(Po — Pa + Pp — Pg) = 2n8(PS — P§ + PP — Pp)2md(PL — Py + PL, — Pp)
216(P2 — P + Ph — PE)2ns(PE — P3+ P2 — P}).
(2.177)

A eq. (2.177) é o anédlogo quadridimensional de §(7), qual pode ser escrita como
d(r) = 0(x)d(y)o(z) (GRIFFITHS, 2008, p. 427). Embora em (2.177), no lado esquerdo os
quadrimomenta estao escritos em notacao independente de base, no lado direito os termos

que constam dentro de cada delta sdo as componentes (0,1,2,3) dos mesmos.

Substituindo-se (2.177) em (2.172), obtém-se

-1
Tti = —iNaNcNpNpe(Pa+Pe), <q2> e(Pp+Pgp)"(2r)*0*(Po—Py+Pp—Pg) . (2.178)
Escrevendo de forma mais compacta
Tyi = —iNaNgNoNp(2m)*§*(Pp + Po — Pg — Pa)M . (2.179)

Onde 91 é a amplitude invariante, uma variavel de interesse dada por

—iM = (ie(Pa + Po)") (‘Zﬂ*‘”) (ie(Pg + Pp)") . (2.180)
As Ty; obtidas em (2.160) e (2.178) sdo invariantes sob transformacoes de Lorentz, visto

que envolvem produtos internos na notagao de Einstein.

A (2.178) é um termo de ordem dois da expansao perturbativa de T}; em fungao
de e, e esta associada ao diagrama de Feynman de ordem dois em e, dado pela figura
(7). A partir do resultado (2.178), pode-se construir uma figura como (5), que especifica
as contribuigoes de cada termo do diagrama para a amplitude de transic¢ao. Feito isto,
as contribuigoes de cada termo do diagrama de Feynman para a amplitude de transicao

(2.178) estao expostos na figura (8).
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Figura 8 — Diagrama de Feynman de primeira de ordem em e e suas contribuig¢oes no
computo de amplitude de transicao.

n(Pg)

Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

Nesse caso, pode-se observar que cada vértice contribui com um termo ie(P; + Py)*
e o estado intermediario representado pelo f6ton contribui com um termo —if]#. Apesar
do T't; de ordem dois obtido via equagao de KG ser diferente do T; de ordem dois para
equacao de Schrodinger, o diagrama (8) é andlogo ao diagrama de ordem dois da figura
(5), pois nele ha um estado intermediario, representado pelo foton, bem como um estado
inicial ¢ e final f. O estado inicial ¢ é dado pelo 4~ com Pg e pelo e™ com Py4 e o estado
final f é dado pelo = com Pp e pelo e com Pg. A diferenca é que o diagrama da figura
(8) contribui com termos de ie(P; + Py)* e —ZZ#, além de ter os estado i e f ocupados
por duas particulas, ao passo que o diagrama de ordem dois da figura (5) contribui com

potenciais V e , € tem os estados ¢ e f ocupado por uma particula.

1
Ei—En+iE

Assim como no caso da equagao de Schrodinger, um maior nimero de estados
intermediario no diagrama de Feynman levaria a termos de série perturbativa de maior

ordem.

Uma leitura e analise do diagrama da figura (7), levando-se em conta como cada
elemento do diagrama contribui para a amplitude de transicao, permite a obtencao de 9
ao qual ele corresponde. Nessa subsecao limitou-se a explicar como o diagrama se relaciona
com a amplitude invariante. Detalhes de como se 1é diagramas usando regras de Feynman

para a obtencgao de termos de T'; serdo dados no capitulo de Aplicagdo das teorias (3).

Embora a expressao (2.178) tenha sido obtida a partir do espalhamento (2.165), ela
se aplica para qualquer espalhamento. Poder-se-ia obter a mesma amplitude de transicao

caso fosse tomado a corrente do elétron como geradora do potencial A* que espalha o p~
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2.6.4 A secao de choque em termos da amplitude invariante 91.

Essa subsecao demonstrara a obtencao do observavel se¢do de choque o em termos
da amplitude invariante 901. Tendo sido elaborada a partir da secao 4.3 do capitulo 4 de
Halzen e Martin (1984).

Comparando-se o diagrama da figura (8) com as eq. (2.178) e (2.180) faz-se possivel
perceber que os diagramas de Feynman servem para computar diretamente a amplitude
invariante 9, que é parte da amplitude de transicao T%;. Na realidade, para fins de
obtengao de observaveis, 9 ¢ mais relevante que T%;, sendo essencial no célculo da secao

de choque, por exemplo.

N ¢ invariante sob transformagoes de Lorentz e ela multiplicada pelo seu complexo
conjugado, i.e. |9|?, é uma fungio densidade de probabilidade (probability density funcion
- pdf) associada a algum parametro. Ela pode ser parametrizada por vérias quantidades,

como os angulos que definem a direcao do momentum das particulas espalhadas.

Para encontrar a relagao da amplitude invariante com a se¢ao de choque é necessario
retomar a solugao da equagao de KG para a particula livre (2.121), e ajustar a constante
de normalizacgdo N da mesma. O p associado a tal solugdao, dado por (2.124), sob a
reinterpretagdo de de Pauli e Weisskopf significa niimero de particulas por unidade de
volume. Com isso, pd3z passa a significar o niimero de particulas dentro do volume dado

pelo elemento d3z. Desse modo, para um volume arbitrario V'
/ pdV = # particulas dentro de V . (2.181)
v

Impondo-se que dentro de um volume arbitrario V' ha % particulas de massa m, determina-
se a constante N substituindo-se (2.124) em (2.181)

2F
/ QE|N[2dV = == . (2.182)
1% m
A integral (2.182) ¢ trivial e dela segue-se que
N = ! (2.183)
VVm '
Considerando-se agora um espalhamento do tipo
A+B—-C+D. (2.184)

Escreve-se a transicao de probabilidade por tempo e volume para tal espalhamento W

como sendo )
_ Tyl

TV
A expressao (2.185) é a mesma que (2.95), a tnica diferenga é o termo V' no denominador.

W (2.185)

O V no denominador decorre do fato de que T}; associado a equacao de KG (2.179) possui
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uma delta de Dirac para conservagao dos momenta espaciais, o que elimina a incerteza
no momentum e faz a incerteza da posi¢ao (x,y e z) tender ao infinito, vide principio da
incerteza posicao-momentum. Assim como a delta da energia em (2.91) fez o intervalo de
tempo entre os estados ¢ e f tender ao infinito, a delta dos quadrimomenta em (2.179)
faz o intervalo de tempo entre os estados i e f tender ao infinito e faz os intervalos
espaciais ocupados pelas particulas, Az, Ay e Az, entre os estados 7 e f fiquem impossiveis
de serem determinados. Isso faz com que o volume ocupado pelas particulas durante a
transicao ¢ — f seja indeterminado também. Assim, uma forma de se resolver o problema
do intervalo de tempo infinito entre os estados e o volume indeterminado na eq. (2.179)
em decorréncia da 6*((Pc — Pa + Pp — Pp)") é tomar a W dada pela eq.(2.185).

O termo |Ty;|?, na (2.185) é dado multiplicando-se (2.179) pelo seu complexo

conjugado, que resulta em
Tti|* = NANENEND (2m)*(6*(Po — Pa+ Pp — Pg))?|9m)>. (2.186)
Escrevendo-se (27)8(0%(Pc — Pa + Pp — Pg))? por intermédio de (2.177)

(2m)%(6*((Pc — Pa+ Pp — Pp)*))? = [216(Pg — Py + P, — PR)|*[2n6(PL — Py + P — Pp)]?
[27§(P% — P35 + Pp — P3)[2n6(P2 — P34+ P} — PP

(2.187)
Escrevendo-se cada termo quadratico de (2.187) de forma semelhante a
5 ) K2 o) 5
2mo(b — = 1li TV dx(2mo(b — a)) . 2.188
(@6 —a))* = Jim_ [ " dr(2mb(0 ~ a) (2.188)

Tem-se que

T/2 .
(27)%(6"(Po — Pa+ Pp — Pp))* = ( lim / el<P0—PA+PD—PB>°f°>dg;0> (278(Pg — PR+ Pp

T—o0 -T/2

X/2 . 11
~F2)) (;%E“oo [ e W) (2n6(Pg — Pi+ Ph — P}))

Y/2 )
: —i(Pc—Pa+Pp—Ppg)%x?) ;.2 2 p2 2 p2
(Ylgr;o /—Y/26 dx ) (2md(Ps — Py + Py — Pyg))

z/2
( lim / e_’(PC_PA+PD_PB)3x3)d:B3> (2n6(P2 — P+ Py — P3)) .
Z—0 -Z/2

(2.189)

Fazendo-se como feito na expressao (2.99), na qual utilizou-se a propriedade da filtragem

da delta sem usar a integral e integrando os exponenciais.
(2m)3(8 (P — Pa + Pp — Pp))? = ( lim T) (2r8(P% — P+ PY — PY))
— 00

( lim X) (278(PL — P} + PL — PL)) (YIim Y) (276(P% — P2+ P%— P%))  (2.190)
00

X—o00

( lim Z> (2m8(P2 — P2 + P} — P3)) .

Z—0
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Tomando-se X, Y e Z como sendo intervalos espaciais ocupados pelas particulas, tal que

XY Z =V, pode-se reescrever

(2m)*(6*(Po — Pa+ Pp — Pp))? = lim lim TV (27)*0*(Pc — Py + Pp — Pg) . (2.191)

T—o0o V—oo

Substituindo-se (2.191) em (2.186)

|Tpi|> = NANENZNZ 9|2 Jim lim TV (27m)*6*(Pc — Pa+ Pp — Pp) . (2.192)

—o00 V—o00

Substituindo-se (2.192) em (2.185)

N2NZNEZN2|MPTV (27)464(Pe — Py + Pp — Pp)

W= v (2193)
Simplificando-se (2.193)
W = NiNZNZN3|M|*(2m)*0*(Po — Pa + Pp — Pg) . (2.194)

Considerando-se um espalhamento do tipo (2.184), com um feixe de particulas
A incidindo sobre um alvo estaciondrio composto por particulas B, tem-se que ng é o
nimero de espalhamentos (interagoes de A com B que resultam em A+ B — C' + D) por
unidade de tempo em um dado volume. O niimero de particulas B por volume no alvo é
np e o nimero de particulas do feixe que atravessam uma area unitaria perpendicular a
velocidade do feixe v4 por unidade de tempo é igual ao fluxo do feixe, dado por F' = n,vy4,

com ny4 sendo o nimero de particulas por unidade de volume do feixe.

O numero de espalhamentos ng se relaciona com o fluxo do feixe nv4 e 0o nimero de
particulas do alvo np por intermédio de uma constante de proporcionalidade o. Escrevendo-
se em termos matematicos

ns = ong(nava) . (2.195)

Onde o é chamada se¢ao de choque. O termo ng pode ser escrito como

ng = [# estados finais acessiveis as particulas resultantes do espalhamento- (2.196)
[Transicao de probabilidade por unidade de tempo] . .

E sabido que a transicao de probabilidade por unidade de tempo é dada pela eq. (2.95),

assim

ns = [# estados finais acessiveis as particulas resultantes do espalhamento] - W .
(2.197)

Substituindo-se (2.197) em (2.195) e resolvendo para o

[# estados finais acessiveis as particulas resultantes do espalhamento] - W

np(nava)

g =

(2.198)
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Antes de retomar a eq. (2.198), é necessario discorrer a respeito do significado da grandeza

g.

A secao de choque o é uma quantidade em unidades de &rea, proporcional a
probabilidade do espalhamento acontecer, com respeito a probabilidade nao acontecer.
Devido a essa proporcionalidade, comumente afirma-se que essa quantidade representa a
probabilidade intrinseca de um dado espalhamento. E importante deixar claro que o é
proporcional a essa probabilidade, mas nao é a probabilidade em si, visto que a secao de

choque tem unidades de area.

De forma simples, pode-se pensar em ¢ como sendo a area do alvo que se apresenta
ao feixe (GRIFFITHS, 2008, p. 199), desse modo quanto maior for o, maior serd a
probabilidade da interacao acontecer. Em uma interagao em que duas particulas, ou dois
feixes de particulas, lancam-se uma sobre a outra a secdo de choque é a area efetiva, area

de contato, de interacdo entre as particulas, ou entre as particulas do feixe.

Essa é uma analogia classica, para fins heuristicos, que serve para se conceber o
sentido da sec¢ao de choque. No entanto, ela é equivocada no ambito das interacoes entre
particulas elementares, visto que particulas elementares ao interagirem nao se tocam ou
colidem-se como bolas de bilhar, na verdade elas apenas interagem via troca de particulas
mediadoras (ver figura (9)). E mais correto, portanto, pensar em ¢ como sendo uma
constante de proporcionalidade entre o fluxo inicial de particulas, o nimero de particulas
no alvo e o nimero de espalhamentos, que tem unidades de area e representa a probabilidade

intrinseca de um espalhamento.

Figura 9 — Representacao da interacao entre duas particulas.

Elaborado pelo autor.

Outra grandeza relevante é a secao de choque diferencial j—g. Classicamente, pen-

sando que as particulas interagem como bolas de bilhar, a se¢ao de choque diferencial



Capitulo 2. Fundamenta¢io Teorica. 62

seria a area de interagao entre tais particulas de modo que os produtos das interagoes
fossem espalhados em um determinada dire¢do no espaco delimitada pelo angulo sélido
dS) = sin #dAd¢, em coordenadas esféricas.

No entanto, essa analogia classica nao é verossimil para particulas elementares.

do
o

secao de choque ¢ por angulo 6 (j—g tem simetria azimutal, i.e. é igual para qualquer

Assim, restringe-se a uma interpretacao que considera 92 como sendo a distribuicao de
. . . do . . ‘
angulo ¢). Logo, nas regides do espago descritas por €2 nas quais 57 for maior, maior serd

a probabilidade da interacao ocorrer espalhando particulas em tais regioes.

A secao de choque diferencial tem tal significado, pois ela é proporcional ao médulo
ao quadrado da amplitude invariante 991 — conforme serda mostrado adiante —, que é
uma pdf associada a algum parametro, como o angulo de espalhamento dos produtos
de uma interagao 6. Como |9(0)|*> expressa a probabilidade de se encontrar produtos
do espalhamento por angulo #, entao g—ng integrada entre intervalos angulares 6 e ¢
desejados é proporcional a probabilidade da interagao ocorrer espalhando particulas na
direcao do espaco definida por tais intervalos angulares. Varrendo todo o espaco na integral

de g—ng obtém-se o.

Retomando a eq. (2.198), pode-se obter o # estados finais acessiveis as particulas
langando-se mao do resultado da MQ que diz que o niimero de estado acessiveis a uma
particula, em uma caixa com volume V e com momentum espacial entre |p] e |p] + d3|p], ¢
dado por

Vd®|p|
(2m)*

# estados finais acessiveis dentro da caixa com volume V = (2.199)

Como no volume V' ha % particulas, dividindo-se (2.199) pelo ntimero de particulas
obtém-se o # estados finais acessiveis por particula. Levando em consideracdo que no
espalhamento estudado duas particulas (C' e D) sdo espalhadas, tem-se que o # estados
finais acessiveis as particulas resultantes do espalhamento, por particula, (o qual serd
chamado de () é o produto do estados finais acessiveis dentro da caixa, por particula,

para cada particula, i.e.

_ (V&@|pclme\ (V& |pplmp
= (anpane ) (o) (2:200)

Considerando-se que o espalhamento (2.184) acontece com o alvo, composto pelas particulas
B, estacionario sendo atingido por um feixe de particulas A, tem-se que o nimero de

particulas por volume ny4 do feixe é dado por,

2F 5
= ) 2.201
na Vima ( )
Deste modo, o fluxo do feixe F' é dado por
2K
F=ug—2 (2.202)

VmA'



Capitulo 2. Fundamenta¢io Teorica. 63

Analogamente & (2.201), o nimero de particulas por volume no alvo ng é dado por

2Fp

= : 2.2
np va ( 03)
Substituindo-se (2.194), (2.200), (2.201) e (2.203) em (2.198)
NANENENT (2m)" o4 Vd*|pe| Vd*|pp]
do = =45 Liop|? Pc — Pa+ Pp — Pp ? :
O = 2B2Ey T o)y O'(Pe = Pat Pp = Pp)—p == = Vimampmem
(2.204)

Na expressao (2.204) [p] ¢ médulo de momentum espacial ¢ P o quadrimomentum expresso
na notac¢ao independente de base, é importante deixar essa diferenca notacional clara para
evitar confusdo. Substituindo-se (2.183) em (2.204)

Ve mampmomp o (27)° ¢ Vd®|pe| Vd|pp
do = Po — Py+ Pp — Pp
7 UQQEAQEB V4mAmBmCmD |m’ ( ) ( At Fp— ) QEC QED
(2.205)

E possivel verificar que a normalizacdo em termos de Vm desaparece em (2.205). A
expressao esta escrita em forma diferencial, pois as particulas espalhadas ocupam estados
associados & d?[p]. A secdo de choque o é obtida ao se integrar sobre todo o espago a secio

de choque diferencial, a qual serd obtida em seguida, a partir de (2.205).

A expressao (2.205) ser inversamente proporcional a velocidade do feixe v, faz
sentido, pois segundo Griffiths (2008, p. 199) em uma nogao mais elementar de o, pode-se
esperar que essa probabilidade intrinseca do espalhamento ocorrer tenda a ser maior
conforme maior for o tempo que as particulas incidentes passem nas vizinhancas do alvo.
Isso quer dizer que a secao de choque deve ser inversamente proporcional a velocidade do

feixe de particulas.

Apesar dessa expectativa, na realidade o comportamento da secao de choque é
drasticamente modificado nas vizinhangas de valores de energia que se igualem aos valores
de energia minimos para se produzir “ressonancias hadronicas”. Quando a energia do feixe
passa por um valor de energia no qual particulas do feixe e do alvo tendem a interagir,
estados ligados de vida muito curta, i.e. ressonancias hadronicas, sao criados. Em um
grafico de se¢do de choque por velocidade do feixe ou energia do feixe as ressonancias

aparecem como picos e sao uma das principais formas de se detectar novas particulas
(GRIFFITHS, 2008, p. 199).

Esses estados s6 sao criados quando a energia do feixe chega na energia minima
para sua criagdo, que é a energia associada a massa de repouso dessas ressonancias. Assim,
é muito comum haver picos em curvas experimentais de se¢do de choque que cubram

grandes intervalos de energia.
Pode-se escrever a (2.205) de forma compacta

|9n|2

do dQ (2.206)
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onde F (fluxo do feixe) e d@ (espago de fase invariante) sao dados por

Elpel  Elpb)

dQ - (27T)454(PC + PD - PA - PB) (271')32EC (27T)32ED )

(2.207)

F=v42E,-2Ep . (2.208)

Para o caso onde ha uma colisdo colinear entre os feixes de particulas A e B, F' é escrito

das seguintes formas

F = 4((Ps - Pg)® — m3mp)'/? (2.209)
F = |vi — vp|2E2Ep (2.210)
F = 4(|[pAlEp + |pB|Ea) - (2.211)

Tanto F' quanto d@) sao invariantes sob transformacoes de Lorentz.

Para obter-se a secao de choque diferencial, partir-se-a do espalhamento (2.184)
analisado no referéncia do centro de massa, ou centro de momentum (abreviadamente:
ref. do CM). Neste referencial a soma dos momenta espaciais das particulas é sempre
nulo, para um espalhamento como (2.184) isso implica que as particulas A e B devem ter
momenta espaciais iguais em moédulo e direcdo, mas com sentidos opostos, ou devem estar
em repouso. O mesmo vale para as particulas resultantes do espalhamento C' e D. Tendo
essas consideracoes em vista, escreve-se para o ref. do CM

Pil = [pal = lpsl (2.212)

p;| = |pé&| = ppl -

Por conservacao de energia
Ex+FEg=FEc+Ep. (2.213)

Considerando-se que no ref. do CM as particulas A e B se aproximam com momenta

iguais, dados por |p;|, pode-se langar mao da (2.211) escrevendo F' como
F = 4|}5;|(EB + EA) . (2.214)

Definindo-se neste momento a variavel de Mandelstan s no ref. do CM, que serd melhor

explicada na subsegao (2.6.5), como sendo s = (E4 + Ep)? = (Ec + Ep)?, tem-se que
F = 4|pi|/s . (2.215)

Para o termo d@, dado por (2.207), toma-se a delta §*(Po + Pp — P4 — Pg) como

54(Pc + PD — PA — PB) = (5(EC + ED — EA — EB)(5<p_é —i—p_b —p_}; —p_,'4) . (2.216)
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Onde, 6(pi+pp—pa—ps) = 0(Po+Pp—Pi—Pp)o(Pé+Ph—Pi—PR)o(Pe+Ph—Pi—Pp).

No ref. do CM os momenta pj e pp sao iguais em médulo e dire¢do, mas com sentidos

opostos, i.e.
pA = —DB - (2.217)
Substituindo (2.217) em (2.216)
6*(Pc+ Pp — Ps— Pg) = §(Ec + Ep — Ea — Ep)S(p& + pp) - (2.218)

Substituindo-se (2.218) em (2.207) e integrando em d®|p¢|, entre —oco e oo

00 = [ @n)6(Ee+ Ep — Ex — Ex)o(es + pi)—pel_lppl
pc (2m)32E¢ (2m)32Ep

(2.219)

Pela filtragem da delta, a integral em (2.219) faz p& — —pp em toda a expressao.
Assim, os termos em dependentes de p¢ ficam em fungao de pp em (2.219). Isto é
Ec(|lpc|) = Ec(|ppl). Apds a integracgao sobre |p¢|, a expressao (2.219) fica
@’ |pp|
(27)32Ep(27)32Ec(pp)

dQ = (2m)*0(Ec(pp) + Ep — Ea — Eg) (2.220)

Agora ¢é necessario modificar a varidvel da delta da energia em (2.220). Para tal, lanca-se

mao da dispersao relativistica dada por (2.117), de modo que a delta da energia fica

8(Ec(|6p]) + Ep — Ea — Eg) = 6(\/ (15512 +m2) + /(|2 + m3) — /(1542 + m3)

—\(Ip* +m3) )

(2.221)

Seja g(|pp|) uma funcao dada por

g(Wb)) = (W [2 + m2) + /(15D +mB) — \/(15al2 +m2) —/(5s? +m%) . (2.222)

Tal que

8(g(Ipp))) = 8(\/ (b]2 +m2) + /(pb|2 +mb) — J(Bal? + m?) — /(s]2 + m3)) .

(2.223)
A fungio (2.222) é nula para |p},|, dado por
B 1 1/2
ol = | (o) = (e = 37 =] 2.224)
Onde § = \/(|p_}1|2 +m?) + \/(|p_£;|2 +m%). Segundo Griffiths (2008, p. 426), uma delta
dada por 0(f(x)) pode ser escrita como &(f(x)) = %, onde z/ é um elemento do
dominio de f(z), tal que f(2') =0, e f'(z) = %, assim
Ly SUb| — 1]

19 (I )]
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A derivada da funcdo (2.222) avaliada em |p/,| é

YT Y — 1o 1 1
sAlreD 'pD'<ED<|p$\>+Ec<rpé\>)' (2:220)

Com Ep e E¢ dados pela relacao de dispersao relativistica. Substituindo-se (2.226) em
(2.225)

, 3(lppl — Ipf
Soph) = e =l (2.027)
P (EDup;) * Ec<|p?3>>’
A (2.228) é delta da energia §(FEc(|pp|) + Ep — Ea — E) presente em (2.220).

Sabe-se que d*|pp| é um cubo de lados d|pp |, d|pp|, € d|pp|.. Langando-se méo

da figura (10), pode-se verificar que d*|pp| escrito em coordenadas esféricas ¢ dado por

d*|pp| = sin 0|pp |*d|pp|dode (2.228)

Figura 10 — Elemento volumétrico de momentum d?|pp| escrito em coordenadas esféricas.

Adaptado de : Tex.stackexchange (2014).

Substituindo-se (2.227) e (2.228) em (2.220) e integrando a expressao com respeito

a |ppl, entre —oo e 0o

0= (2my—Spbl = b sin 0|p |2d|pp|d0d¢

R FAT p——) R R
PY\ Ep(pp)  Eo(lpp))

(2.229)
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A delta faz |pp| — ]p71'7| em (2.229), desse modo

dQ = (2r)* IPol” sin 6d0d¢ L (2.230)
/ L 1 2m)32Ep (|p)p|) (27m)32E:(|p)
ol (s + oy )| 2B (BN 2B ()
Escrevendo sin 8dfd¢ como dS) em (2.230) e simplificando os termos |pp|
1 oldS)
dQ = b (2.231)

(272 4(Ep(Ipp) + Ec(lppl)

Como |p71;\ ¢ o momentum que zera as energias da delta (2.221), pode-se afirmar que
trata-se do momentum final do sistema |p;| que garante a conservacao de energia no ref.

do CM. Escrevendo-se Ep + Ec como +/s, tem-se que
1 |pyldQ

dQ) = . 2.232
Q= as (2.232)
Finalmente, substituindo-se (2.215) e (2.232) em (2.206),
d 1 |p;
7 Pl o2 (2.233)

dQ|.,, 64rs |pj]

Eis a secao de choque diferencial no ref. do CM.

2.6.5 Variaveis de Mandelstan.

Antes de seguir, é necessario introduzir as variaveis de Mandelstan. Tais variaveis
sao invariantes frente a transformagoes de Lorentz, portanto, calcular elas no ref. do CM
ou no ref. do laboratdrio, i.e. o referencial onde ha um feixe de particulas incidindo sobre
um alvo estacionario, é equivalente. Para uma interagdo do tipo (2.184), as varidveis de

Mandelstan sao

s=(Py+ Pg)* = (Pc + Pp)?, (2.234)
t = (Py— Po)* = (Pp — Pg)*, (2.235)
u=(Py— Pp)*= (Po— Pp)*. (2.236)

A partir de (2.234), no ref. do CM, pode-se recuperar a expressao utilizada anteriormente,
dada por s = (E4 + Ep)?. Para tal, toma-se o lado direito de (2.234) e desenvolve-se o
quadrado

s=(Ps+Pg)?=Pi+ P, +2Ps Pg. (2.237)

Na expressdo (2.237), P53 = P{Ps, = E% — |p4|?, analogamente para P}, e 2Py - Pg =

2P P, = 2E4Ep — 2|p4||ps|. No entanto, no ref. do CM p4 = pp, deste modo

s=E%+ E% +2FE.Ep = (E4+ Ep)*. (2.238)
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Diferentes topologias de diagramas de Feynman codificam diferentes formas dos
quadrimomenta serem carregados pelas particulas virtuais e isto constitui diferentes canais

de interacao.

Uma interagao de canal s, mostrada na figura (11), ocorre quando a particula virtual
carrega um quadrimomentum ¢ igual a soma dos quadrimomenta iniciais das particulas A
e B. O quadrimomentum ¢ carregado pela particula mediadora é dado por ¢ = /s, por

esse motivo é dito que o diagrama ocorre no canal s.

Figura 11 — Diagrama caracteristico da interagao que ocorre no canal s.

A D

q=Ps+ Pp

B C
Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

Uma interagdo no canal t, mostrada na figura (12), ocorre quando a particula
virtual carrega um quadrimomentum ¢ igual a diferenca entre os quadrimomenta inicial
e final das particulas conectadas por um vértice (A e C ou B e D). Como ¢ é dado por

q = V/t, diz-se que o diagrama ocorre no canal t.

Figura 12 — Diagrama caracteristico da interacao que ocorre no canal t.

A C

B D
Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

Uma interagdo no canal u, mostrada na figura (13), ocorre quando a particula
virtual carrega um quadrimomentum ¢ igual a diferenca entre os quadrimomenta inicial e
final das particulas conectadas por um vértice. EE a mesma coisa coisa que o canal t, mas
com as particulas C' e D trocadas, além do formato do diagrama ser diferente. Como ¢ é

dado por ¢ = /u, diz-se que o diagrama ocorre no canal u.
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Figura 13 — Diagrama caracteristico da interacao que ocorre no canal u.

A C

Ps— Pp

B D
Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

2.6.6 Equacao de Dirac.

Agora, o estudo de espalhamentos reais envolvendo particulas com s = 1/2 ocorrera
a partir da introducao da equacao de Dirac. Embora a equacdo de K.G. tenha sido
usada para analise do espalhamento (2.165), ela nao é adequada para isto, visto que ¢é
uma equacgao de campo para objetos de spin 0, que nao é o caso das particulas de tal

espalhamento, que possuem spin s = 1/2.

Na presente subsecao sera demonstrada a equacao de Dirac para uma particula

livre. Para tal demonstracao consultou-se as segoes 2.1 e 2.2 do capitulo 2 de Neto (2019).

Paul Dirac publicou uma teoria relativistica para descrever o comportamento do
elétron em 1928. Ele foi motivado pela insuficiéncia da M(Q em prever a estrutura fina dos
espectros do atomo de hidrogénio, e sabia que era necessario uma formulacgao relativistica
da MQ para poder prever tal resultado experimental(CARUSO, 2012, p. 115).

Dirac ja conhecia a equacao de KG (KRAGH, 1984, p. 1031), e construiu sua
equagao a partir da mesma (2.119), mas diferiu ao considerar que a equagao relativistica
para a MQ nao poderia ter derivada temporal de ordem dois. A derivada temporal deveria
ser de ordem um, como na equagao de Schrodinger, além disso como na relatividade tempo
e espaco sao equivalentes a equacao que ele procurava deveria ter derivadas de ordem um
no espago também, diferente da equagao de Schrodinger. (NETO, 2019, p. 22;PEDUZZI,
2010, p. 16 ).

Assim, Dirac assume uma equagao como a de Schrodinger (2.63)

A ov
HpV =i—. 2.239
PR ot (2.239)
Onde Hp ¢ o hamiltoniano de Dirac — que possui derivadas de ordem um no espaco. Ele
assume também que a (2.117) deve ser obedecida. Uma equacao que incorpora todas

essas condigoes (derivadas temporal e espacial de ordem um e que obedeca a dispersao
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relativistica de energia) é
(E—a-p—pm)¥=0. (2.240)

Onde @ e a® = 3 sao operadores, que sdo representados como matrizes, e p ¢ o momentum
da particula descrita por ¥. Os operadores de (2.240) sao construidos de modo a garantir
as condic¢oes supracitadas sejam satisfeitas, além disso o termo de energia e momentum
podem ser substituidos pelos operadores da MQ (E — i2 e |p| — —iV).

Exigir que (2.117) seja satisfeita é o mesmo que exigir que
(E* = |p* —m*)¥ =0, (2.241)

seja verdade.

A (2.241) é a equagao de KG escrita sem tomar-se os operadores da MQ para
energia e momentum e com um campo de Dirac ¥ no lugar do campo de KG ¢. Assume-se
que qualquer solugao para o campo de Dirac ¥ tem que satisfazer equagao de KG também,
mas a reciproca nao é verdade, i.e. solugoes da equacao de KG ® nao satisfazem a eq de

Dirac.

Agora serao analisadas as condi¢oes que devem ser obedecidas pelos operadores
a e o’ para que a (2.241) seja obtida a partir de (2.240). Multiplicando-se (2.240) pela
esquerda por (E 4 & - p'+ fm) obtém-se

(B — f2m® — (& 7)(@-§) — (@ )Bm+ B(@ - 7)) = 0. (2.242)
Reescrevendo-se (@ - p)(a - p) como
(@-p)a-p)=>_(a")?p")?*+ Z ofal + ofak)pFpt . (2.243)
k>£

Onde k = 1,2,3 e os termos o e p¥ sdo as k-ésimas componentes de & e p. Também
considerou-se que @ e p sao de espacos distintos e portanto comutam. Substituindo-se
(2.243) em (2.242)

(EQ—BQmQ—Z +Z aFal4-atal)phpt— ((o?-ﬁ)ﬁm#—ﬁm(o?-ﬁ)))\lf =0. (2.244)

Agora, considerando-se que p comuta com [ também, pode-se escrever
(@-p)pm+ pm(a-p) = Z(akﬁ + Bozk)mpk . (2.245)
&
Substituindo-se (2.245) em (2.244), tem-se

(B?=82m? =Y (a")2(p" Z ofal +alak)pfp’ =3 (aF B+ BaF)mpt) T = 0. (2.246)
k k
k>f

Para a eq. (2.241) seja obedecida as seguintes condigoes devem ser satisfeitas
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(@*)?=1, (2.247) aFal + ot =0, (2.249)

B)?*=1, (2.248) "B +afa=0. (2.250)
Assim, a eq. (2.240) é a equagao de relativistica para o e~ livre, estando satisfeitas as eq.
(2.247)-(2.250).

k

Conforme supramencionado, os operadores a’ e af sdo matrizes. Podem ser, deste

o, (1 0
ol = (o _1> , (2.251)

0 oF
k— . 2.252
. (gk _0) 2252

Onde 1 representa o elementos de uma matriz identidade 2x2 e O representa o elementos
k

modo, representados como

de uma matriz 2x2 composta apenas por zeros. Os termos ¢" sao as matrizes de Pauli, o

que implica que & de (2.240) é um vetor cujas componentes sdo matrizes. As matrizes de

L (o1
ol = (1 0) : (2.253)

, [0 —i
o? = (Z 0) : (2.254)

. (1 0
o = (0 _1) . (2.255)

Tais matrizes fazem parte dos operadores para se obter a projegdo do momentum angular
de spin S na diregao definida pelo eixo k, dados por Sy = %ak (GRIFFITHS, 2011b, p.

130-131). O aparecimento das matrizes de Pauli implica que o momentum angular de spin

Pauli sao dadas por

é uma grandeza que aparece com naturalidade na equacao de Dirac. Diferente da equagao
de Schrodinger, na qual é necessario colocar o spin a mao, na equacao de Dirac o spin
do elétron aparece sem imposigoes prévias, sem hipéteses ad-hoc?!. (REIS, 2021, p. 170;
PEDUZZI, 2010, 18).

As eq. (2.251)-(2.252) sdo chamadas de representacoes de Dirac o e of. Natu-
ralmente, existem outras representagbes. Para escrever a equacdo de Dirac na forma

covariante, define-se as matrizes gama

v = (a, a’a®) = (3, Ba*) . (2.256)

21 Segundo Blackburn (2006, p. 6) é uma hipétese “|...] adotada com a tnica finalidade de salvar uma
teoria de dificuldades ou da refutacdo, sem que haja qualquer motivo racional independente dessa
finalidade.”.
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N (é _01) , (2.257)

V= ( 0 Uk) . (2.258)

Tal que

- 0
O quadrivetor v* é um quadrivetor cujas componentes sdo as matrizes gama. Multiplicando-

se a (2.240) por [ pela direita e escrevendo E — i% ep— —iV

(52’; + B3V — (5)2m> U=0. (2.259)

Lembrando que 8 = a® = 1° e langando-se mio de (2.59), (2.248) e (2.256), pode-se
escrever
(199, — 1m) ¥ = 0. (2.260)

Eis a equacao de Dirac na forma covariante. A eq. (2.260) diz respeito a uma particula
livre, a obtencao da equagao Dirac com um potencial agindo no sistema sera feita na
subsecao (2.6.12).

Por intermédio das matrizes gama, pode-se reescrever as condigoes (2.247)-(2.250)
como
VY + At = 29" (2.261)

A eq. (2.261) é chamada de relagio de anticomutacao das matrizes gama. Esses objetos sdao
do espaco do spin, i.e. um espago de objetos matematicos que dizem respeito ao momentum
angular de spin e grandezas relacionadas ao mesmo, e.g. ms e s. Objetos desse espago sao
as matrizes gama, as matrizes de Pauli e as solugoes da equacao de Dirac. Tais objetos
se relacionam entre si por relagbes de comutagao especificas, como a (2.261). Objetos de
espacos diferentes do espago do spin, como o quadrimomentum P, que pertence ao espago

usual, comutam normalmente com objetos do espago do spin.

Levando em conta que a derivada covariante em (2.260) engloba em suas com-
ponentes % e V, pode-se reescreve-la usando-se os operadores diferenciais da MQ para
deixa-la em termos de momentum e energia. Primeiramente, na eq. (2.260), sobrescreve-se
o indice p de O e subscreve-se o indice de . Isso pode ser feito, pois nao altera o resultado
do produto interno. Assim lancando-se mao de (2.58) e dos operadores da MQ para

momentum e energia, tem-se

i0, = (i(aat’ —N) = (E,p) = P*. (2.262)

Substituindo-se (2.262) na eq. (2.260) com o indice de 0 sobrescrito e o indice de v subscrito
, tem-se

(P = 1m)¥ =0. (2.263)



Capitulo 2. Fundamenta¢io Teorica. 73

Devido a natureza das matrizes gama, deve-se tomar o conjugado hermitiano (}) das
mesmas ao invés de simplesmente o complexo conjugado. O conjugado hermitiano de uma
matriz A, segundo Neto (2010, p. 48) consiste na operac¢ao de tomar-se a transposta de A
(AT) seguida do complexo conjugado (*). Tendo a operagio do conjugado hermitiano sido

definida, uma propriedade importante dessa operacao com respeito as matrizes gama é

()= ("% = (" ") (2.264)
A (2.264) também pode ser escrita como
(v =%#4°. (2.265)

2.6.7 Corrente j* da equacao de Dirac.

Nessa subsecao, a corrente j# associada a equagao de Dirac serd obtida. Para a

construgao da mesma foi seguida a segao 5.2 do capitulo 5 de Halzen e Martin (1984).

Desenvolvendo-se a soma sobre o indice p em (2.260), obtém-se
(i7°0" — in*OF —m)¥ =0. (2.266)

Lembrando-se que a componente espacial da derivada contravariante de Lorentz (2.58) é

—V — sao os componentes do operador V—, escreve-se

ov ov
- 0 -k _
com k = 1,2, 3. Aplicando-se o conjugado hermitiano em (2.267)
owt . ovl &
—i —i —") =m¥T =0. 2.268
i i (=) —m (2.268)

O conjugado hermitiano incide sobre cada termo em (2.267), de tal modo que o T age

sobre cada elemento dos produtos da eq. (2.267), isto é: (i7°GE)T = (i)T(7°)1(ZE)1.

Conforme sera esclarecido na subsegao (2.6.8), as solu¢oes ¥ tém a forma de uma
matriz 1x4, deste modo as derivadas de ¥ em (2.267) sdo matrizes 1x4. Por conta disso,
em (2.267) os operadores 7 se encontram antes das derivadas de U. Com a tomada do
conjugado hermitiano sobre (2.267) as matrizes dadas pelas derivadas de W sdo transpostas,
i.e. as derivadas de ¥ passam de matrizes 1x4 para matrizes 4x1. Como uma matriz 4x1
s6 pode ser multiplicada por uma matriz 4x4 (os operadores 7 sdo matrizes 4x4) pela
direita, entdo é necessario trocar as derivadas de ¥ de lugar com os operadores v sob ac¢ao
do conjugado hermitiano. As matrizes v embora transpostas continuam sendo matrizes
4x4.

Multiplicando (2.268) por 7° pela direita, lancando mao do fato de que y°y* =

—+*10 ¢ definindo-se o ¥ adjunto como sendo

T =0ly0 (2.269)
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obtém-se
10, ¥y +mU = 0. (2.270)

A equacao da continuidade escrita na forma covariante (2.129) pode ser escrita a partir de
(2.270). Para tal, primeiro multiplica-se a eq. (2.260) pela esquerda por W e a eq. (2.270)

por ¥ pela direita. Adicionando-se as duas equagoes
Uy (9,¥) + (0, ¥)y* ¥ = 9, (V") = 0. (2.271)

Eis a equacao da continuidade a partir da equac¢ao de Dirac. No lado direito de (2.271)
a equacdo esta expressa subtendendo-se que o operador J, agira sobre o termo entre
parenteses utilizando-se da regra do produto. Além disso, a derivada covariante de Lorentz
nao deriva o quadrivetor v*, visto que suas componentes sao matrizes cujos elementos sao

constantes.

Da (2.271) identifica-se
G = Uy | (2.272)

como sendo o quadrivetor deduzido a partir da equacao de Dirac que satisfaz a equagao da
continuidade. j* ainda nao pode ser chamado de quadrivetor de corrente, pois inicialmente,
identifica-se j° como a densidade de probabilidade e j*, k = 1,2, 3 como a densidade de

fluxo.

A densidade de probabilidade
P0=p=0"0 =TTy, (2.273)

é positiva. Em (2.273) utilizou-se (2.269). O fato de p ser positiva decorre dos esforgos de
Dirac no sentido de obter uma equagao cuja solucao tivesse uma interpretacao analoga
a da equagao de Schrodinger (NETO, 2019, p. 22), afinal uma das motivagoes originais
de Dirac era remover a densidade de probabilidade negativa que decorria da formulacao

relativistica da MQ de Klein-Gordon (HALZEN; MARTIN, 1984, p. 100).

Assim, a interpretacao original de Dirac para a j* associado a sua equacao. foi
probabilistica. Com a reinterpretacao de Weisskopf e Pauli, realizada em 1934, a j* da
equagao de Dirac, tal como ocorreu com a da equacao de KG, passa a ter uma interpretagao

de quadrivetor de corrente. Fazendo-se a mesma adaptagao feita em (2.125)
G = —eUy T | (2.274)

¢é o quadrivetor corrente associado a equacgao de Dirac.

2.6.8 Solucdes da equacado de Dirac para particula livre em repouso.

Nessa subsecao serd tratada das solugoes da equagao de Dirac para particula livre

no caso em que a particula estd em repouso, i.e. p = 0. As solucoes serao estudadas, e
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partir das mesmas serd discutida a interpretagao de Dirac para as solu¢oes de energia

negativa, qual deu origem a noc¢ao de anti particula.

Para construgao dessa subsecao seguiu-se a secao 5.3 do capitulo 5 de Halzen e
Martin (1984). Também sera tratado nessa subsecdo a interpretacao dada as solugdes de

energia negativa que emergem da equacao de Dirac, bem como sua importancia para o

MP.

Partindo-se da eq (2.239), langando-se mao da substituigdo do operador da MQ

E— i% no lado direito da mesma
Hp¥ = EV . (2.275)

A (2.275) representa o fato de que o operador hamiltoniano sempre retorna a energia do
sistema como autovalor (o campo ¥ é autofungio). Passando o termo EW para a esquerda

e multiplicando a expressao por —1
EV —Hp¥ =0. (2.276)
Comparando-se (2.276) com (2.240) obtém-se
Hp=a-p+pm. (2.277)
Deste modo, (2.239) pode ser escrita como
(@-p+ pm)¥ = EV . (2.278)

Na (2.278), novamente foi usado o operador de energia da MQ. Além disso, a (2.278) é uma
forma mais simples de escrever a equacao de Dirac, sem as matrizes gama ou a derivada
de Lorentz, qual serd empregada mais adiante a fim de se encontrar as solugoes do espinor

u e de energia F que satisfacgam a equacao de Dirac para uma particula livre em repouso.

Para uma particula livre, assume-se a solucao dada por
U = u(p)e P (2.279)

onde u(p) é um espinor, i.e. uma parte da solugdo da equagdo de Dirac relacionada
diretamente ao nimero quantico magnético de spin myg, sendo representado por uma

matriz coluna de quatro componentes(NETO, 2019, p. 23).

Substituindo-se (2.279) em (2.263) e dividindo-se os dois lados por e~ fue"

(WP, —m)u=0. (2.280)

Lancando-se mio de P = 4*P,, que é chamado de quadrimomentum em notagio

slash de Feynman, tem-se
(P—m)u=0. (2.281)
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A equacao de Dirac para o espinor u, com a notacao slash de Feynman sera utilizada na

subsecgao (2.6.11) a fim de se obter a relagao de completeza.

Agora, para obter as solu¢oes do espinor u para a equacao de Dirac para particula
livre em repouso, bem como as solugoes de energia E, langa-se mao da eq. (2.278). Para
obter a equagdo de Dirac para particula livre em repouso a partir de (2.278), basta tomar
=0 em (2.278), assim

SmV¥ = EV . (2.282)

Substituindo-se (2.279) em (2.282) e dividindo-se os dois lados por e~*7»*" obtém-se
pmu = Eu . (2.283)

Escrevendo-se 3m na forma matricial, vide (2.257) (lembrando que 8 = 4" = a?), tem-se

1
mb 0N p (2.284)
0 —ml

A eq. (2.284) tem uma forma caracteristica de equagao de autovalores e autovetores. Ha

quatro solugoes de autovalores de E' e autovetores (espinores) u para (2.284). As solugoes de

E (que sao autovalores) associados & (2.284) sao Fy =m, Fy =m, E3 = —m e Ey = —m.
Os espinores associados sao
1
0
uy = , 2.985
=1, (2.285)
0
0
! (2.286)
Uy = , )
> o
0
0
0
uz = , (2.287)
1
0
0
0
Uy = (2.288)
0
1

Assim, verifica-se que a (2.283) admite quatro solugoes possiveis de E e u. Cada solucao de
E estd associada a um espinor u, e tais solugoes sao coerentes com a relagao de dispersao

relativistica (2.117) pro caso em que p = 0.
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Segundo REIS (2021, p. 170), cada espinor e energia E representam um estado do

elétron

uy com By =m — e~ com E > 0 e com nimero quantico magnético de spin mg = +1/2,

ug com Fy =m — e~ com E > 0 e com niimero quantico magnético de spin mg = —1/2 |

ug com F3 = —m — e~ com E < 0 e com nimero quantico magnético de spin m, = +1/2 |

ug com By = —m — e~ com F < 0 e com numero quantico magnético de spin m, = —1/2.
(2.289)

As solugoes que descrevem particulas com energia negativa sdo uma consequéncia da
dispersao relativistica de energia (2.117) e ndo é possivel propor uma formulagao que
unifique MQ e Relatividade sem obter tais solugdes (REIS, 2021, p. 171).

Contudo, apesar de sua inevitabilidade, tais solu¢oes trazem um grande problema
tedrico, pois segundo a teoria quantica de radiacao formulada pelo proprio Dirac, e
publicada um ano antes de sua formulagao relativistica da mecéanica quantica, um e~
em um estado de energia excitado, i.e. um estado de energia maior que um estado de
energia minima, sempre emite um féton espontaneamente a fim de ir para o estado de
menor energia. Assim, um elétron em estado de energia negativa nao tem nenhum limite
de energia minima que interrompa sua emissoes de fétons, o que levaria a uma emissao
indefinida de fotons para um elétron indo para estados de energia cada vez mais menores.
Esse problema foi exposto em 1929 por Oscar Klein, que demonstrou que é possivel que
um elétron real, no estado de menor energia, emita um féton com energia maior que duas
vezes a sua massa de repouso, caindo em um estado de energia negativa e iniciando a
emissao indefinida de fétons (esse problema ficou conhecido como paradoxo de Klein)
(BASSALO, 2012, p. 77).

Diante desse problema com as solug¢oes de £ < 0, em 1930, Dirac concebeu uma
interpretagao na qual ele propunha que o vacuo seria constituido por uma infinidade de
estados com energia negativa, todos ocupados por e~ com E < 0, e por um infinidade de
estados de energia positiva desocupados. Para evitar o paradoxo de Klein, Dirac invoca o
principio da exclusao de Pauli, que estabelece que duas particulas de niimero quantico
de spin 1/2 nao podem ocupar o mesmo estado, desta forma um elétron nao consegue
ir para um estado de energia negativa, pois todos esses estados ja estao ocupados por
outros elétrons. Essa infinidade de estados de energia negativa foi chamada de mar de
Dirac (BASSALO, 2012, p. 77). Desse modo, as solugoes com E < 0 dizem respeito a

elétrons ocupando esses estados de energia negativa no vacuo.

Essa interpretacao, apesar de parecer estranha, dé origem a um novo fenémeno: o

surgimento de um par elétron-antielétron no vacuo.

Na ocasiao em que em que um dos e~ ocupando estado de energia negativa do

vacuo absorvesse um foton com energia maior que a energia da sua massa de repouso,
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este elétron passaria a ocupar um estado de energia positiva se tornando um elétron com
energia positiva. Na transicao, tal elétron deixaria um buraco no Mar de Dirac, um estado
de energia negativa vazio no vacuo (BASSALO, 2012, p. 77). Esse buraco no Mar de
Dirac se comportaria como uma particula de energia e carga positivas, i.e. seria uma outra

particula com carga positiva (NETO, 2019, p. 28).

Dirac inicialmente chamou a particula de carga positiva de antielétron (o qual serd
denotado por e™) e pensava que tal particula tratava-se do préton, pois a unica particula
com carga positiva conhecida a época era o proton. Entre 1930 e 1931, Oppenheimer e Weyl
demonstraram que essa particula deveria ter a mesma massa que o elétron (BASSALO,
2012, p. 77; CARUSO, 2012, p. 117).

A descoberta experimental do antielétron, nomeado de positron no artigo em que a
descoberta foi relatada (ANDERSON, 1933, p. 493), foi feita em 1932 por Carl Anderson,
ao estudar trajetérias de particulas oriundas de raios césmicos em cadmaras de Wilson. A
descoberta foi acidental, mas Anderson relata que conhecia a teoria de Dirac, embora nao
estivesse a par de todos os seus detalhes (CARUSO, 2012, p. 177).

A nova interpretacdo que Dirac dd ao vacuo, de um local que nao é vazio, foi
consolidada pela descoberta do pésitron e permanece até hoje, em sua esséncia, valida
(CARUSO, 2012, p. 120). Apesar disso, é importante destacar que a interpretagao original
de Dirac a respeito do vacuo, como espaco com infinitos estados de energia negativa
ocupados foi reformulada e nao esté correta, pois leva a problemas como: vacuo com carga
infinita e a possibilidade que infinitos bdosons (particulas com nimero quéantico de spin
inteiro, que nao respeitam o principio de exclusdo de Pauli) ocupem um tnico estado do
vacuo. O que permaneceu dessa interpretacao foi a esséncia da mesma, i.e. a ideia de vacuo

como uma entidade complexa, ndo puramente vazia.

Assim, a importancia da formulacido de Dirac é bem evidente, visto que ela unifica
relatividade com MQ), prevé a existéncia das antiparticulas e langou as bases para uma

nova visiao de vacuo.

Uma nova forma de lidar com as solugoes de energia negativa foi formulada
posteriormente por Stiickelberg em 1941 e por Feynman em 1948. Essa formulacao perdura
até hoje, tendo sido adotada pelo MP. Trata-se de interpretar as solucoes de £ < 0 como
expressoes para particulas com energia negativa se propagando para tras no tempo, ou
equivalentemente como antiparticulas (com carga oposta as particulas originais) com

energia positiva se propagando para frente no tempo (HALZEN; MARTIN, 1984, p. 77).

A interpretacao de Stiickelberg e Feynman resulta em uma corrente j* positiva
para os positrons
jH(e") = +ely U (2.290)

E devido a essa interpretagao que nos diagramas de Feynman as antiparticulas sao
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representadas por flechas andando para tras no tempo.

E importante deixar claro que antiparticulas nio voltam no tempo, a interpretacio
de Stiickelberg e Feynman é puramente matematica e decorre das solugoes de energia
negativa para as anti particulas. No mundo real, antiparticulas andam para frente no

tempo, assim como particulas.

2.6.9 Solucdes da equacdo de Dirac para particula livre.

Nessa subsecao serd tratada da solugao da equacao de Dirac para particula livre
no caso em que a particula é dotada de momentum p. Para tal seguiu-se a secao 5.3 do
capitulo 5 de Halzen e Martin (1984).

Para 7 # 0 a (2.278) em forma matricial, com o campo dado por (2.279), é

- =

L s
(m 7 p) w=FEu. (2.201)
og-p —ml

Na eq. (2.291) simplificou-se o exponencial da solu¢ao (2.279) dos dois lados. A presenga

k

das matrizes de Pauli em (2.291) decorre do fato de que o operador a” é escrito em termos

das matrizes of, vide eq. (2.252). Escrevendo-se o espinor u como um vetor com dois

elementos, u4 e ug, cada um com duas componentes, tem-se

1 5.7
(T 7 p) (“A> —E (“A) . (2.202)
oc-p —ml UR Up

Realizando o produto em (2.292), tem-se que

(@ plup = (E —m)uy, (2.293)

(G- plua = (E+m)ugp . (2.294)

Assim como no caso da particula em repouso, na solugdo das eq. (2.293) e (2.294) ha

quatro solugoes de espinor e energia. Duas solugoes sao de £ < 0 e duas sao de £ > 0.
Para as solucoes com E > 0, toma-se
uy =7, (2.295)

onde, segundo Griffiths (2011b, p. 130), x° sdo espinores usados para representar o estado

geral de um particula com nimero quantico de spin s = 1/2, i.e. um férmion. Por exemplo,

1
o=l = (O representa um férmion com um ntmero quantico magnético de spin para

_ 0
cima (m, = 1/2) e X2 = ) representa um férmion com nimero quantico magnético

de spin para baixo (ms; = —1/2).
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Ja as componentes ug do espinor u, para £ > 0, sdo

up = —L 5 (2.296)

Sintetizando as solugoes do espinor u com E > 0, através das eq. (2.295) e (2.296),

Y5

w’=N| : (2.297)

o-p S
E+mX

tem-se

onde N ¢é a constante de normalizagdo. Da (2.297) obtém-se

u' =N : (2.298)

que representa um e~ com energia positiva e com niimero quantico magnético de spin para

cima, e

uw?=N

0
1

, 2.299
; (2.209)

9P

E+m

que representa um e~ com energia positiva e com nimero quantico magnético de spin para

baixo.
Para as solucoes com energia negativa £ < 0, tem-se as seguintes solugdes para u 4
e up
Ugp = ———X", 2.300
A B + mX ( )
_ S
ug = x" . (2.301)

Assim, as solugoes para o espinor u com F < 0 sdo dadas por

- XS
ur=N| [|BlHm : (2.302)

De onde segue-se

=N : (2.303)
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como sendo a solugdo que representa um e~ com energia negativa e com nimero quantico

magnético de spin para cima, e

0

-

_ &y
ut =N | [EHm (2.304)
0
1

a solugao que representa um e~ e com numero quantico magnético de spin para baixo.

Eis as solugoes para o espinor u para a equacao de Dirac da particula livre no caso

em que p # 0.
Para essas solugoes pode-se verificar que as mesmas sdo ortogonais, isto é
(u™)u® =0, (2.305)

comS=12eR=3,4.

2.6.10 Antiparticulas

Nessa secao sera apresentado tratamento dado aos espinores associados ao elétron
com energia negativa a luz da interpretacao de Stiickelberg-Feynman para tais solugoes.
Para elaboragao desta subse¢ao foi seguido a se¢ao 5.4 do capitulo 5 de Halzen e Martin
(1984).

Para um elétron livre com momentum p’ e energia £ > 0, o campo ¥ é dado por
U = 5712 (p)ePur” (2.306)

Para um pésitron que, pela interpretacao de Stiickelberg-Feynman, pode ser pensado como
um e~ com —p (lembre-se que nessa interpretacao anti particula é igual a particula indo

pra tras no tempo, por isso o momentum espacial negativo) e —F, tem-se que

U = 5734 (—p)e e = S=21 () eiPue” | (2.307)

S=21 por conveniéncia notacional. A partir

2

Assim, introduz-se os espinores do poésitron v
de agora os espinores u3 e u?, dados por (2.303) e (2.304) serdo denotados por v? e v?

respectivamente.

Para um e~ com F < 0 e 7 < 0, tem-se em (2.281)
(=P —m)u(—p) =0. (2.308)

Multiplicando-se os dois lados de (2.308) por -1 e langando mao da notagao dos espinores
do positron (2.307), obtém-se
(P+m(p) =0. (2.309)
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Os resultados obtidos nessa subsecao sao de grande importancia para o tratamento das anti

particulas. Daqui em diante, tratar-se-ado as anti particulas por intermédio dos espinores

v, a luz da interpretacdo de Stiickelberg-Feynman, no qual e~ com energia negativa é e™

com energia positiva.

2.6.11 Normalizacdo dos espinores e relacao de completeza.

Nessa subsecao sera efetuada a normalizacao dos espinores u e v e serdao apresentadas
relagoes importantes entres os mesmos. Para a elaboracao da mesma foi seguida a secao
5.5 do capitulo 5 de Halzen e Martin (1984).

Assim como foi feito na subsegao (2.6.4), nessa subsecao serd encontrada a constante

de normalizacdo N associada aos espinores do campo de Dirac.

Para tal considera-se inicialmente a densidade de carga j° da corrente de Dirac j#
reinterpretada por Weisskopf e Pauli. Entao, toma-se j sem o termo —e da reinterpretacao,
59 sem o termo —e representa a densidade volumétrica de particulas p, qual é expressa
pela eq. (2.273).

Impondo que no volume V' hé 2F particulas, tem-se que
/V pdV = 2E . (2.310)
Fazendo-se (2.273) em (2.310) obtém-se
/V UHodv = 28 . (2.311)
Substituindo-se (2.278) em (2.311)
/VuTudV YR (2.312)
Integrando-se (2.312) e impondo um volume unitario
ulu = 2E . (2.313)
Para (2.313) ser satisfeita tem-se que
uBTyS = 2F6 R . (2.314)
Com R e S =1,2. Para o espinor do positron
oS = 2F 6 R . (2.315)
Substituindo-se (2.297) em (2.314) obtém-se

N=vVE+m. (2.316)
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A normalizagao (2.316) vale para os espinores de antiparticula também, qual é possivel

2

obter por substituindo os espinores v? e v!, dados respectivamente por (2.303) e (2.304),

na eq. (2.315).

E possivel obter a equacdo de Dirac para os espinores adjuntos @. Para tal, basta

tomar o conjugado hermitiano sobre (2.280) , assim
(v P,u)' — (mu)' =0. (2.317)

Como 7* P, ¢ uma matriz 4 x 4 j& que ¢ uma soma de quatro matrizes multiplicadas por
componentes de P, entao v* P, deve ser multiplicado pela direita por u, visto que u é
uma matriz 1 x 4. Quando toma-se o T em u ele se torna uma matriz 4 x 1, por isso é

necessario que u!' multiplique v# P, pela direita, assim
(v Pau)t = uf (") B, . (2.318)

Em (2.318) evidencia-se que T nao tem efeito sobre P,, visto que P, representa apenas as

componentes do quadrivetor momentum P, que sao nimeros, quais comutam com u e 7.

Fazendo-se (2.318) em (2.317)
ul (v")'P, —mu’ = 0. (2.319)
Multiplicando (2.319) pela direita por 7° e langando mao de (2.265) e (2.269) obtém-se
(P —m)=0. (2.320)

Pode-se realizar os mesmos passos para encontrar-se a equagao de Dirac para os espinores

adjuntos do pésitron v, partindo-se de (2.309) obtém-se

(P +m)=0. (2.321)

A partir de (2.314) e (2.315) é possivel mostrar que

wu® = 2m (2.322)
e

%0 = —2m . (2.323)
Para chegar nessas relagoes, basta fazer-se o produto de qualquer espinor (u® ou v®) sob

S

acdo de f, e multiplicado por 7° pela direita, por outro espinor (u° ou v¥) sem essas

alteracoes.

Das expressoes para os espinores (2.297) e (2.302), lembrando-se de (2.307) para os

espinores do positron, é possivel obter a relacao de completeza

> @t () = P +m, (2.324)

S=1,2

ST I @EPtP) =P —m. (2.325)

S=12
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2.6.12 Equacao de Dirac com termo de interacao.

Nessa subsecao sera obtida a equacao de Dirac com termo de interagdo, bem como
os termos de série perturbativa de T; a partir da mesma e serao associados tais termos a
diagramas de Feynman. Para a elaboragdo dessa parte foram seguidas as se¢oes 6.1 e 6.2
do capitulo 6 de Halzen e Martin (1984).

Para obter-se a equacao de Dirac com termo de interagao faz-se uso da substituicao

P* — P 4 e A" (2.326)

em (2.263). Trata-se de uma substituigdo andloga a substituicao (2.150) feita na equagao
de KG. Tal substituicdo é a feita a fim de tornar a equacao de Dirac invariante sob
transformacgoes de calibre e possibilita que se introduza um termo de interacao V' em

termos de A* na mesma?2.

A substituigao (2.326) em (2.263) leva a
(v P" —m)¥ =~V (2.327)

Em (2.327)
PV = —ey, A" (2.328)

Multiplicando-se (2.328) pela esquerda por 7° e lancando-se méao de (2.248) (lembrando-se

que 1° = a? = )

V = —eyy, A", (2.329)
Assim, realizando-se adaptacoes (como ¢ — U e Viotencial = Viermo de interacio) Na amplitude
de transicao T; de ordem um em V, dada por (2.88), e substituindo-se (2.329) na mesma

tem-se

Ty = ie / Ty, A" d (2.330)

Em (2.330) utilizou-se (2.269) para escrever \IJ} 0 = ¥;. Embora (2.88) tenha sido obtida
para a equacao de Schrodinger, ela é naturalmente estendivel a equagao de Dirac, visto
que a equacao de Dirac (2.239) tem a mesma forma que a de Schrodinger (2.63). Assim, a
partir da mesma sequéncia de passos pode se obter uma equagao idéntica a (2.88) para a

equacao de Dirac.

Lancando-se mao de (2.274) escreve-se a corrente de transigao eletromagnética j Mi
como
= —eWpy, v (2.331)
Substituindo-se a solucao da particula livre (2.278) em (2.331)

i = —etpyne PP (2.332)

22 A invaridncia da equacdo de Dirac transformada por (2.326) sob transformacoes de calibre nio seré
demonstrada nesse trabalho, pois ela é andloga a demonstracao feita para a equacao de KG, presente
no apéndice (A).
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Assim como no caso da eq. (2.164), a corrente de transigao ter sido escrita com uma
solucao da particula livre no estado inicial e uma solugao da particula livre no estado final
indica que a particula é espalhada de um estado descrito pela solucao de particula livre

em i para um estado descrito pela solugao de particula livre em f.

Substituindo-se (2.331) em (2.330), lembrando-se que A* é um objeto do espago

usual e portanto comuta com os campos \ITf e U;, tem-se
Ty = —i / jliArd'a. (2.333)
xr

A amplitude (2.333) estd em ordem um de e, e diz respeito a um diagrama de ordem um

em e, dado pela figura (14b)

Figura 14 — Diagramas de ordem um em e representando contribuigoes para T';.

1 1 U; uy

ie(P; + Py)* jeyH

(a) Vértice da interacao obtido a partir da equa-(b) Vértice da interacdo obtido a partir
¢ao de KG. Adaptado de : Tex.stackexchange da equacdo de Dirac. Adaptado de
(2013). Tex.stackexchange (2013).

Na figura (14) é possivel ver como cada termo dos diagramas de ordem um
contribuem para a amplitude de transicdo para o caso de uma transicao ¢ — f de particula
de spin zero, descrita pela equacao de KG (diagrama da figura (14a)), e para o caso de
uma transi¢do i — f de particula de spin 1/2, descrita pela equagao de Dirac (figura
(14b)).

Por intermédio da figura (14b) é possivel ver que para o caso do espalhamento
de férmions (particula com spin 1/2), o vértice do diagrama de Feynman contribui com
um termo iey”, e as flechas do diagrama contribuem com um espinores u; e u;**. Para
o caso da flecha entrando no vértice a contribui¢ao é u; (matriz coluna) que diz respeito
a uma particula no estado i, j4 para o caso da flecha saindo do vértice a contribui¢ao
¢ Uy (matriz linha) que diz respeito a uma particula no estado f. J4 para o caso de
espalhamentos envolvendo particulas de spin 0, a figura (14a) mostra que o vértice do
diagrama de Feynman contribui com um termo ie(P; + Py)*, ja as flechas do diagrama

nao contribuem com nenhum termo.

Para obter-se o termo de ordem dois em e para a amplitude de transicao associada

a equagao de Dirac, langa-se mao dos mesmo passos realizados na subsegao (2.6.3). Assim,

23 (Cada linha do diagrama contribui para 9t ndo com um campo ¥, mas com um espinor u a partir do
qual o campo é escrito.
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primeiro define-se um espalhamento de interesse a ser estudado e cuja anélise e resultados
serao generalizados aos outros espalhamentos. Nesse caso o espalhamento Mgller sera
estudado:

e +e —e +e . (2.334)
O espalhamento leva esse nome em homenagem ao fisico dinamarqués Christian Mgller
que entre 1930 e 1931 estudou o espalhamento (2.334) a luz da teoria de Dirac e obteve
resultados que foram corroborados em 1931 (KRAGH, 1992, p. 312-313 e 315).

O primeiro diagrama do espalhamento Mgller é dado pela figura (15).

Figura 15 — Diagrama de Feynman para o espalhamento Mgller (2.334).

\jigy

Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

A partir do estudo do espalhamento (2.334), a luz da equagao de Dirac, obtém-se a

mesma expressao que a (2.169).
. Ly .
Ty = —i /w i () <—q2> Jioy(®)d . (2.335)

Com ¢ = P4 — Po. Para se chegar na eq. (2.335), foram seguidos os mesmos passos
realizados para se obter a eq.(2.169). Substituindo-se (2.332) em (2.335) e escrevendo a

integral das exponenciais por intermédio de (2.176) e (2.177), obtém-se
—1
Tfi = —i(—eﬂcwu/‘) <q2> (—BHD’}/‘“UB)(ZTF)454(PA + PB — PC — PD) . (2336)

Com auxilio da varidvel 9t é possivel escrever (2.336) como

Ty = —i(27)*6*(Pa + Pg — Po — Pp)M.. (2.337)

i = (Tt u) <_292“”> (€T us) . (2.338)
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O diagrama que diz respeito ao espalhamento Mgller é um diagrama de ordem dois em e e é
feito com a jungao de dois vértices como o da figura (14b). No diagrama vé-se que o estado
inicial é dado por um e~ com quadrimomentum P4 e um e~ com quadrimomentum Pg, e o
estado final é dado por um e~ com quadrimomentum Py e um com quadrimomentum Pp.
Cada flecha do diagrama da figura (15) contribui com um espinor, cada vértice contribui
com um termo iey” e a particula virtual contribui com um termo —iz# chamado de
propagador. A particula virtual representa um estado intermediario, vé-se que nesse caso,
assim como no caso do Ty; associado a equacao de Schrodinger discutido na subsecao
(2.5.4), a presenca de estados intermediarios aumenta a ordem do TY;. Juntando todos
esses termos vinculados a pedagos do diagrama, em uma determinada ordem, é possivel
reconstruir o termo 9% de (2.338). A ordem a partir da qual os diagramas devem ser lidos
e analisados para obtengao da 91 sera explicitada na secdo (3.1) do capitulo de Aplicagdes

das teorias.

Conforme mencionado na subsegao (2.6.4) os diagramas de Feynman correspondem
diretamente ao termo da amplitude invariante 9 em T%;. Desse modo, a partir de agora
passar-se-a a vincular os mesmos a amplitude invariante, visto que 91 é a variavel necessaria

para se computar a se¢do de choque diferencial (92) e total (o).

Para a obtencao da amplitude invariante total do processo (2.334) é necessério
levar-se em conta todos os diagramas associados ao mesmo. Desse modo a amplitude
invariante total associado ao espalhamento Mgller sera a soma das amplitudes invariantes
associadas a cada diagrama. Outro possivel diagrama de Feynman para esse espalhamento

é dado na figura (16) Para tanto, a partir de uma andlise similar aquela feita para o

Figura 16 — Segundo diagrama de Feynman (de primeira ordem) para o espalhamento
Mpgller (2.334).

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).
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diagrama da figura (15), obtém-se para o diagrama da figura (16)**

?

—i9 = (ieupyua) <_qg2“y> (teucy’ug) . (2.339)

Onde ¢ = P4 — Pp. Subtraindo-se (2.338) de (2.339) obtém-se a amplitude invariante

toral® (e ua)( ) 2 (@py"ua)( )
2 \UcY"UA)\UDVUB o \Upy uas )(UcyUB
M= —e (Pr— P2 +e (Pa— Pp)? . (2.340)

Tendo obtido a amplitude invariante total associada ao espalhamento Mgller, a partir
de agora calcular-se-4 um observavel (g—g) a partir da mesma, para fins de demonstracao.

Mais calculos assim serao demonstrados no capitulo de Aplicacado das teorias.

A partir da amplitude invariante total, pode-se computar o médulo ao quadrado

da mesma, fazendo-se |9* = M(M)*, que é uma pdf associada ao espalhamento.

Em experimentos onde nao se tem conhecimento sobre o nimero quantico magnético
de spin (my) inicial das particulas toma-se a média sobre todas as possiveis orientagoes
de m, para as particulas inciais e finais no computo de |9|?, isso resulta no médulo ao
quadrado da amplitude invariante nao polarizada representada por |9|?. Essa grandeza é

dada por
1

(254 +1)(2s5 +1) > om|* .

todos os estados de mg

|M|? = (2.341)

Onde s4 e sp s@o os niimeros quanticos de spin s das particulas incidentes. Considerado-se
o limite nao relativistico para o computo da secao de choque nao polarizada, tem-se que:
5] — 0, que implica em N = v/E +m = v/2m, visto que E? = m? em (2.117). Tendo em
vista tal limite, a (2.297) fica

S

e~ que entra no vértice: u’ =v2m (92) ) ,

e” que sai do vértice:  @° = v2m (T, 0).

(2.342)

Em (2.342) S = 1, 2 representam respectivamente orientagao de niimero quantico magnético
de spin para cima (ms; = +1/2) e para baixo (ms; = —1/2) . Na eq. (2.340) hé termos do
tipo

Ty u® (2.343)

24 Embora as correntes estejam omitidas nesse diagrama, elas ndo devem ser negligenciadas e seguem a
mesma logica dos diagramas anteriores: a corrente j; conecta os e~ A e D e a corrente jz conecta os
e~ BeC.

A eq. (2.339) é obtida fazendo-se o e~ no estado D ir para o estado C, bem como o e~ no estado C
ir para o estado D, na equacao (2.338). De acordo com o principio da exclusdo a troca de estado de
particulas idénticas em amplitudes (97 é uma amplitude, como V) deve fazer 9 — —M (PERKINS,
2000, p. 12), é por esse motivo que realiza-se a subtragdo entre (2.338) e (2.339) no computo de 9
total.

25
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Substituindo-se (2.342) em (2.343) e langando-se mao de (2.257) e (2.258), tem-se

2m, sepu=20.

Tyt = (2.344)
0, se u#0.
e
'y u® =0 para todos p, se S # S’ (2.345)
A (2.345) mostra que um elétron no estado 4, representado por um espinor v com S’

representando a orientacao de seu myg, apos ser espalhado para um estado f deve ser
representado por um espinor adjunto u°,de tal forma que S = ', isto ¢, o elétron no

estado ¢ tem o mesmo mg que o elétron no estado f.

Isso quer dizer que a dire¢do da projecao do momentum angular de spin na dire¢ao

z nao muda para espalhamentos de e~ nao relativisticos.

Para o computo da (2.341) é necessdrio somar-se todos os |9|? possiveis com
diferentes configuragoes de m, para particula. Assim, para o caso das particulas iniciais
com nimero quantico magnético de spin para cima (1) e as particulas finais com nimero

quantico magnético de spin para cima também, tem-se em (2.340)

(e ") @pyuup) o Wpy ) (Goyuup)

2
MM —=11) = —e (Py— Po)? +e (Py — Pp)? (2.346)
Inserindo-se (2.344) e (2.345) em (2.346)
_ 2 (2m)(2m) 5 (2m)(2m)
MM —=TT) = —e (Pr— o) e (Pa— Pp)" (2.347)
Lancando-se mao das variaveis de Maldestan (2.235) e (2.236)
M(M—11) = e24m? (i _ 1) . (2.348)

Realizando-se passos anédlogos aos feitos para se chegar em (2.348), para todas as outras

possiveis configuragoes de m, para as particulas:

M) = am? (5 - 1) | (2.319)
Mt = - (2.350)
M si) = — (2.351)

Mt i) = (2.352)

e24m?

M(I—1) =

(2.353)
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Desenvolvendo-se a soma em (2.341) sobre todos os estados encontrados.

a2 2 2 2
T = Gy sy ) PR IDP + IO It

HIMUA=LD) P+ A=+ (A=) -

Fazendo-se cada 9 das eq. (2.348)-(2.353) vezes seu complexo conjugado e substituindo-os
em (2.354)

Rids ! (4m?e*)*2 (1 1>2+ ! + ! (2.355)

= m-e - —— =+ = . .
(2s4+1)(2sp + 1) t u 2 u?

Como as particulas envolvidas no espalhamento sdo férmions, i.e. s4 = sp = 1/2, tem-se

que
— 1 1 1\ 1 1
M|* = —(4m?e*)?2 <—> —+ = . 2.356
2 = P2 | (3 - o) 4+ (2.356)
No referencial do CM, tendo em vista um espalhamento de particulas de mesma massa,
um angulo de espalhamento 6 e |p;| = |py| = |p] como sendo os momenta inicial e final das

particulas respectivamente, tem-se que as variaveis de Mandelstan sao dadas por

s = 4(|p]* + m?) , (2.357)
t = —2|pl*(1 — cosf) , (2.358)
u = —2[p)*(1 + cosf) . (2.359)

Fazendo-se (2.358) e (2.359) em (2.356) obtém-se

o 1 (4m?e?)? 2 2 2

9 + - . 2.360
2 16[p1* [sin*(5)  cos*(§)  sin*(§)cos?(5) ( )

Substituido-se (2.360) em (2.206), e lancado-se mao de (2.357) no limite nao relativistico,
isto é s ~ 4m?, obtém-se a secdo de choque diferencial no CM associada ao espalhamento
Mpgller. Pode-se utilizar as expressoes para secao de choque diferencial e total obtidas
a partir da equacao de KG, da subsegao (2.6.4), para espalhamentos descritos a partir
da equacao de Dirac, pois os calculos que se seguem para a obtencgao de (Cz% e 0 para a
equacao de Dirac sao os mesmos realizados para obtencao de tais grandezas a partir da

equacao de KG.

do ot 1, 1 ! (2.361)
a2 16pt \sin'(5)  cos'(3)  sin*(G)eos?(5)) |
Onde a = %. A expressao (2.361) é a secao de choque diferencial nao polarizada

do espalhamento Mgller, no limite nao relativistico, no centro de massa.
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Esse é um exemplo de célculo de se¢ao de choque diferencial a luz da QED,
para particulas de nimero quantico de spin 1/2. Mais resultados como esse, para outros
espalhamentos, serdo obtidos no capitulo de Aplicacao das teorias e discutidos no capitulo

de Discussido e Anéalise dos resultados.

Esses cdlculos de obtengao de 9 a partir da amplitude de transicao T%; que é
oriunda das equagoes de campos (equagao de Dirac ou equagao de K.G.) estao subjacentes
aos diagramas de Feynman. Observou-se ao longo das subsegoes (2.6.3) e (2.6.12) desse
capitulo que existe uma relagao entre os termos de 991 com diagramas de Feynman, de modo
que a partir das regras de Feynman ¢ possivel expressar 9 diretamente, sem necessidade

de calculos mais complexos como aqueles feitos até aqui.

Na proxima segao (2.7) as regras de Feynman para a QED serao apresentadas, e

no capitulo de Aplicagbes das teorias (3) as mesmas serao empregadas.

2.7 Regras De Feynman para a Eletrodindmica Quantica

Nessa se¢ao serao apresentadas as regras de Feynman para a QED. Essas regras
permitem o calculo rapido de 99 sem necessidade recorrer a calculos de amplitude de
transigao a partir de equagdes de campo. A tabela a seguir (2) apresenta a contribuicao de
cada objeto dos diagramas de Feynman da QED e é construida seguindo a tabela presente
na segao 6.17 do capitulo 6 de Halzen e Martin (1984).

Tabela 2 — Sistematizacao das regras de Feynman para QED:

Linhas Externas do diagrama Representacao Contribuicao

Férmion entrando (no vértice) \‘ u

<

Férmion saindo \
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Anti férmion entrando \‘ ]
Anti férmion saindo ‘\\ v
Féton entrando i\ €
Féton saindo .\% €,
Linhas internas do diagrama - Propagadores
Férmion — > o “fﬁ +m;)
q>—m
Féton o e %

Fatores de Vértices
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Vértice da QED reyH

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

Nessa tabela estao as contribuigoes de particulas de spin % e particulas de spin 1
(féton), que sdo importantes para a obtencao de amplitudes invariantes de processos que

serao analisados nesse trabalho.

As regras de Feynman sao construidas a partir da sistematizacao das contribuigoes
dos termos referentes a cada particula do espalhamento. Essas contribui¢des foram obtidas

nas varias subsegoes da se¢ao (2.6), em especial da subsecao (2.6.12).

Na tabela (2) aparecem quadrivetores polarizacio €, para associados a fétons nas
linhas externas dos diagramas. O quadrivetor polarizagao é um objeto do espago usual,

portanto comuta com os espinores e as matrizes gama.

Como os quadrivetores de polarizacao nao foram mencionados previamente, a

proxima subsec¢ao se dedica a explana-los.

2.7.1 Vetores de Polarizacao

A tematica dos quadrivetores polarizacao pode ser explorada a luz da se¢do 6.9 do
capitulo 6 de Halzen e Martin (1984).

Tais quadrivetores sao usados para descrever fétons que estao nas extremidades dos

diagramas, nao entre dois vértices como acontece quando estes sao particulas mediadoras.

No Eletromagnetismo classico, um vetor polarizacao € é usado para descrever-se a

polarizacao de uma onda eletromagnética, e.g. o vetor polarizagao
€= FEyt, (2.362)

descreve uma onda eletromagnética com amplitude Fy que se propaga na direcao z,
polarizada na direcao x (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2013, p. 6 € 9).

O quadrivetor polarizacao aparece na solucao da equagao
0, 0" A" = 0. (2.363)
Onde considera-se que A" é um campo que descreve fétons.

A eq. (2.363) é oriunda da eq. (2.147), a qual representa duas equagao de Maxwell

com o calibre de Lorentz, com j* = 0. A partir do fato de que A* é um campo que
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descreve fotons, pode-se considerar que as equacao de Maxwell sdo equagoes de campo
que descrevem fotons. Assim, tomar-se j# = 0 em (2.147) torna tal equagdo uma equagao

para um féton livre e o A* que resolve tal equagao é um campo que descreve fétons livres.

A solugao da eq. (2.363) é dada por
AP = et (e ") (2.364)
Substituindo-se (2.364) em (2.363) obtém-se
=0, (2.365)

que implica que m., = 0, vide eq. (3.43).

Como A* é um campo que descreve fotons, analogo ao campo de Dirac ¥ ou de
KG ¢, o €, a partir do qual A* é escrito, tém quatro componentes e é parte da solugao

que descreve os fétons (andlogo aos espinores u).

Substituindo-se a solugdo (2.363) no calibre de Lorentz (2.149) e usando os opera-
dores diferenciais da MQ para escrever 0, — ¢,, da mesma forma que foi feito para se

obter a equagao de Dirac na forma dada por (2.263), obtém-se
que" =0. (2.366)

Como A" ¢é escrito em termos de €, a transformacao de calibre (2.148) vale para o

quadrivetor polarizacao também:
e — e = e +ag" (2.367)

Com a sendo uma constante. Isto é, dois vetores de polarizacao diferentes por um multiplo
de ¢* descrevem o mesmo f6ton. E o andlogo dos campos descritos por A* serem invariantes
sob a transformacio de calibre que leva A* para A* . A simetria das transformacoes de
calibre pode ser usada para escolher-se €’ = 0, isso faz com que o calibre de Lorentz para
e’ se reduza para

& q=0. (2.368)

Essa escolha é chamada de calibre de Coulomb e faz o calibre de Lorentz (2.366) assumir

uma forma nao covariante, dada por (2.368).

2.8 Cromodinamica Quantica

Nesse secao serao apresentados alguns fendmenos relevantes da Cromodinamica
Quéantica (QCD). Alguns destes serdo tratados com QED, mas contando com elementos

da formulagao dos quarks e da forca forte.



Capitulo 2. Fundamenta¢io Teorica. 95

2.8.1 Hadronizacao

Para elaboracao dessa subsecao foi seguida a secdo 8.1 capitulo 8 de Griffiths
(2008).

A QCD prevé que os Hadrons sao formados por estados ligados de quarks com as
propriedades descritas na figura (1). Os quarks sdo particulas elementares com niimero
quéantico de spin s = 1/2, entdo, salvo algumas adaptagoes, pode-se utilizar os resultados
obtidos da equacgao de Dirac (que é usada para descrever particulas pontuais com s = 1/2)

para o tratamento dos mesmos.

Além disso, quarks sao particulas que podem ocorrer em processos que a principio

seriam do dominio da QED, como por exemplo:
ete” = q+7q. (2.369)

E muito comum em espalhamentos da QED ocorrerem processos como o (2.369), cujo

diagrama é dado pela figura (17)

Figura 17 — Diagrama do espalhamento (2.369).

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

A partir da figura (17) vé-se que tal espalhamento pode ser estudado a luz da teoria

da QED, pois o diagrama do mesmo é construido utilizando-se de vértices de tal teoria.

Quando os quarks sdo gerados no espalhamento (2.369), eles sdo por um breve
instante de tempo particulas livres, até que o distanciamento entre eles fique na casa dos
1071 m, que é a ordem de grandeza do didmetro de um hadron, e a interacio forte entre
eles faca com que haja emissao de glions, por parte dos quarks, que posteriormente geram
novos pares quark-antiquark — esse conjunto de gliions e pares quark antiquark é chamado
de chuveiro de partons?® . Eventualmente os elementos do chuveiro se hadronizam, i.e. se

tornam estados ligados, criando hadrons. O espalhamento
et +e — q+q— Hadrons. (2.370)

expressa esse processo. Esse fenomeno é chamado de Hadronizacao.

O par quark-antiquark nao é, portanto, o resultado final do espalhamento, mas um

resultado intermediario, isso decorre do fato de que nao existem quarks livres na natureza.

26 parton é um termo genérico para objetos que compdem hidrons.
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O processo de hadronizagao observado em (2.370) acontece apenas se o par pésitron elétron
tiver, no minimo, energia igual a massa dos hadrons criados. A figura (18) expde um

diagrama de como esse processo ocorre.

Figura 18 — Representacao do processo de Hadronizacao.

hadrons

hadrons

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

Embora a figura (18) s6 expresse a criagao de dois jatos de hadrons, onde cada jato
vai ter muitos hadrons, o processo de hadronizacao pode criar uma miriade de hadrons a

depender da energia do par elétron-positron inicial.

O processo de hadronizacao é observado amplamente em colisoes de astro particulas
com moléculas da atmosfera terrestres. Nesse caso, prétons ou barions altamente energéticos,
que vem de fora do planeta Terra, apods interagirem com moléculas da atmosfera dao
origem a quarks, os quais por sua vez dao origem a outros hadrons vide processos analogos
ao (2.370). Apés um tempo esses hadrons decaem em outras particulas, que por sua vez
decaem em outras e assim por diante. Esse processo é chamado de chuveiro atmosférico e

estd expresso na figura (19).

Na figura (19) o processo de hadronizagao ocorre criando mésons 7, 71 e ¥ além
do barion N.

O espalhamento (2.369) serd estudado com detalhes na segao (3.3) do capitulo de
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Figura 19 — Chuveiro atmosférico.

30000 m

Secondary
cosmic rays
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Fonte: Barradas-Solas e Alameda-Meléndez (2010).

Aplicagoes das teorias e os resultados extraidos do mesmo serdo explanados na segao (4.3)

do capitulo de Discussao e Analise dos resultados.

2.8.2 Espalhamentos elétron-préton.

Para elaboragao dessa subsecao foram seguidas as se¢bes 8.2 do capitulo 8 de
Griffiths (2008) e 8.4 do capitulo 8 de Griffiths (1987).

Espalhamentos cujo alvo estaciondario sao particulas compostas constituiram grandes
avancos para o estudo da estrutura da matéria, visto que as particulas espalhadas pelo
alvo portam muitas informagoes sobre o mesmo. Uma discussdo mais aprofundada sobre a
importancia historica do estudo desses espalhamentos para a compreensao da estrutura
do dtomo e dos hadrons é apresentada nas segoes (4.2) e (4.5) do capitulo de Discussao e

Anélise dos resultados.

Um espalhamento dessa categoria que constituiu grande avanco para tal compreen-
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sao foi o espalhamento elétron préton, dado por
e +p—e +p, (2.371)

visto que espalhamentos de p estacionarios por léptons sdo uma boa forma de se estudar a
estrutura do préton, pois léptons sao objetos pontuais. O espalhamento (2.371) é chamado
de espalhamento elétron proéton elastico, e ocorre quando o elétron que incide sobre o
préton nao tem energia suficientemente grande a ponto de interagir com os quarks dos
proton. Isto é, o féton que o elétron troca com o préton tem um comprimento de onda de

ordem de grandeza maior ou igual ao tamanho do mesmo, fazendo-o apenas recuar.

Por outro lado, quando o elétron tem energia suficiente alta, de modo que o féton
que ele troca com o proton tem um comprimento de onda de ordem de gradeza pequena o
suficiente de modo que o féton interage com os constituintes do préton, o espalhamento

(2.371) torna-se inelastico, dado por
e +poe +X. (2.372)

Onde X representa “qualquer coisa”. Esse tipo de espalhamento é chamado de espalhamento

inelastico profundo.

Espalhamentos inelasticos profundos sao uma classe de espalhamentos envolvendo
hédrons (estacionérios ou nao), onde novas particulas sdo produzidas a partir de hadro-
nizacao devido a alta energia das particulas incidentes que interagem com os quarks
dos hadrons. Tal interacdo com os quarks estimula os mesmos a iniciarem processos de

hadronizacao.

Esses espalhamentos sao chamados de inelasticos pelo fato das particulas iniciais
nao serem as mesmas que a finais, o que implica que parte da energia associada ao

movimento das particulas iniciais se transferiu para a criacdo de novos estados ligados X.

A figura (20) ilustra o espalhamento (2.372), onde um elétron troca um féton
com um barion estacionario. Como a energia do féton é alta, seu comprimento de onda é
pequeno de modo que este consegue interagir com os constituintes que compoem o alvo
estacionario. A interagdo do féton com os quarks do barion desencadeia a criacdo de um
chuveiro de partons que posteriormente se hadroniza, gerando novos estados ligados que
fazem com que os elétrons espalhados saiam com uma energia a diferente de sua energia
inicial F e bem menor que E’ observada em espalhamento elasticos (BLOOM et al., 1969,

p. 932).

Experimentalmente, é possivel identificar as hadronizagoes, pois elas geram picos
caracteristicos de estados ligados nos graficos de secdo de choque diferencial por energia
do

(7570) em funcdo energia transferida pelo foton W, com W = E — E'.

Um exemplo de grafico de se¢do de choque diferencial por energia, para o espalha-

mento (2.372), onde hadronizagoes se evidenciam esta disposto na figura (21). Nesta é
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Figura 20 — Esquema que ilustra a interagao entre elétron e alvo composto em um
espalhamento com alvo estacionario.

Particula mediadora (féton trocado)

v Constituintes do alvo
estacionario

Alvo estacionario <

/'Elétron Chuveiro de partons

Fonte: Elaborado pelo autor.

possivel observar um primeiro pico, qual seria o inico no grafico caso o espalhamento fosse
elastico — se o préton se comportasse como uma particula pontual —, contudo conforme
a energia do féton passa pela energia de repouso de novos estados ligados observa-se
novos picos gerados por hadronizagao. Os hadrons evidenciados na curva da figura (21)

correspondem ao X da eq. (2.372).

Figura 21 — Secao de choque diferencial por energia £’ em funcao da energia transferida
do féton para criagao de estados ligados.
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Fonte: Griffiths (1987, p. 269).

Historicamente, o quarks foram corroborados e aceitos pela comunidade cientifica
posteriormente aos estudos dos espalhamentos de prétons por elétron e o processo de
hadronizacao, que acontece nos espalhamentos inelasticos, s6 foi devidamente explicado,
via QCD, em um periodo posterior. Assim, apesar do espalhamento inelastico estar sendo

explicado a luz das teorias modernas do MP nesse trabalho (hip6tese dos quarks e QCD),
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na época em que esses espalhamentos comecaram a ser evidenciados nao se tinha acesso a

essas explicagoes.

Outro resultado experimental relevante que diz respeito ao espalhamento (2.372)
foi o fato de que alguns dos elétrons no espalhamento inelastico profundo eram defletidos
por angulos até trinta vezes maiores do que o esperado. Tal resultado reforcou a hipdtese

dos prétons, e outros hadrons, serem composto por “carogos” rigidos (PAIS, 1986, p. 573).

Assim, analogamente ao caso do experimento estudado por Rutherford (1911), os
experimentos de espalhamento inelastico profundo revelaram a estrutura interna “rigida”
dos alvos devido a espalhamentos com angulos grandes. No caso do espalhamento ineléstico,
observa-se também uma perda de energia dos objetos espalhados devido ao que se entenderia

posteriormente como sendo o processo de hadronizacao, exposto na figura (20).

Um outro aspecto que pode ser destacado é que o acontecimento de deflexoes
angulares grandes e hadronizacao nao é algo exclusivo dos espalhamentos inelasticos
de elétron em protons, podendo ocorrer para espalhamentos diferentes do (2.372). Por

exemplo, para um caso espalhamento inelastico profundo no ref. do CM, como
p+p—-n’+X, (2.373)

estudado por Biisser et al. (1973), devido a alta energia dos feixes, os prétons s aproximam
de modo que os quarks dos mesmos interajam, via troca de glions, espalhando um dos
quarks de um dos p. Este quark posteriormente produz um chuveiro de partons que se
hadroniza, formando um pion neutro com momentum similar ao do quark inicial e outros
hadrons quaisquer, denotados por X. O quark que emitiu o glion também contribui com
X, visto que a partir deste desencadeiam-se também chuveiros de partons. Alguns 7°
criados sofrem deflexdes grandes, assim como as deflexdes das particulas oo observadas por

Rutherford, Geiger e Marsden.

Diagramas que representam o espalhamento (2.373)e o espalhamento estudado por

Rutherford sao expressos na figura (22).

Na figura (23) estao expostos os resultados experimentais de niimero de ocorréncias
do espalhamento por dngulo (ou momentum espacial transverso [ | = |py|siné , i.e.
componente do momentum espacial da particula espalhada p; perpendicular ao feixe
inicial ) para o espalhamento estudado por Rutherford e para o espalhamento (2.373) que
evidenciam a semelhanca entre os espalhamentos. Essa semelhancga corrobora com o fato

de que objetos pontuais dentro dos hadrons espalham as particulas incidentes.

A figura (23) foi compilada a partir dos trabalhos de Geiger e Marsden (1913) e
Bisser et al. (1973) por Halzen e Martin (1984).

Por fim, os resultados experimentais do espalhamento ineldstico (hadronizagao e

deflexdes angulares grandes) deram forga a hip6tese de que os hadrons eram compostos
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Figura 22 — Diagramas que representam a interacao entre particulas @ com o atomo
(esquerda) e o espalhamento ineldstico profundo (2.373) (direita).
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Fonte: Adaptado de Halzen e Martin (1984, p. 17).

Figura 23 — Comparagao entre o resultado obtidos no experimento de Geiger, Marsden
e Rutherford, para o espalhamento de particulas « sobre folhas de ouro, e o
experimento de espalhamento inelastico profundo de elétrons em protons.

Alvos de ouro ‘Alvos sendo prétons

%
R k
N . £
g+ \n — *
= N, 'Y
S . A
Q| [ e - \\A
z \\ *_Atomo tem estrutura \ 4
s - \ e - \ 4. Préton tem estrutura

L e \ A
\ 44
| LN ] 1 1N L |

Momentum (espacial) transverso ou angulo de deflexdo

Fonte: Adaptado de Halzen e Martin (1984, p. 17).

e levaram a formulagdo do modelo dos partons. Tal modelo, que é discutido na préxima

subsecao, levou a resultados que contribuiram para aceite da hipétese dos quarks.

Os resultados obtidos a partir da equagao de Dirac podem ser usados para se
estudar os espalhamentos (2.371) e (2.372). Os diagramas desses espalhamentos sao dados
pelas figuras (24a) e (24b).

Esses diagramas da figura (24) sdo diagramas de ordem dois em e da QED. Os

circulos nos vértices do préton sao usados para indicar que nao assume-se que o préton é
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Figura 24 — Diagramas de Feynman do espalhamento elétron préton.

Pl P3

P,

p Py

p

(a) Espalhamento elétron préton eldstico. Adap-(b) Espalhamento elétron préton ineldstico.
tado de : UZH.CMS.wiki (2021). Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

um objeto pontual, trata-se de uma adaptacao necessaria para se empregar os resultados

da QED para o estudo desses espalhamentos.

O estudo detalhado dos espalhamentos (2.371) e (2.372) ocorrera na secao (3.5) do
capitulo de Aplicagao das teorias e a discussao desse estudo serd exposto na segao (4.5) do

capitulo de Discussao e Anélise dos resultados.

2.8.3 partons e quarks.

Nessa subsecao sera apresentada uma breve revisao historica acerca da origem do
modelo dos quarks e dos partons, a fim de subsidiar uma discussao sobre quarks e partons
que serd realizada nas segoes (3.6) ,do capitulo de Aplicagoes das teorias, e segao (4.6), do

capitulo de Discussao e Anélise dos resultados.

O réapido desenvolvimento de aceleradores de particulas a partir da década de
30 levou ao descobrimento de varios hadrons de modo que no comego de década de
50 o nimero de hadrons detectados ja era muito grande. Eram muitas particulas, uma
verdadeira “proliferagao” ou “zoologico de particulas”(PEDUZZI, 2010, p. 68). Esse grande
numero de particulas levou o fisico ganhador do nobel de 1955 Willis Lamb a proferir em
seu discurso: “Eu ouvi dizer que ‘o descobridor de novas particulas elementares costumava

ser recompensado com um Premio Nobel, mas tal descoberta agora deve ser punida com
uma multa de R$10,000”. 7 (GRIFFITHS, 2008, p. 33)

Os esforcos no sentido de tentar classificar esse grande niimero de particulas
iniciaram-se na metade da década de 50, supondo-se que algumas eram mais elementares
que outras. Nesse sentido, destacam-se os esfor¢os de Pais, Gell-Mann, Nishijima, Sakata
e outros (BASSALO, 2012, p. 93)

Um desses sistemas de classificacao foi introduzido independentemente por Gell-
Mann e Ne’eman em 1961, no qual agrupavam-se os hadrons em familias de acordo com

numeros quanticos associados ao mesmos. As combinacoes possiveis eram descritos por
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teoria de grupos (PEDUZZI, 2010, p. 68). Teoria de grupos é um formulagao mateméatica que
se dedica ao estudos das simetrias (GRIFFITHS, 2008, p. 118), as quais estao relacionadas
com leis de conservagao na fisica. O emprego de teoria de grupos para tentar classificar os
hédrons vinha sendo empregado por Gell Mann, Pais e Nishijima desde 1954 (BASSALO,
2012, p. 93).

Apébs desenvolvimentos posteriores da formulacao inicial, em 1964 Gell-Mann e
Zweig, independentemente, chegam no modelo dos quarks (que eram chamados de Ases por
Zweig) para se explicar os hadrons (BASSALO, 2012, p.98). Os quark, que inicialmente
eram trés (u, d e s) mais seus respectivos anti-quarks, eram objetos de nimero quantico
de spin s = 1/2, de carga fraciondria a partir dos quais os barions e mésons poderiam ser
construidos (GELL-MANN, 1964, p. 214).

-

E importante deixar claro que as proposicoes de Gell-Mann eram puramente
tedricas. Segundo Shellard (2012, p. 124) “os quarks foram propostos como algoritmos para
para classificacao dos hadrons. Posteriormente descobriu-se que eles tinham existéncia
real.”. Assim, a ideia de quarks como particulas elementares formadoras de hddrons era

inicialmente oriunda do campo matematico de teoria de grupos.

Mesmo assim, a teoria dos quarks ja tinha uma certa credibilidade inicial em 1964,
devido ao fato de que um modelo preliminar dos quarks previra, em 1961, a existéncia de
um hadron nunca antes detectado (o Q7), qual foi observado em 1964 (GRIFFITHS, 2008,
p. 37).

Contudo, mesmo com o sucesso da teoria dos quarks em agrupar e prever um novo
hadron, houve muita cautela por parte da comunidade cientifica e levou-se muito tempo até
que se considerasse que os quarks eram os componentes dos hadrons. O principal problema
em se corroborar a existéncia dos quarks é o fato deles ndo poderem ser observados livres
na natureza, logo, nao havia e nunca houve até hoje uma evidéncia direta da existéncia

dos quarks. Essa cautela da comunidade cientifica aparece até mesmo na obtencgao do
Nobel por Gell-Mann, segundo Peduzzi (2010, p. 94)

Em 1969 Gell-Mann é laureado com o Prémio Nobel de Fisica “por
suas contribuicoes e descobertas relativas a classificagdo das particulas
elementares e suas interagoes”. Nessa honraria, nao ha qualquer mencao
ao quark.

Posteriormente, alguns resultados experimentais passaram a dar indicios de que os quarks

poderiam existir de fato.

Os estudos experimentais do espalhamento (2.372) realizados no final da década
de 1969 constituiram uma corroboracao experimental para a hipétese de que haviam
particulas pontuais no interior dos hadrons, principalmente as deflexdes sofridas por alguns
dos elétrons, que eram até trinta vezes maiores que o previsto (PAIS, 1986, p. 573). Esses
resultados motivaram fisicos como Feynman (PEDUZZI, 2010, p. 94), e posteriormente
Bjorken, Callan e Gross (GRIFFITHS, 1987, p. 269-270) a construirem e estudarem um
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modelo de hadrons constituidos por particulas pontuais, as quais Feynman chamou de
partons (FEYNMAN, 1988, p. 292).

Assim, os estudos dos partons representavam a cautela da comunidade cientifica

em nao admitir a hipétese dos quarks inicialmente.

O estudo detalhado do espalhamento (2.372) a luz dos partons ocorrerd na segao
(3.6) do capitulo de Aplicagdo das teorias e a discussao desse estudo serd exposto na segao

(4.6) do capitulo de Discussao e Andlise dos resultados.

2.8.4 Liberdade Assintdtica.

Nessa subsegao sera apresentado de forma conceitual o fenémeno de liberdade
assintotica. Para elaboracao da mesma orientou-se com base na se¢ao 8.6 do capitulo 8 de
Griffiths (2008).

Quando um material ndo condutor (chamado também de dielétrico) neutro é
colocado na presenca de um campo elétrico Zfo, tal material torna-se polarizado. Isso
significa que o campo elétrico Eo, suponha-se que seja um campo gerado por uma carga
positiva, faz as cargas positivas de cada atomo do corpo neutro se afastarem do campo e a
cargas negativas se aproximarem. Assim, cada atomo do corpo fica polarizado — com as
cargas positivas em uma extremidade e as negativas em outra. Esse fenomeno é chamado
de polarizagao de dielétricos (GRIFFITHS, 2011a, p. 113). A figura (25) representa um
material dielétrico polarizado. Em tal figura, cada atomo do material é representado por
pequenas elipses com + e —, que representam, respectivamente, as cargas positivas e

negativas de cada atomo.

Figura 25 — Representagao de um material dielétrico polarizado.

Polarizado por um campo elétrico

+ + 4+ 4+ + + + + + + + +
_—_—_————————————————

OO QP
90 060 60

Fonte: Adaptado de (HYPERPHYSICS, 2022).

Mediante a presenca do campo externo Ey, a reconfiguracao das cargas no dielétrico

vai gerar um campo E’ entre as extremidades do mesmo, conforme mostrado na figura
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(26) .

Figura 26 — Organizacao de cargas no interior de um dielétrico e fendmeno de redugao de
campo externo no interior do mesmo.

-+ -+ -+ -+ - +
-+ -+ -+ -+ > B E B +
> >
— - >
-+ -+ -+ -+ - Ey .

Fonte: Adaptado de Halliday, Resnick e Walker (2016, p. 292).

Isso ocorre devido a concentracao de cargas nas superficies do dielétrico, ao passo
que em seu interior nao hé excesso de cargas. A auséncia do excesso de cargas no interior do
dielétrico decorre do fato de que em qualquer elemento de volume dentro do mesmo a carga
resultante é nula, embora os atomos do dielétrico estejam polarizados, eles permanecem
inteiramente neutros . J& nas superficies, o dielétrico fica carregado, pois nestas concentram-

se as extremidades polarizadas dos dtomos polarizados, conforme mostra a figura (26).

No interior do dielétrico, o campo E' se opdem ao campo externo Ej de modo que
sua soma seja E. Tsso mostra que no interior do dielétrico o campo é reduzido devido a
sua polarizagdo (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016, p. 292).

O véacuo também funciona como um material dielétrico, pois nele ha o aparecimento
espontaneo de pares elétron-positron o quais se aniquilam em fétons posteriormente
(GRIFFITHS, 2008, p. 69). O aparecimento desses pares é uma decorréncia do principio
da incerteza energia-tempo que estabelece que em um sistema quantico é possivel que por
curtos periodos de tempo de transicao ¢ — f a energia de sistema possa ser altamente
incerta, desse modo pode-se ter o surgimento de particulas cuja massa de repouso coincide

com a energia incerta do sistema.

Devido ao aparecimento de pares e~ et no vdcuo, a presenca de uma particula
com carga elétrica tende a polarizar o mesmo. A figura (27) representa esse processo. E
importante deixar claro que a figura (27) ndo é uma diagrama de Feynman, apesar de

conter elementos de um diagrama. Trata-se de uma representacao meramente ilustrativa.

Em tal figura, a representagao de pares é feita através de uma elipse cujo arco

superior é uma particula e com o arco inferior sendo uma antiparticula. Essa representacao
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Figura 27 — Representacao da polarizacao do vacuo em torno de uma carga —+q.

WC)H

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

indica que o par surge de um mesmo ponto do espaco e logo depois se aniquila, em um
féton. Na figura (27), no intervalo de tempo entre criagdo e aniquila¢ao do par, o elétron
se aproxima da particula com carga positiva 4+¢q e o pésitron se afasta, da mesma forma

como ocorre no interior de dielétricos submetidos a campos elétricos externos.

O aparecimento de pares particula antiparticula tende a acontecer a todo momento,
de modo que qualquer particula com carga fica sempre cercada por uma “blindagem”
polarizada, como a da figura (27), ao longo de toda extensao de seu campo elétrico. Assim
todo o vacuo, ao longo do campo elétrico de uma particula com carga, funciona como um
dielétrico polarizado e portanto enfraquece o campo elétrico da particula. Sem a blindagem

da polarizacao é dito que a particula é nua.

Como a forca eletromagnética que uma dada particula com carga () exerce sobre
outras depende do campo que ela cria, e o campo que ela cria depende da carga total dela,
a presenca dos pares e~ e’ polarizados em torno da particula com carga () acaba fazendo
com que outras particulas “vejam” uma quantidade de carga menor que a quantidade real
de carga @), devido a blindagem. Desse modo, se uma outra particula com carga estiver
bastante perto e for se aproximando cada vez mais da particula com carga @, ela vai

sentido um aumento na forga entre ela e a outra particula devido a reducao da blindagem.

O diagrama (28) representa a interacao entre duas particulas com carga, mediante
a presenca da blindagem oriunda de um par e e™. Nos diagramas esses pares sao chamados

de loops. Existem diagramas que posicionam mais loops, para levar em consideracao a
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Figura 28 — Diagrama de Feynman para interagao de duas particulas sob acao da blinda-
gem do vacuo polarizado.

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

blindagem de mais pares.

A blindagem do vacuo impede que se as particulas interajam “nuas” umas com as
outras, a nao ser que uma penetre suficientemente na blindagem da outra, de modo que
uma particula seja posicionada quase que sobre a outra. Para que as particulas consigam
chegar perto uma da outra nesse nivel é necessario fornecer uma energia da ordem de
1028° MeV para uma das particulas, o que faria a forca eletromagnética entre as particulas

divergir.

O fato relevante sobre a polarizagao para a interacao eletromagnética é que se
as particulas se aproximam suficientemente ha um efeito de aumento da forga entre as
particulas devido a diminui¢ao da blindagem. Ja na interacao forte, entre quarks, ocorre
o contrario, devido ao efeito dos glions ha o que se chama de liberdade assintética .
Tal efeito implica que quando estao mais proximos, os quarks ndo sentem atracao tao
forte, mas se tenta-se separa-los a tendéncia é que a forga de atracao entre eles aumente
significativamente, de modo que seria necessario uma energia infinita para separar quarks
de estados ligados (GRIFFITHS, 2008, p. 71).

Para ser mais preciso, o efeito dos glions que causa esse fenémeno é o da formagao
de bolhas de glions. Tais bolhas geram efeito de diminuicao da forga entre quarks conforme
eles se aproximam e aumento da mesma conforme ele se afastam. Elas ocorrem devido ao

fato dos glions poderem interagirem entre si, diferente do fétons.

Na realidade, no interior dos hadrons ha o surgimento de pares quark antiquark e
isso também gera mesmo o efeito de polarizacao do vacuo supracitado para o par elétron
positron, mas ao invés dos pares quark antiquark blindarem a carga elétrica de um quark
elas blindam sua carga-cor. Desse modo, seria de se esperar que a medida que outro
quark se aproxima suficientemente haveria um efeito de aumento da forca de interacao de
suas cores devido a diminuicao da blindagem. No entanto, devido ao efeito das bolhas de

gliions, que ¢é mais forte que a interacao da carga-cor entre os quarks, ha a predominancia
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da liberdade assintética, de modo que os quarks podem ficar bastante proximos sem se

sentirem atraidos.
O diagrama (29) representa o efeito de uma bolhas de glions na interagao entre

quarks. Nos diagramas essas bolhas sao chamadas de loops de gltions.

Figura 29 — Diagrama de Feynman para interacdo de dois quarks sob acao de um loop de
glion.

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

2.9 Regras De Feynman para a Cromodinamica Quantica

Nessa se¢ao serao apresentadas as regras de Feynman para a QCD. Essas regras
permitem o computo rapido de 9, sem necessidade recorrer a calculos amplitude de
transigao a partir de equagdes de campo. A tabela a seguir (3) apresenta a contribuicao de
cada objeto dos diagramas de Feynman da QCD e ¢é construida seguindo a tabela presente
na secao 8.3 do capitulo 8 de Griffiths (2008).

Tabela 3 — Sistematizacao das regras de Feynman para QCD:

Linhas Externas do diagrama Representacao Contribuicao

Quark entrando (no vértice) \‘ uc
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Quark saindo \\ act
antiquark entrando \\‘ el
antiquark saindo .\\ Ve
Glion entrando % €, a”
Gluon saindo % e, (a%)”
Linhas internas do diagrama - Propagadores
i(P+m)

Férmion
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Glaon 09900000 @ %
Fatores de Vértices
Vértice dois quarks e um glion %)\a’y“
Vértice de glions (6]

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).
Onde

& = — g [ (K1 — K2)A] — g5 f* [gun (Ko — K3) ) — 95 F 7 (90 (B — K1),] . (2.374)

Os termos que aparecem na tabela (3) ndo foram demonstrados formalmente a
partir da andalise de equagoes de campo e espalhamentos da forga forte, como foi feito para
a QED. Desse modo, esse trabalho se propoe apenas a apresentar e explanar os termos

das regras de Feynman da QCD.

A forma de se obter os T}; e suas respectivas relagdes com os diagramas da QCD é
através da equacao de Dirac com invaridncia de calibre de SU(3) (grupo de simetria a
partir do qual a QCD é construida) (HALZEN; MARTIN, 1984, p. 317). Por intermédio
desses passos obter-se termo V' da QCD e bastaria seguir passos andlogos aos que foram
feitos para a QED.

A Cromodinamica Quantica foi formulada seguindo-se os moldes da Eletrodinamica
Quantica, logo, com algumas adaptacoes, pode-se empregar as regras de Feynman de forma
analoga. O termo ¢ que acompanha os espinores dos quarks é um tensor que representa a

cor de cada quark, podendo ser

1
c=r=10]. (2.375)
0
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Para vermelho .

c=b=1|1]. (2.376)
0
Para azul. E
c=g=10]. (2.377)
1

Para verde.

Quando trata-se de antiquarks, os vetores de anti cor associados aos mesmos (7,b e
g) sao dados pelos vetores de cor (2.375)-(2.377), mas com o conjugado hermitiano. Isso
nao significa que todo o vetor de cor com } represente um antiquark com anti cor, apenas

que (vetor anti cor) = (vetor cor).

O termo a® presente no termo do glion, representa um dois oito possiveis estados
de cor do glion. O termo g, representa a constate de acoplamento da forca forte, que é
uma grandeza que representa a intensidade da forca forte sendo proporcional a carga cor
dos quarks. O termo A® é uma das possiveis 8 matrizes de Gell-Mann, que sdo matrizes

caracteristicas da QCD que obedecem a relagao de comutacao.
[A*, NP = 2f*P\Y (2.378)

com uma soma implicita sobre v de um até oito (ndo é uma soma de Einstein).

As matrizes de Gell-Mann sao dadas por

010 0 —i 0 100 00 1

M=1100]|, X=[i 0 o, X=[o1o0|, M=]0oo0 0],

00 0 0 0 00 0 100

00 —i 00 0 0 0 1100

N=foo o], XN=]oo0o 1], XN= 0 —i|l, XN=—1]01 0
. . V3

7 0 0 010 0 7 O 0 0 -2

(2.379)

Por fim, o termo f®#7 ¢ um termo oriundo das relacdes de comutacao das matrizes
de Gell-Mann chamado de constante de estrutura. Todos esses objetos sdo objetos do
espaco da cor e assim como objetos do espaco do spin eles s6 comutam entre si por meio

de relagoes especificas, como a (2.378) para o caso das matrizes de Gell-Mann.
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3 Aplicacoes das teorias.

Nesse capitulo serao expostas a aplicagoes das teorias apresentadas no capitulo
da Fundamentagao Teérica (QED e QCD). Essas serao aplicadas no estudo e andlise
de alguns espalhamentos ja previamente discutidos no capitulo anterior, a fim de se
realizar o computo da secao de choque e outras grandezas relevantes. Para tal foram
seguidas as secoes 6.3, 6.4, 6.5 e 6.8 do capitulo 6 de Halzen e Martin (1984), para os
espalhamentos (3.1) e (2.165), as se¢oes 8.1, 8.2 ¢ 8.4 do capitulo 8 de Griffiths (2008), para
os espalhamentos (2.370), (2.371) e (3.80), e a segao 8.4 e 8.5 do capitulo 8 de Griffiths
(1987) para o espalhamento (2.372) e o modelo de pértons.

3.1 Aniquilac3o de par elétron pésitron seguida de criacao de par

muon-anti muon.

O primeiro espalhamento a ser estudado é a aniquilacdo do par elétron pésitron

seguida de criacdo de par muon-anti mtion. Tal espalhamento é dado por
e et =t (3.1)

e sera estudado a luz da teoria da QED. O espalhamento pode ter sua 9 associada obtida

a partir do diagrama de Feynman dado pela figura (30).

Para fins de demonstracao do uso das regras de Feynman a partir da analise de
diagramas, a figura (30) foi elaborada de modo que nela estao dispostas dois arcos que
servem para orientar a leitura do diagrama. A partir da leitura obtém-se, por intermédio

das regras de Feynman, a amplitude invariante 1.

Para ler-se corretamente o diagrama de Feynman deve-se seguir as linhas das
particulas acompanhando-se os arcos na figura (30). Seguindo a orientacao do arco azul,
inicia-se na linha do pésitron que sai do vértice, passando pelo vértice e seguindo até
o elétron que entra no vértice. Esses sao seguidos pelo propagador, que ¢ seguido dos
elementos obtidos seguindo-se a orientacao do arco vermelho que parte da linha do mton

que sai do vértice, passando pelo vértice e indo até o anti miion que entra no vértice.
Seguindo-se essa ordem de leitura, constroi-se o 9 associando-se um termo para
cada objeto do diagrama:
9 = (termo do e* saindo do vértice)(termo do vértice) (termo do e~ entrando no vértice)
(termo do propagador) (termo do p~ saindo do vértice)(termo do vértice) (termo do p™

entrando no vértice) .

(3.2)
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Figura 30 — Diagrama de Feynman do processo (3.1) adaptado para aplicagao das regras
de Feynman.

termo do
propagador
termo do
vértice

Adaptado de : UZH.CMS.wiki (2021).

Essa é a forma de se ler um diagrama para construcao de 9%. A ordem dos termos
na construcao de 9 é relevante, e deve-se sempre ler o diagrama comecando pela particula
cuja seta aponta para fora do vértice. Este foi apenas um exemplo sobre como se 1é
um diagrama para se utilizar as regras de Feynman. Mais trés exemplos com diagramas

diferentes sao apresentados no apéndice (B).

Utilizando-se das regras de Feynman da QED dispostas na (2), pode-se obter
a expressao de 91 em termos dos objetos que descrevem as particulas envolvidas no

espalhamento:

M = B e () (‘qg) 75 ey o). (33)

Onde ¢ = K + K’. Realizando a contracao do tensor métrico e multiplicando os dois lados
de (3.3) por i
o o1 "
M = 0Bl ;) 1) (3.4)
Para obter-se a se¢ao de choque nao polarizada deve-se tomar o moédulo ao quadrado da
amplitude invariante e tomar-se a média sobre as configuragoes de mg para as particulas.
Nesse tipo de espalhamento (em que ha dois tipos de particulas envolvidas) é conveniente

escrever a (2.341) como o produto interno entre dois tensores de ordem 2

IM|* = e—4LWLV (3.5)
R :
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Na expressao (3.5) a somatéria sobre os estados de niimero quéantico magnético de spin

my esta incorporada dentro dos tensores L. Para o termo do elétron e do pdsitron

v 1 — 7 TN~ TN~V o T\T*
Lh=5 > 2 ) u@pd )y uE)] . (3.6)
ms do e~ mgs do et
Como v(k)v*u(k) é um nimero por ser o produto de um vetor coluna, uma matriz e um
vetor linha, a operagao do complexo conjugado é a mesma que o conjugado hermitiano,
disso segue que
[O(k )y u(k)]" = [o(k)y"u(k)]" . (3.7)
Escrevendo-se 7 = v17° tem-se que
[O(E )y u(k)]" = (' (K)7") 7y u (k)" (3.8)
Agao do operador T sobre a expressao (3.8) resulta em
(0" (K7 )y"u(k)]" = (v (B)2") (") T (k) - (3.9)
A acdo do conjugado hermitiano 1 sobre o termo (vf(k')7°) vai fazer v’ ir de um vetor
linha para um vetor coluna (v')" = v (lembre-se que f toma a transposta, que é trocar
linhas por colunas de uma matriz, mais o conjugado complexo). Para que o produto de v
com ~° seja possivel, deve-se fazer (vf(K)7°)t = (4°) v (k), lembrando que vetores linha
multiplicam matrizes pela esquerda e vetores colunas multiplicam matrizes pela direita.
Como o operador { troca as linhas pelas colunas, e toma o complexo conjugado, de uma
matriz qualquer, logo o conjugado hermitiano de uma matriz continua sendo uma matriz,
além disso, pela eq. (2.264), (7°)T = 12, logo (vi(K)7°)" = 74 v(k'. substituindo-se essa
expressao em (3.9) tem-se que
(0 (k) ()Tl (k) = (30 (K) (") Tl () (3.10)
como agora v é um vetor coluna, e u'(k), que antes era um vetor coluna u(k), é um
vetor linha, tem-se que para que o produto entre os termos da eq. (3.10) seja possivel,

deve-se escreve-la como
(o) ()l (k) = u' (B) () (1w (i) (3:11)
Por intermédio de (2.248) e (2.265) é possivel mostrar que
(7)1 =% (3.12)
Substituindo-se (3.12) em (3.11)
(k) (1) (0 () = ul (k)7 o (K) . (3.13)
Lembrando que @ = uf+?, tem-se que

ul (k)77 v (k) = a(k)y v (k) . (3.14)
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Assim, conclui-se que é possivel escrever

—

[B(E )y (R = Ry o) (3.15)

Substituindo-se (3.15) em (3.6)
1 . .

Lr=5 2 2 ) uk)]fuk)” v(k)] . (3.16)

ms do e~ mg do et
Reescrevendo o produto acima com os indices de elementos de matrizes explicitos, e.g. ygﬁ,
com « sendo linha e 3 coluna, pode-se comutar os objetos. Fazendo-se isso e colocando os

termos com mesmo quadrimomentum juntos pode-se escrever essa expressao como

= LYl

S/

— - —

(kYo ( 'vwzﬁﬁk @l (k) - (3.17)

Na expressao acima hé somas implicitas sobre cada um desses indices de acordo com o
numero de linhas e colunas de cada matriz. Além disso, utilizou-se do indice S ou S’ para
referir-se & configuracoes de my do elétron e pésitron. Sdo os indices S dos espinores y*,
sendo S = 1 usado para representar ms = 1/2 e S = 2 usado para representar m, = —1/2.
Utilizando-se das relagdes de completeza (2.324) e (2.325).

v ]' 14
LY = §(K/ — m1)saVhg (K +ml)g7Ys - (3.18)

A expressao (3.18) pode ser escrita como
1
L = ST — )y (K m)] (3.19)

Onde Tr é chamado de operador traco. O trago de uma matriz A é uma operacao que

soma os elementos diagonais da mesma, isto ¢é
N
i=1
Para o produto entre duas matrizes A e B, tem-se que o trago desse produto é dado por
N N
i=1j=1
Para o produto de quatro matrizes ABC'D o traco de tal produto é
N N N
i=1j=1k=11=1
Por isso que a expressao (3.18) foi escrita como um trago.

A expressao para o tensor do muon e do anti mion L“ tem um formato idéntico

a expressao obtida para o tensor elétron e pdsitron (3.19).
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A propriedade (3.21) pode ser empregada a fim de se obter um importante resultado.

Partindo-se das regras de soma da notacao de Einstein, tem-se que

3 3
g,uuglw = Z Z gw/gl“/ ) (323)

v=0 pu=0

a (3.23) decorre do fato de que indices repetidos sempre se somam. Como a (3.23) tem um

formato andlogo & (3.21), tem-se que

gy’ =Trlg - gil] ) (3.24)

Onde g é a matriz formada pelas componentes de g,,. Na expressao (3.24) foi utilizado o
resultado da eq. (2.56), qual expressa o fato de que g,, é a inversa de g"”. Isso implica
que o produto g - g~! resulta na delta de Kronecker que pode ser representada como uma

matriz 1. Desse modo,
guwg"” = Tr[1]. (3.25)

Assim, o trago do produto de duas matrizes se reduz ao traco de uma tinica matriz. Usando
(3.20), pode-se obter o trago da matriz identidade de quatro linhas e quatro colunas da eq.
(3.25), que é 4, assim:

Iy =4. (3.26)

O resultado (3.26) é de grande relevancia e seré utilizado nos calculos do presente trabalho.

A possibilidade de escrever

> (&)Y u(k)|[a(k)y v (k)] = Te[(H' — m)y" (K +m)y"] (3.27)

ms do e~ edo et

¢ chamado de truque de Casimir, visto que foi este que utilizou-se dessa técnica pela
primeira vez em junho de 1933 (PAIS, 1986, p. 375).

O produto na (3.19) pode ser desenvolvido, com K = K,4* e K' = K!~", e por

intermédio das seguintes propriedades do trago de matrizes

Traco de um nimero impar de matrizes v é sempre zero; ( )
Tr[A+ B+ C] = Tr[A] + Tr[B] + Tr[C]; (3.29)
Tr[kA] = k Tr[A4], com k sendo uma constante; (3.30)
Tr[y"y"] = 49" (3.31)
Tr[y'9"+Py7] = 4(g"" 9" — ¢"* 9" + 9" 9"") . (3.32)

Tal produto deve ser desenvolvido de modo que nao hajam mais tragos na expressao

e que a mesma esteja escrita apenas em termos dos quadrimomenta K e K’ e da massa do
elétron, isto é:

LY =2(K"K" + K"K" — g™ (K'- K +m?)) . (3.33)
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Desenvolvendo-se a expressao do tensor do muion da mesma forma, obtém-se:
LZ; :2(P,ZPI/+P;PM_Q;W<P,'P+M2))- (334)

substituindo-se os tensores (3.33) e (3.34) em (3.5), considerando-se o limite ultrarrelati-
vistico, onde energia e momentum espacial tendem a ficar muito grandes frente as massas
do elétron (m) e do mion (M), de modo que os termos que envolvem as mesmas podem

ser desprezados, obtém-se
(* + u?)
sz

9|2 = 2e* (3.35)

Os célculos realizados para se chegar em (3.33) e (3.35) estao dispostos no apéndice (C).

Célculos andlogos a estes serao amplamente realizados nesse trabalho.

Inserindo o resultado (3.35) na (2.233), e reescrevendo as varidveis de Mandelstan
para o ref. do centro de massa vide (2.358) e (2.359)

do
ds?

B 1
oM 6472s

26t [;(1 + cos? 9)] . (3.36)

Utilizando-se da constante a a (3.36) fica

do o, )
0 = 4—826 [(1-}-(308 6)} . (3.37)

cM

Essa é a expressao para a secao de choque diferencial nao polarizada do espalhamento
(3.1) no centro de massa. Integrando-sena expressao (3.38) com respeito aos angulos 6 e ¢,
com df) = sin 0dfd¢

4o
3s
Eis a se¢do de choque total do espalhamento (3.1). Esse resultado serd discutido na se¢ao

(4.1), do capitulo (4).

ole”+et —pupt)= (3.38)

3.2 Espalhamento elétron mion no referencial do laboratério.

Nesta se¢ao o espalhamento (2.165) serd analisado no referencial do laboratério, i.e.
quando uma das particulas esta em repouso. No caso desse espalhamento escolhe-se o ™
como estando em repouso enquanto o e~ incide sobre ele. O diagrama de Feynman desse

processo é dado pela figura (7), mas agora toma-se P4 = K, Po = K', P = P e Pp = P'.

Lendo-se o diagrama de Feynman e aplicando as regras de Feynman da QED, por

meio de passos andlogos aos efetivados para o espalhamento (3.1), obtém-se
— - 1 —
m = —62U(k5’)v“U(k‘)?ﬂ(p’)w@ﬁ : (3.39)

Onde g = K — K'.
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Procedendo-se da mesma forma que foi feito para o espalhamento (3.1), isto é,
escrevendo |9|? como o produto de dois tensores de ordem dois, usando o truque de Casimir
para cada tensor e desenvolvendo os produtos dentro dos tragos usando (3.28)-(3.31),

obtém-se o médulo ao quadrado da amplitude invariante polarizada:

— 8et
M* = ?[(K’ PYK-P)+(K'"-P)(K-P)—m?P -P— MK'-K+2m*M?] . (3.40)
Onde os produtos entre quadrimomenta (produto interno na notagao de Einstein) estao

escritos como P - P, m é a massa do elétron e M é a massa do muion.

Nesse espalhamento considera-se a massa do elétron, que é aproximadamente
200 vezes menos que a do muon, ou seja, desprezivel. Para sua analise langa-se mao
da figura (31), onde um elétron com quadrimomentum inicial K = (E, k) incide sobre
um muon em repouso com quadrimomentum P = (M, 6) O elétron troca um féton
com quadrimomentum ¢ = (v,¢) com o mion. Apds essa troca o elétron é espalhado
por um angulo #, ficando com quadrimomentum K’ = (F’, /;’) e 0 muon adquire um

quadrimomentum P’ = (E,,, o )t

Figura 31 — Figura representando o espalhamento elétron mion no laboratoério.

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

A figura (31) ndo é um diagrama de Feynman, é uma representagdo meramente
ilustrativa que tem elementos de um diagrama. Antes de retomar a eq. (3.40), pode-se

extrair algumas relacoes relevantes entre os quadrimomenta desse espalhamento.

Primeiro, usando-se conservacao do quadrimomentum é possivel escrever
PP=K+P-K. (3.41)

Além disso, lancando-se mao do produto quadrivetorial de um quadrimomentum qualquer
P por si mesmo
(P)?=P,P'=PP’—5-5=E*— (]p])?, (3.42)

e usando (2.117)
(P)? =m?. (3.43)

1 O indice p em é ndo é indice de soma de Einstein, é apenas para representar a energia da particula p—.
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Isto é, o quadrimomentum de uma particula elevado ao quadrado sempre é igual ao
quadrado da massa da particula. Esse resultado é de grande relevancia e ja foi mencionado

na subse¢ao (2.3.2) do capitulo de Fundamentagao Tedrica.

Para o caso dos quadrimomenta do e~
(K= (K')*=m*>=0. (3.44)
pois, considera-se a massa do elétron desprezivel.
Tomando-se o quadrimomentum transferido pelo féton
g=K—-K'. (3.45)
Elevando-se o mesmo ao quadrado dos dois lados e usando (3.44), obtém-se
¢ =—2K-K'. (3.46)

Agora, pode-se retomar a eq. (3.40).

Substituindo-se (3.41) em (3.40), realizando os produtos e utilizando-se de (3.44) e
(3.46)?

2 = 8; _2‘]2(}( Pk Py 2K YK - P)+ ML (3.47)
Como o p~ estd inicialmente em repouso, o termo 2(K’ - P’)(K - P) resultam em
2(K'- P')(K - P)=2EE'M?, (3.48)
eotermo K - P — K’ P resulta em
K-P-K -P=ME-FE). (3.49)
Substituindo-se (3.48) e (3.49) em (3.47)
)2 = EijZMQEE’ 1-> ]\142 szQ(]_;;EE_/ E) . ; ;17, (3.50)
Escrevendo-se ¢* como
¢ =—2K-K)=—-2EE —k-F) (3.51)

Nesse espalhamento, tem-se que kK = Kk cos 6, visto que K faz um angulo ¢ com K’ ,
pois o e~ é espalhado por um angulo 6 apés interagir com o pu~. Como considera-se a

massa do e~ desprezivel, pela (2.117) tem-se que

E2=m?+p = E~ k|, (3.52)

2 A eq. (3.46) é usada para reescrever os termos com K’ - K na eq. (3.40) em termos de ¢>.
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E ~|k|. (3.53)

Com essas consideragoes, a (3.51) fica

¢* = —2EE'(1 — cosf) . (3.54)

Lancando-se mao da identidade trigonométrica de meio angulo sin? g = (1_‘;7059), a (3.54)

fica 9
¢* = —4EFE'sin® 3 (3.55)
Substituindo-se (3.55) em (3.50)
— o Se"2M?EE 0 sin®g
2 _ 2 2
Substituindo-se ¢ = K — K’ em (3.41), tem-se
P=q+P. (3.57)

Isso implica que o quadrimomentum do féton contribui para o quadrimomentum do mion.
Elevando os dois lados de (3.57) ao quadrado e lembrando-se que P? = P”? = M?, tem-se
que

¢*=—-2P-q. (3.58)
Como ¢ = K' — K, entéo ¢ = (E — E K — I?’) Além disso, P* = (M, 0). Deste modo

2

¢* = —2P'q, = —2M(E—F) = E—FE = —;—M . (3.59)
Assim, substituindo-se (3.59) em (3.56) tem-se
—,  8c"2M?EFE' 0 sin®§
‘9)?\2 = €q4 |f3082 5 — 821?\4,22 q2‘| (360)

Um elemento infinitesimal da se¢ao de choque associado a essa amplitude invariante é
obtido via (2.206), (2.207) e (2.208), com Po = K' e Pp = P’. Assim
k'] & ||

2E' 2E,

1|

90 = STl 4n?

SYK'+P — K —P)

(3.61)

Onde v,-, de (2.208) é 1, dado que v.- = % e tendo-se em vista (3.52). Escrevendo
o elemento de momentum do elétron d3|k_:7 | em coordenadas esféricas langando-se mao de

uma figura anédloga a (10)
dP|K'| = E?dE' sin 0d0dg . (3.62)

Na eq. (3.62) utilizou-se do fato de que |K'| ~ E'. Escrevendo-se sin 0d0d¢ = dS)

P|K| = E?dE'dS) . (3.63)
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Substituindo-se (3.63) em (3.61) e substituindo ¢ = K — K’ na delta

12, E'dEdQ d|p)|
=54 (P —q—P . 3.64
Y e A R TN (3.64)
Substituindo-se (3.60) em (3.64)
do  e*M*E" , 0 sin?? )\ Py
— = — - §Y(P+q— P)dE'. 3.65
a0~ 2N (COS 2~ ) gg, d BT P (3.65)

Na eq. (3.65) foi invertido o sinal da delta, lembrando-se que isso nao altera a mesma

(vide eq. (2.175)). Integrando o lado direito da equacao com respeito a |p/| e usando

Bl |0 (P +q— P 1 E 0
= S(E' — = A=1+ (2E/M)sin® - .
/|];/| QEM 2MA ( A),COII] +( / )Sln 2 Y (3 66)
tem-se ( /)2 )0
do 2008 @ sin“ 2 1 E
g M 27 2 2 SE — =)dE" . 3.67
Q- 4 (COS 2~ onm2 ! ) oA’ E = %) (3.67)

Integrando-se o lado direito da eq. (3.67) com respeito a E’ de modo que a delta faga
E' = E/A e substituindo-se (3.55) em (3.67) obtém-se

a? E ,0 sin?f
:QWWN>EG%2—MHQ- (368)
2

Eis a se¢ao de choque diferencial nao polarizada no referencial do laboratério para

do
d$)

Lab

o espalhamento (2.165). Esse resultado é também chamado de segao de choque diferencial
de Mott (GRIFFITHS, 2008, p. 255).

Essa classe de espalhamento (no referencial do laboratério) tem importante signifi-

cado historico para o estudo da estrutura da matéria, conforme seréd discutido na secao
(4.2).

3.3 Espalhamento de aniquilacado elétron pésitron - quark antiquark

e hadronizacao.

Conforme supracitado, o espalhamento (2.369) pode ser estudado a luz da QED,
visto que os quarks sao férmions e pontuais, logo podem ser estudados por intermédio da
equagao de Dirac. Lendo-se o diagrama da figura (17) e aplicando-se as regras de Feynman

para a QED ao mesmo, obtém-se

Wz%%%WM@M%MM@L (3.69)

com q = P, + P, pois trata-se de um diagrama do canal s.

Escrevendo |901|* como o produto de dois tensores de ordem dois (um dos quarks

e um do par e~ et), usando o truque de Casimir para cada tensor e desenvolvendo os
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produtos dentro dos tragos usando (3.28)-(3.31), obtém-se o mdédulo ao quadrado da
amplitude invariante polarizada

2

M|* =8 Lﬁ] [(Pr- P3) (P2 Py) + (Pr - Py)(Py- P3) +m?(Ps - Py) +2m°M?], (3.70)

com m sendo a massa do positron e do elétron e M sendo a massa do quarks. Fazendo-se

os calculos no referencial do CM, tem-se: p; = —ps e p3 = —pa, B4 = Fy e B3 = Ey. As

energias sao iguais, pois elétron e pésitron tém a mesma velocidade no ref. do CM e a

mesma massa, bem como o par quark-antiquark.

Tendo em vista a realizagdo do célculos no ref. do CM, a eq. (3.70) fica

M2 = Q2e? (1 + {gr + ng + [1 - (gﬂ l1 - (Agﬂ cos? 9) . (371

Onde considerou-se ¢> = (E; + E;)* = 4F3, no ref. do CM (vide (2.238)), e 6 como sendo

o angulo entre o momentum linear do elétron e o momentum linear do quark.

Substituindo-se (3.71) em (2.233) e integrando com respeito a 6 e ¢, cobrindo toda
a esfera, e usando-se de (2.117) para escrever p = E,/1 — m?/E? obtém-se

Ty Qﬁw (143 <M>2> (1+5(%)) . e

3

T3

E

d 2

E

cM

Onde, chamou-se E; de E.

Em um regime de energia muito maior que a energia de repouso do elétron, i.e.

E > M >>m aeq. (3.72) simplifica-se para

2
. N aQ)
— =—|— . 3.73
oleet g =5 (5 (373)
Usando a varidavel de Mandelstan s para o caso desse espalhamento, tem-se s = ETQ, assim
4 2M)2
ole et = q+7q) = % <a ¢ ) . (3.74)
S

No espalhamento ete™ — ¢ + @, conforme aumenta-se a energia das particulas iniciais,
quarks mais pesados vao aparecendo no espalhamento. Para um energia /s = 1300 MeV
o quark ¢ aparece, o t aparece para /s = 1777 e o b para /s = 4500. Essas energias

correspondem a massa de repouso desses quarks (ver figura (1)).

O aparecimento desses quarks mais pesados leva ao surgimento de novos hadrons,
via processo de hadronizagao. Uma forma de analisar esse fendmeno é analisando-se a

secao de choque associada ao espalhamento

e e’ — Hadrons . (3.75)
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A segao de choque associada a (3.75) pode ser obtida a partir da se¢do de choque do

espalhamento (2.369), afinal os quarks gerados nesse espalhamento vao gerar os hadrons.

Para obter a secdo de choque para a criacao de hadrons deve-se tomar a soma sobre
todos os possiveis sabores de quark em (3.74), afinal considera-se a produgao de todos
os tipos de hadrons a partir da jungdo de todos os tipos de quark possiveis (HALZEN;
MARTIN, 1984, p. 228). Assim,

o(e et — Hadrons) = Y o(e” +et = q+7q). (3.76)
sabores
Além disso, a QCD prevé que existem trés cores de quark possiveis, sendo que

cada cor equivale a um diagrama. Como cada diagrama do processo deve ser somado no
computo de M, e o x M, tem-se que (HALZEN; MARTIN, 1984, p. 228)

o(e”e” — Hadrons) =3 > o(e” +et = ¢+7q). (3.77)
sabores
Onde o trés na eq. (3.77) aparece em decorréncia de considerar-se trés cores de quarks.

Como o(e” +e™ — p~ + pt) é um resultado bastante conhecido e semelhante &

segao de choque do espalhamento (2.369), define-se convenientemente a razao R

o(e”et — Hédrons)

R= .
ol +er = +pt)

(3.78)

Tal razao ¢ uma contagem do nimero de quarks, seus sabores, bem como suas cores. Esse

fato evidencia-se ao substituir-se (3.78) e (3.38) em (3.78), que resulta em

R = 3 Z QSabores = 32 QZ2 . (379>

sabores

Conforme sera discutido no capitulo de Discussao e Analise dos resultados, o resultado
(3.79) tem boa corroboragio experimental e ¢ um indicio de que os hadrons sao formados

de quarks que possuem cores.

3.4 Espalhamento quark antiquark

Pode-se estudar uma interacao que ocorre apenas entre quarks a luz das regras da
QCD apresentadas na segao (2.9). O espalhamento em questdo qual serd estudado é o

espalhamento de quark e antiquark, dado por
u+d—u+d. (3.80)

O diagrama de Feynman do espalhamento (3.80) é dado pela figura (32).

Normalmente, considerar-se-ia dois diagramas para esse espalhamento: o diagrama

da figura (32) mais um diagrama no canal s. No entanto, em um limite nao relativistico



Capitulo 3. Aplicagées das teorias. 124

Figura 32 — Diagrama do espalhamento quark antiquark.

Ca Cyq
AN
g
B7aN
c1 c3

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

, que € o limite sob o qual o espalhamento sera analisado, pode-se considerar apenas
um diagrama no computo de 91, visto que o segundo nao contribuiria em tal computo
(GRIFFITHS, 2008, p. 289).

Nessa subsecao ater-se-a apenas ao potencial de interagao entre quarks e suas

consequéncias para a formagao de estados ligados de dois quarks (mésons).

Tendo isso em vista, parte-se da amplitude invariante obtida via leitura e utilizacao

das regras de Feynman para QCD para o diagrama da figura (32):

a af B
M = iu(3)ch [—igs;w] u(l)e; l—ig“;‘;] 5(2)c} [—z’gﬁ 7”] v(4)ey . (3.81)

Na eq. (3.81) ha uma soma implicita no indices repetidos « e 3, além disso os ntimeros
dentro dos parenteses dos espinores representam o quark qual o espinor esta associado.

Deste modo,
2
M= —49;2[U(3)v“u(1)01][0(2)%0(4)](C:U“Cl)@kaax) : (3.82)
Para se obter a eq. (3.82) utilizou-se do fato de que os objetos do espago da cor e do espago
do spin comutam entre si, ja que sao objetos de espagos diferentes. Além disso, utilizou-se
da propriedade da delta de Kroenecker 6“7 de fazer 3 — a, sob acdo e um somatdrio sobre

5, e da propriedade do tensor métrico sobre a matriz +*, para fazer v — y*.

Na expressao (3.82) pode-se chamar o termo i(cg)\acl)(cg)\“czl) de fator de cor f:
1 Tya Tya
f= 1(03)\ c1)(e5\%¢y) . (3.83)

Na eq. (3.83) hd uma soma implicita em . Comparando-se a amplitude invariante (3.82)
com outras amplitudes invariantes obtidas via QED, como (3.4) e (3.39), vé-se que elas

sao iguais a menos do fator de cor f.

O fator de cor estd relacionado com o potencial de interagao dos quarks Vz, o qual
tem a mesma forma que o potencial de Coulomb para duas cargas

oF

Vaa(r) = ==, (3.84)
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sendo inversamente proporcional a distancia e diretamente proporcional a constante de
acoplamento da forga forte ay, que é uma medida da intensidade da forca forte e é

proporcional a carga dos quarks.

O fator de cor depende dos estados de cores dos quarks interagentes e, no caso
do espalhamento (3.80), os estados de cor que os quarks podem assumir sao dados pelos

termos a®.

Embora tenha sido dito na se¢ao (2.9) que a® sdo estados de cor associados aos
gliions, estes também se entendem a um sistemas formados por pares quark-antiquark
(quais ocorrem no espalhamento espalhamento (3.80)). Assim, um quark sozinho é descrito
pelo estado de cor dado pelo vetor de cor r, g ou b, um antiquark é descrito pelo vetor
de cor 7, g ou b, ja4 um sistema formado por par quark-antiquark pode ser descrito pelos
estados de cor a®, que s@o combinacoes de vetores de cor e anti cor. O estado de cor a',
por exemplo, dado por

at = (rb+br)/V2, (3.85)

expressa que em um sistema composto por um par quark antiquark, onde o quark porta a
cor r e o antiquark porta a cor b ou o quark porta a cor b e o antiquark porta a cor 7. Os
produtos entre os vetores de cor na equagao (3.85) sdo produtos tensoriais. Um produto
tensorial ou produto de Kronecker, que as vezes é denotado por ®, entre dois vetores de

cor descreve estados formados pela combinagao dos quarks que portam essas cores.

O estado de cor a' pertence a um grupo com oito estado de cor chamado de octeto.
E possivel encontrar um fator de cor da associado a um sistema de quarks no estado de
cor a', para tal, basta lancar mao da conservacio de cor: supondo-se que o sistema seja
formado por um quark porta a cor r e o antiquark porta a cor b, tem-se, por conservacio

de cor, que

a=c=r=|0|, (3.86)
e
0
Cy = Cq4 = 5 =11 . (387)
0

As expressoes (3.86) e (3.87) expressam a simples ideia de que antes e depois do es-
palhamento tanto o quark, quanto o antiquark, permaneceram com suas cargas de cor

inalteradas.

Substituindo-se (3.86) e (3.87) na eq. (3.83), tem-se

1 0
(10,000 |o| | | (0,1,00A* | 1] |, (3.88)
0 0

f=

1 =
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lembrando que o conjugado transposto, representado pelo operador 1, do vetores de cor c,
originalmente representados por vetores coluna, os torna vetores linha. Apods realizar-se o

produto em (3.88), obtém-se

1 (e} o
f: Z 117122 (3-89)

onde \{; ¢ o elemento da coluna i e da linha i da lambda-ésima matriz de Gell-Mann.
H& uma soma implicita em « na eq. (3.89), fazendo-a de um até oito. Observando-se de
(2.379), que as tinicas matrizes de Gell-Mann que possuem elementos 1,1 e 2,2 ndo nulos

sao A% e A%, tem-se

1 1
f= Z<)‘§1)‘32 + )‘%/\32) = _6 : (3'90)
Substituindo-se (3.90) em (3.84) obtém-se
1 o

Eis o potencial associado a um estado de dois quarks com estado de cor descrito por (3.85).

Outro tipo de configuragao de cor para pares quark antiquark é a do estado de cor
singleto, dado por
a’ = (r7 + bb+ gg)/V3 . (3.92)

O estado do singleto é um estado de cor cuja cor total é zero. Tal estado, dado pela (3.92),
representa um estado no qual o quark poderia ter cor r e o antiquark cor 7, ou um estado
onde o quark teria cor b e o antiquark cor b ou um estado onde o quark teria cor g e o

antiquark cor g.

O fator de cor associado ao estado de cor do singleto (3.92) é mais complicado de
ser obtido, de modo que sera preciso de um somatério sobre as cores, para se obter todas

as combinacoes possiveis de cor e anti cor e suas contribui¢des no computo do f.

Como o estado de cor do singleto é dado por por 77 ou bb ou ¢g isso significa que
tal estado é sempre caracterizado por um quark com cor e um antiquark com anti cor
correspondente. Isso vale tanto para o quark e antiquark iniciais, quanto para o quark e o
antiquark finais no espalhamento (3.80). Como anti cor e cor sao descritas pelos mesmos
vetores de cor, com a diferenga de que a anti cor é representada por (vetor de COI‘)T?’,
tem-se que

C1 = Co , (393)

C3 = C4 . (394)

Tendo essas consideracoes em vista, constréi-se um somatério com indices que correm

todas as cores. Os indices estao distribuidos de modo a garantir as igualdades (3.93) e

3O operador hermitiano sob o vetor de cor apenas torna um vetor de cor coluna igual a um vetor de cor

linha.
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(3.94) sejam satisfeitas

91 (ch A1) (chX ey
f= ZZ jA ) \A/g ). (3.95)

jrz’r

onde v/3 vem da forma como o estado de cor estd escrito. Correndo a soma sobre i e j:

1
f= T[(C:v)\ cl,n)(c%)\aalr) + (CzT),b)‘aclr*)(C;r)\a@b) + (039)\acl7“>(02r)‘ C1g) + (637")‘ Clb)(CZb)‘ Car)

+(chp A1) (chpAean) + (B A i) (A ag) + (ch A1) (ChgA%car) + (chA"e1g) (Ch A" can) +

<C3g>‘aclg) (ng)‘ 049)]

(3.96)

Substituindo-se os vetores de cor, dados por (2.375)-(2.377) em (3.96) e realizando-se os
produtos matriciais da mesma forma que foi feito para se chegar em (3.89) obtém-se

f= 12(

Na eq. (3.97) hd uma soma implicita em «, além disso tal equagdo pode ser escrita de

ATIAT HAG AT FAG AT F AT A5 A55 FAG NG HATEAG +A55A5 +A55A55) . (3.97)

forma compacta como

f= Lo (3.98)

197975

com uma soma implicita em j e i. Pode-se escrever (3.98), vide (3.21), como

1
= —Tr[A*\* )
f= 13 r[AYAY] . (3.99)
Como ha uma soma implicita em «
fotm A“AY] = 1o 28: rel = Ly AT 2N+ (3.100)
15 5 2 15 S .
Utilizando-se da propriedade dos tragos dada por (3.29), tem-se que
_ 1 141 242 _ 1 141 242
f=5M A X224 = 3 [TrAA] + Tr[AA + ] (3.101)
Além disso, para as matrizes de Gell-Mann vale a seguinte relacao
Tr[A*N°] = 267 (3.102)
Assim . |
242
f=1 [TrAA] + Te (W20 + .| = R2+2+2.], (3.103)
1 4
= —[16] = - . 104
/= 75016 = 5 (3.104)

Substituindo-se (3.104) em (3.84) obtém-se o potencial de interagao entre quark e antiquark

para um sistema descrito pelo estado de cor do singleto:

V=-—=". 3.105
3r ( )

Os resultados (3.91) e (3.105), bem como suas implicagoes, serao discutidos na

segao (4.4) do capitulo de Discussdo e Anélise dos resultados.
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3.5 Espalhamento elétron préton

Para o estudo do espalhamento (2.371) langa-se mao do diagrama dado pela figura
(24a). A leitura e analise completa de tal diagrama a luz das regras de Feynman para
QED nao é possivel, visto que nao existe termo do vértice para um féton interagindo com
um proton. Assim, pode-se escrever de forma direta o médulo ao quadrado da amplitude

invariante nao polarizada como

4
=2 e
|9M|° = ELZZ,’Kij ) (3.106)
O tensor L"” é obtido langando-se méao dos mesmos passos empregados nas se¢oes anteriores,
j& o tensor relacionado ao préton é desconhecido. Como o préoton tem quadrimomenta P,
e Py e recebe um quadrimomentum ¢ no espalhamento (2.371), pode-se assumir um tensor

geral de ordem dois para o proton dado por

K K
24" + > (P'q" + P'q") (3.107)

K.
2 pupv i

K#V =K 1224 +
onde P, = P. Os termos K; sao tensores de ordem zero desconhecidos que dependem
do escalar ¢> — no contexto desse trabalho escalar ¢ uma forma de se referir a objetos
invariantes, na secao (2.3.2) foi esclarecido que o produto interno de quadrivetores na

notagao de Einstein é invariante.

E possivel mostrar que ¢ K* = 0 e a partir disso obtém-se

M? 1
K,=—K +-K 3.108
4 q2 1 + 4 25 ( )
¢ 1
K5 = §K2 ) (3.109)
Desse modo
q"q” Ko ( 1 )
K =K g — (P ) A1
1<g + >+M2 +2q (3.110)

Isto é, o tensor relacionado ao vértice do préton interagindo com um féton depende de
duas funcoes K; e K5, chamadas de fatores de forma, as quais estdao relacionadas com a
estrutura do préton. Substituindo-se (3.110) em (3.106), calculando-se L, da mesma

forma que foi feito na se¢ao (3.1), e substituindo-o em (3.106) obtém-se

M2 = 4; (Kl[(Pl-PS)—zmQHKQl(Pl'P)((P?"P))+q2D. (3.111)

M? 4

Como trata-se de um espalhamento no ref. do laboratorio, i.e. com alvo estacionario, entao
o préoton tém P = (M, 0). Considera-se que o elétron tem uma energia inicial £, sendo
espalhado por um angulo 6, isto é pj - p3 = |p1||p3| cos B, e emerge com uma energia E’.

Considera-se também que no regime de energia do elétron incidente, sua energia é muito
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superior a energia associada a sua massa de repouso, i.e. £/, E >> m, de modo que se

possa desprezar m. Como m ~ 0, faz-se o mesmo que foi feito em (3.52), i.e. [p] ~ E.

Levando-se todos esses aspectos em consideracao, e empregando-se passos analogos

aos seguidos para se obter a expressao (3.56), a expressao (3.111) fica

4
a2 e .50 5 0

|9ﬁ| = m <2K1 S 5 + K2 COS 2> . (3112)
No espalhamento (2.371) a energia final £’ do elétron é cineticamente definida por

0 e E, devendo ser, por conservagao de energia

E
E = . 3.113
1+ (2E/M)sin® & ( )

Substituindo-se (3.112) em (2.206) e usando-se de (2.207) e (2.208), realizando-se os

mesmos passos para se chegar em (3.68) obtém-se

d ‘B 0 0
d% = (ZMEasin”> 57 lZKl sin? 2 + K, cos? 7| (3.114)
2

Essa expressao é conhecida como secao de choque diferencial de Rosenbluth, visto
que tal resultado foi obtido, de forma mais geral sem considerar-se m desprezivel, em 1950
por Marshall Rosenbluth (ROSENBLUTH, 1950, p. 615-616).

Conforme mencionado na subsegio (2.8.2), quando o e~ inicial que incide sobre
um p tem energia suficientemente grande, de modo que o comprimento de onda do féton
trocado entre elétron e proton seja de uma ordem de grandeza menor que o diametro do
préoton, ha o desencadeamento de um chuveiro de partons que posteriormente se hadroniza
como pions (méson), kdon (méson), deltas (barion), etc. Esse processo, dado pela eq.
(2.372), ocorre devido ao fato de que o féton trocado interage com os quarks que formam

o hadron e estd exposto na figura (20). O diagrama associado a tal espalhamento esté na
figura (24b).

Assim como ocorreu para o espalhamento (3.1), ndo conhece-se o vértice associado
A interacdo féton-préton, portanto escreve-se o [9|? associado ao espalhamento de forma

direta, dada por
4
P = S LK (X) . (3.115)
q
Onde o termo que descreve o proton K, depende dos quadrimomenta P» = P, q, Py, ....
Py.

Para obter-se a segao de choque associada ao espalhamento (2.372) é necessario
adaptar-se as eq. (2.206), (2.207) e (2.208) para tal espalhamento, incluindo nessas termos

relativos as varias particulas que aparecem no estado final. considerando-se a massa do
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e~ desprezivel frente a seu momentum espacial, o préton em repouso com P = (M, 6) e
unindo as equacao adaptadas tem-se
_ P | dlpal dpx

do =
7T UEM (27)32B; (27)32E, " (21)32Ex

(27T)4<P1+P2—P3—P4—...PN). (3116)

Substituindo-se (3.115) em (3.116) e incluindo os termos relativos aos momenta |py, ...
|pn| juntamente com o tensor K, dentro de outro tensor W, , tem-se
'L d|py|

d pr—
7 U4 EM (27)32E;,

AW, . (3.117)

Considerando-se o e~ como tendo energia inicial E e energia final E’ apds ser espalhados,

e escrevendo-se d?|p3| como d®|p3| = |p3|d|p3|d2 = E?dE'dS), da mesma forma que foi
feita em (2.228), obtém-se
do o> E'
Y pew, 3.118
daEd)  FEC (3.118)

Nesse espalhamento a energia do elétron espalhado E’ nao é mais definida pela energia

das particulas inciais, logo E’ nao é mais dado por (3.113).

Para espalhamentos desse tipo (A+ B — C' 4+ D + ...) a forma como a energia se
distribui entre as particulas resultantes do espalhamento nao é fixa, deste modo E’ nao

pode ser determinada por angulo de espalhamento 6 e ou energia da particula incidente F.

Devido a presenca do termo dE’ no denominador do lado esquerdo da eq. (3.118),
diz-se que tal equacao expressa a sec¢ao de choque diferencial por intervalo de energia.
db@% para um intervalo de energia AFE’ da a se¢ao de choque diferencial
para esse intervalo de energia.

Assim, integrar

Novamente, pode-se assumir uma forma mais geral para o tensor W,,, dado por

W W
W = —Wigh + L2 PUPY + —54

Porém, diferente do caso do espalhamento elastico, dessa vez os tensores de ordem zero

W,
hg¥ 4 ﬁZ(P”q” + PYg") . (3.119)

W; dependem de dois escalares: ¢% e ¢ - P. Novamente, pode-se utilizar a condicao
W =0, (3.120)

Para se determinar duas funcgoes W;, dadas por

M? P\’
Wy = =5 W, + (q . ) W, , (3.121)
q q
¢ P
Wy =L —w,. (3.122)
q

Substituindo-se (3.121) e (3.122) em (3.119)

Y . q'q W q-P » q-P\ ,
e :WI(_gu q2)+Mg[pu_(q2)qu] [p_( )q] (3.123)
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Substituindo-se (3.123) em (3.118), calculando-se o tensor LY da mesma forma
que foi feito na segao (3.1), e lancando-se mao dos mesmos passos efetuados para se chegar
em (3.68) obtém-se

do ot F
dE'dQ  4E?sin* ¢ E

0 0
2W, sin? 3 + W; cos? 5| (3.124)

Conforme supracitado, as fungdes W;, as quais sao chamadas de fungoes de estrutura, sao
fungoes de ¢* e q - P, ao passo que os fatores de forma do espalhamento (2.371) dependem

apenas de ¢%. Por motivos que ficarao claros na secio (4.5), define-se

(3.125)

Os resultados obtidos nessa subsegao, (3.114) e (3.124), serao discutidos na segao

(4.5) do capitulo de Discussao e Andlise dos resultados.

3.6 Modelo parton.

Em seu estudo fenomenolégico do espalhamento (2.372), a luz do modelo pérton,
Bjorken (1969, p. 184) obtém um resultado chamado de escalamento de Bjorken, que
expoe o fato de que para altas energias a dependéncia das fungoes de estrutura presentes
em (3.124) com respeito aos escalares ¢* e ¢ - P se reduz & uma dependéncia apenas da

variavel =, dada por (3.125). Esse resultado pode ser enunciado como

7W2 s aAr F2 x),
i Veld ) = Ba(w) 3,126

MWi(q ,Mp) S Fi(z).

O escalamento de Bjorken (3.126), conforme serd demonstrado adiante, é uma consequéncia
do fato do proton ser formato por constituintes pontuais. Esse comportamento das fungoes

de estrutura do escalamento de Bjorken foi confirmado na década de 70.

Ainda, em 1969, Callan e Gross sugeriram que as fungdes de escalamento F; e F,

se relacionam da seguintes forma
Fy(z) =22F(x) . (3.127)

Algo que também foi corroborado em experimentos posteriores e reflete o fato dos constituin-
tes do préton carregarem nimero quéantico de spin s = 1/2. A corroboragao experimental do
escalamento de Bjorken (3.126), bem como a relagao de Callan-Gross (3.127) constituiram-
se em evidéncias convincentes da existéncia dos quarks, visto que o modelo de Gell-Mann

previa quarks como sendo férmions pontuais.

A fim de se obter os resultados (3.126) e (3.127), assumindo-se o modelo dos partons,

deve-se ter em mente que para altas energias, nas quais o processo (2.372) ocorre, o fé6ton
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emitido pelo elétron interage com um parton no interior do préton, o qual é assumidamente

livre.

Como o espalhamento e~ — parton ocorre entre particula pontuais, onde uma delas
estd parada, pode-se afirmar que tal espalhamento é o andlogo de um espalhamento como
(2.165) no ref. do laboratério.

Assim, assumindo-se que o elétron interage diretamente com uma particula pontual,
emprega-se a funcao de estrutura que descreve o préton da interagdo como uma particula
pontual. A fungdo de estrutura que descreve o proton como uma particula pontual é dada
por (4.11), com os fatores de forma dados por (4.8) (ver discussdo dos resultados para o
espalhamento elétron préton na se¢ao (4.5)). Assim, as fungoes de estrutura de um pérton
1 de carga @); e massa m; é

2

2m2mi (3.128)
Wi = — =026 (w; — 1)
g
com 9
—q
i = , 3.129
Y= 5 P (3.129)

onde P; é o quadrimomentum do parton ¢. Conhecendo-se o quadrimomentum do préton,

pode-se supor que o quadrimomentum carregado por um parton ¢ é dado por
P, = 2P, (3.130)

onde P é o quadrimomentum do préton e z; é uma fragdo do quadrimomentum total
carregado pelo parton. A eq. (3.130) assume que cada componente de P; recebe a mesma

fragdo de P, o que é uma suposicao razoavel, embora nao seja a mais geral.

Substituindo-se (3.130) em (3.129) tem-se que

X

z; = (3.131)

Zi '
Substituindo-se (3.131) em (3.128) e lembrando-se da propriedade da delta de Dirac (2.175)
tem-se

2

Wi = 2M5(x— zi)

2
Wi = -2 (x) %Q?é(w —z) .

X

(3.132)

Seja f;(z;) a fungdo densidade de probabilidade (pdf) associada a probabilidade
do parton i carregar uma fracao z; do quadrimomentum do préton. O valor esperado das

fungoes de estrutura, somando-se sobre todos os partons do proton, é dado por

1
< Wl’g >= Z/O WLQf(Zi)dZZ‘ . (3133)



Capitulo 3. Aplicagées das teorias. 133

A integral em (3.133) vai de zero até um, pois a variavel de integracao dz; é a fracao do

momentum carregado por um parton que vai de zero até um.

Calculando-se os valores esperados de Wi o ao substituir-se (3.132) em (3.133),

obtém-se

s Z/ 2z = o Z@ﬁ | (3.134)

<Wp>=% / < —20°M ) 25 (0 — ) fi(zi) i = —2‘;‘{#;@3 flz).  (3.135)

Para chegar-se nas eq. (3.134) e (3.135) foi utilizada a propriedade de filtragem da delta de
Dirac. Assim, chamando-se os valores esperados das fun¢oes de estrutura de W 5, tem-se

que

MMZ;Z@M@EE@, (3.136)

—2M W2 - xZszz - ({lf) ’ (3137)

que sao as expressoes do escalamento de Bjorken (3.126). A relagao de Callan-Gross (3.127)

pode ser obtida ao comparar-se as eq. (3.136) e (3.137).

Tais resultados, obtidos a luz do modelo dos partons, serao discutidos na secao
(4.6).
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4 Discussoes e Analises dos resultados.

Nesse capitulo serdo discutidas as expressoes obtidas no capitulo de Aplicagdo das
teorias a respeito de cada espalhamento. As discussoes foram feitas a luz das se¢oes 6.5
e 6.8 do capitulo 6 de Halzen e Martin (1984), para os espalhamentos (3.1) e (2.165),
das segoes 8.1, 8.2 e 8.4 do capitulo 8 de Griffiths (2008) para os espalhamentos (2.370),
(2.371) e (3.80), e das se¢oes 8.5 e 8.6 do capitulo 8 da referéncia Griffiths (1987) para

espalhamento (2.372) e o modelo de partons.

4.1 Aniquilacao de par elétron pdsitron seguida de criacao de par

muon-anti muon.

O resultado obtido para a segdo de choque do espalhamento (3.1), disposto na
equagao (3.38) pode ser comparado com dados experimentais coletados do acelerador
PETRA (Positron-Electron Tandem Ring Accelerator). A figura (33) apresenta a curva da
eq.(3.38) com dados apresentados por vérias colaboragoes cientificas. E possivel observar

que a predigao tedrica descreve muito bem os dados experimentais.

O pardmetro /s representa a energia total carregada pelo par e”et que se aniquila
no referencial do centro de massa. No ref. do CM as duas particulas se aproximam com
momenta espaciais opostos -— que é uma condi¢do de colisdo propria de aceleradores

circulares como o PETRA.

A partir da anélise do gréfico da figura (33) é possivel perceber que a segao de
choque total desse espalhamento acontecer diminui com o aumento da energia inicial do
par elétron-positron. Isso faz sentido, pois segundo Griffiths (2008, p. 261) quanto mais
devagar estiverem o positron e o elétron que se aproximam, mais tempo eles ficam um perto
do outro, assim eles terao um maior tempo de interacao o que aumenta a probabilidade

do espalhamento ocorrer.

Outro aspecto importante demonstrado pela comparagao do resultado (3.38) com
os dados experimentais é que para baixas energias (ordem de magnitude de GeV) a
aproximacao de ordem dois em e para os diagramas de Feynman gera resultados teéricos
bem corroborados experimentalmente. No entanto, caso fossem obtidos dados para energias
maiores seria necessario considerar termos de diagramas de ordem maior em e, pois a

aproximacao de ordem dois seria incompativel com a precisao dos dados experimentais.
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Figura 33 — Secao de choque do espalhamento e et — p~ ™ em funcdo da energia do
centro massa 1/s. A curva é dada pela equagdo (3.38) e os pontos experimentais
foram coletados no acelerador PETRA.
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Fonte: Halzen e Martin (1984, p. 125 ).

4.2 Espalhamento elétron muion no referencial do laboratério.

Conforme exposto na subsecao (3.2), espalhamentos como (2.165), com o alvo
estacionario, tém um importantissimo papel no sentido de permitir que se explore a

estrutura interna do alvo.

Esse tipo de espalhamento com alvo estacionario foi estudado por Rutherford em
suas investigacoes da estrutura interna do nicleo atémico apresentadas em seu trabalho
The scattering of a and 3 particles by matter and the structure of the atom publicado
em 1911. Na ocasiao, Rutherford estava modelando o espalhamento de particulas a por
folhas finas de ouro, observado no experimento conduzido por Geiger e Marsden em 1909
(TAVARES, 2012, p. 6-7). Ao modelar o &tomo como uma estrutura “|...|contendo um carga
positiva Ne (com N sendo o niimero de corptisculos que formam o dtomo de carga +e) em
seu centro, e cercado por uma distribuicao elétrica negativa Ne uniformemente distribuida
[...]” (RUTHERFORD, 1911, p. 669-679 e 671), Rutherford obteve uma expressao para
o numero y de particulas « incidindo por unidades de area defletidas por um angulo ¢
proporcional a quarta poténcia de csc% (RUTHERFORD, 1911, p. 674).

Como a funcao csc £ é — logo vé-se uma semelhanca entre a expressio obtida por
2 sin b !
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Rutherford e a expressao (3.68) obtida para o espalhamento (2.165) com o alvo estacionario.
O seno na quarta poténcia no denominador é sempre obtido em espalhamentos com alvo
estaciondrio. Embora a expressao de Rutherford tenha sido para o nimero de particulas
espalhadas para o angulo ¢, essa quantidade esta contida na secao de choque diferencial

. Isso porque dQ 2 ¢ a distribuicao de secao de choque o por angulo no espaco, e a se¢ao
de choque é proporcional a probabilidade do espalhamento acontecer, que é proporcional
ao numero de particulas espalhadas (vide (2.197) e (2.198)). Em forma de equacao, esse

raciocinio fica:

d
d—; = (o por angulo), mas o o # particulas espalhadas , (4.1)
do i
= 19 & (# particulas espalhadas por angulo) . (4.2)

Entao, embora Rutherford nao tenha escrito uma expressao direta para secao de
choque diferencial, é facil ir da expressao dele para a d" . O resultado de 4 98 para o espa-
lhamento estudado por Rutherford é comumente encontrado na literatura (GRIFFITHS,

2008, p. 202) como sendo
do_ qiq3
dQ  16E%sin* ¢’

onde ¢ e ¢y sdo as cargas das particulas envolvidas no espalhamento. A (4.3) é chamada

(4.3)

de secao de choque diferencial do espalhamento Rutherford.

Ao tratar do atomo como sendo um objeto composto por um nicleo positivamente
carregado Rutherford explicou os espalhamentos observados e teve seu resultado para y
corroborado por outros experimentos apresentados no trabalho de GEIGER; MARSDEN
em 1913.

Assim, conforme Rutherford mostrou, por intermédio do estudo desse tipo de

espalhamento é possivel estudar-se a natureza dos alvos.

Como os calculos que levaram a (3.68) sao feitos a partir da equagao de Dirac, que
é para particulas elementares de my = 1/2, ou seja, pontuais, logo admite-se a priori a na-
tureza pontual do elétron e do mton. O resultado (3.68) é corroborado experimentalmente,

logo evidencia-se a natureza ¢ pontual de ambas as particulas.

, . ~ —¢%2 . 20
Além disso, na expressao (3.68) o termo 3% sin® §

momentum magnético do miion (momentum magnético de uma particula i é um vetor que

¢é oriundo da contribuicao do

se relaciona ao torque de alinhamento de fi com um B externo pela expressao 75 = ji X é)
Caso o fosse computada via equagao de KG i.e. tratando as particulas como tendo spin

sin? ¢ (HALZEN MARTIN, 1984, p. 132).

nulo, o resultado nao teria o termo M2

Conforme mencionado na subsegao (2.8.2), o estudo de espalhamentos dessa natu-
reza (alvo estaciondrio) técnica foi também empregada para o estudo da estrutura interna

dos hadrons.
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4.3 Espalhamento de aniquilacao elétron positron - quark antiquark

e hadronizacao.

Sobre a se¢ao de choque encontrada para o espalhamento (2.369), dada pela eq.
(3.72), evidencia-se um limite em £ = M. Para energias E menores que M, a raiz quadrada
\/1— M?/E? é imaginaria, o que expressa o fato do espalhamento ser cinematicamente
proibido se a energia E do elétron, ou poésitron, for menor que a massa de repouso de um

quark.

Sobre o resultado de R para o processo de hadronizagao, descrito pela eq. (3.79),
deve-se considerar que em regimes de energia mais altos tem-se acesso a producao de
sabores de quarks mais pesados. Assim, conforme aumenta-se a energia deve-se incluir no
computo de R a contribuicao da carga de mais quarks. Por exemplo, quando a energia
do elétron passa de 1300 Mev, que é a massa de repouso do quark ¢, deve-se passar a
considerar a contribuicao de tal sabor na soma de (3.79). Assim, com base nisso, pode-se

montar a tabela (4).

Tabela 4 — Resultados de R com base nos diferentes limites energéticos de producao de

quarks:
Limite energético R(E)
Produgao dos sabores de quark u, d e s 31(Qu) + (Qu)* + (Q,)°] =2
Producio dos sabores de quark c 3[(Qu)? + (Qu)* + (Q)* + (Q.)°] =3.33
Producio dos sabores de quark b 31(Qu)? + (Qa)’ + (Q)* + (Qe)* + (Q)?] = 3.67

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados da tabela (4) sdo corroborados experimentalmente, conforme a
figura (34) expoe. Nela é possivel ver, desconsiderando-se o aparecimento de ressonancias
hadronicas, que ocorrem quando a energia do experimento passa pela massa do referido
héddron (no caso dessa curva ha o aparecimento de hadrons como p, w, ¢, ¥ e outros),
que ha boa corroboracao experimental entre teoria e experimento. O aparecimento de

ressonancias hadrdnicas em curvas de segdo de choque foi mencionado na se¢ao (2.6.4).

O resultado é bom, mas nao é perfeito. Os picos hadronicos sdo decorréncias do fato
de se ter feito uma simplificagdo ao se tratar os processos e~ + e* — ¢ + g (estudado com
QED) e e~ + et — Hadrons (estudado com QCD) de forma independente. No processo
de hadronizagao via aniquilagdo de um par elétron/pésitron, descrito na eq.(2.370), os
quarks sao particulas intermedidrias, e portanto virtuais, nao particulas reais/livres que

obedecem a equacdo de Dirac!. Por esse motivo houve essa discrepancia experimental com

L Particulas virtuais ndo obedecem a relagio de dispersio usual (E? = [p]2 +m?) ou equagdo livre de

Dirac.
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a teoria nesse sentido.

A parte disso, pode-se dizer que o resultado é importante no sentido de corroborar
a existéncia das cores e sabores de quarks previstos pelo MP. Sem o acréscimo do fator 3

na eq. (3.79) os resultados tedricos e experimentais possuiriam grandes discrepancias.

Figura 34 — Gréficos de R(E) em fungao da energia para o limite de energia dos quarks
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Fonte: Halzen e Martin (1984, p. 229 ).

4.4 Espalhamento quark antiquark

E possivel ver que o potencial obtido para o sistema descrito pelo estado de cor
(3.85), dado pela eq. (3.91), sinaliza que héd uma forga repulsiva entre o par quark e
antiquark, haja vista que o potencial associado a esse estado é positivo. Isso decorre do

fato de que o estado é composto por quarks de cor e anti cor ndo correspondentes.

Tal resultado demonstra que estados ligados de quark e antiquark com cor e anti
cor ndo correspondentes nao existem, isto é, ndo existem mésons (estado ligado de par

quark e antiquark) com cor e anti cor ndo correspondente.

A QCD dispoe de uma explicacao para isso: tal teoria propoe que hadrons sao
encontrados na natureza com cor total nula, isto é, a combinacao das cores dos quarks em
seu interior deve ser tal que as cores se anulem. As combinagdes de cor que resultam em
cor resultante nula sao

cor + anti cor correspondente (4.4)
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para mésons, e
r+b+g, (4.5)

para barions. Para barions feitos com antiquarks a combinagao que resulta em cor resultante

nula é

T+b+7. (4.6)

As sistematizagoes das eq. (4.4), (4.5) e (4.6) estao dispostas na figura (35), onde a cor

total nula é representada pela cor branca.

Figura 35 — Combinagoes de cores que resultam em cor total nula para mésons e barions.

Barions  Anti barions
P
T
Mésons
‘ v

Fonte: adaptado de Olsen, Skwarnicki e Zieminska (2017).

Por isso que estados ligados de pares quark quark-anti com estado de cor descrito
por (3.85) resultam em um potencial de repulsao, pois tal estado implicaria em um méson

com cor resultante nao nula, o que nao é permitido pela QCD.

Ja no caso do potencial obtido para o sistema descrito pelo estado de cor do singleto,
dado pela eq.(3.105), evidéncia-se que a interacao do par quark e antiquark é atrativa
(o potencial é negativo). Isso faz sentido, pois o estado é composto por jungoes de quark
e antiquark com cor e anti cor correspondentes, o que resulta em um méson com cor

resultante nula, vide (4.4). Sdo jungoes desse tipo que formam os mésons.

4.5 Espalhamento elétron préton

O resultado obtido para o espalhamento (2.371), dado pela eq.(3.114), pode ter os
fatores de forma K; e K5 determinadas experimentalmente. Para conectar a expressao
com o estudo experimental da se¢ao de choque diferencial para esse processo expressa-se

os fatores de forma como
Kl = qu?M
G%E — [¢°/(2M)*|G3, (4.7)
1—[q?/(2M)?]

Ky = 2M?

Onde Gg e G, sao fatores de forma elétrico e magnético, que estao relacionados com a

distribuicao de carga e momentum magnético no préton e que podem ser medidos mais
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diretamente. Isso concede um indicio de que o préton nao é uma estrutura pontual, pois

se fosse tratado como tal, as contantes seriam
Kl - _q2 )
K, = 4M2 ’ (48)

A titulo de comparagao, assumindo-se os fatores de forma (4.7) e o modelo de préton
pontual (4.8), a eq. (3.114) fica

do o o 9 .0
ok (W) b l“MQCOSZz ~ 2¢° sin’ 2] ' (49)
2

Modificando (4.9) para que se pareca com (3.68), que é a se¢ao de choque diferencial para

o espalhamento elétron mion no ref. do lab., tem-se

do o? £ 0 ¢ .0
i <4Esin4§> ¥l [COS2 —— sin? ] . (4.10)

Assim, quando assume-se o préton pontual, para o espalhamento elastico elétron
préton, obtém-se um resultado, eq. (4.10), idéntico ao da se¢ao de choque diferencial obtido
para o espalhamento elétron mion, com muon estacionério, da eq.(3.68). Isso revela que
os fatores de forma tém um importante papel no sentido de expor a natureza nao pontual
do proton.

Outro aspecto que pode se evidenciar, o qual ja foi ressaltado na secao (4.2), é

a presenca do termo sin? g no denominador de (4.9), caracteristico de espalhamentos de

alvos estacionarios.
Os estudos experimentais do espalhamento elastico do préton por elétrons foi

iniciado em 1953 por fisicos experimentais norte americanos como Hofstadter, Fechter e
MeclIntyre (BASSALO, 2012, p. 98).

Os resultados tedricos que assumem o préton como uma particula pontual em
espalhamento elasticos sao corroborados até certa escala de energia, porém conforme
avanca-se na energia , no regime de energia do espalhamento elastico mesmo, comecam a

aparecer discrepancias e torna-se necessario considerar-se os fatores de forma dados por
(4.7).

O estudo dos espalhamentos ineldsticos dados por (2.372) inciou-se em 1967 no
acelerador linear de Stanford (SLAC) (PAIS, 1986, p. 573). Tais estudos trouxeram
importantes resultados experimentais, responsaveis pelo fortalecimento da hipdtese do
hadron composto por particulas elementares. Alguns desses resultados estao expostos em
Bloom et al. (1969), quais derivam do estudo do espalhamento (2.372) para energias entre
7e 17 Gev.
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Analisando-se o resultado tedrico obtido para a se¢ao de se¢ao de choque diferencial
por energia £’ obtido para o espalhamento (2.372), dado pela eq. (3.124), pode-se afirmar
que este tem a forma parecida com a segdo de choque diferencial de Rosenbluth (3.114).
Também hé a presenca do termo sin? g no denominador, caracteristico de espalhamentos

de alvos estacionérios.

Um outro aspecto que pode se afirmar sobre o espalhamento ineldstico, é que por
intermédio da varidvel =, dada por (3.125), verifica-se que este é um caso mais geral do

espalhamento elastico.

Usando a varidvel z, observa-se que para o caso do espalhamento eldstico (2.371)
tem-se que x = 1, visto que nesse caso ¢ e —2¢ - P sdo iguais (vide eq. (3.56)) e nao

variaveis distintas, como no caso do espalhamento inelastico.

Com base nisso, pode-se afirmar que o espalhamento elastico é um caso particular
do ineléstico, para quando se toma a condicao de que o quadrimomentum P, obedece
(P;)? = M?. Tendo isso e vista, é possivel recuperar a segdo de choque diferencial de

Rosenbluth a partir de (3.124) ao se inserir na mesma
Mz —1), (4.11)

e integrar com respeito a energia F'.

Assim como no caso do espalhamento (2.371), por intermédio do estudo experimental
e tedrico do espalhamento ineldstico profundo (2.372) pode-se obter informagoes sobre as

funcoes Wi e Wy do préton, isto é, informagoes sobre a sua estrutura.

O modelo mais simples que trata o préton como pontual funciona para baixas
energias, no entanto falha para altas energias. Estudos que determinaram as constantes de
estrutura, para altas energias, com a hipotese dos hadrons serem constituidos por objetos
pontuais (chamados de partons) foram conduzidas pelos trabalho teéricos de Feynman

(1988)? e Bjorken (1969). Discussoes sobre o modelo parton serdo feitos na segio (4.6).

4.6 Modelo parton.

Conforme ja discutido, o modelo dos partons surge em um contexto onde nao se
tinha confiabilidade grande sobre o modelo dos quarks. No entanto, conforme se evidenciara
no texto que segue, o proprio modelo dos partons acabou dando sustentacao ao modelo

dos quarks.

Dois resultados importantes, obtidos via modelo de partons, sao o escalamento de

Bjorken (3.126) e a relacao de Callan-Gross (3.127). Esses resultados foram corroborados

2 O trabalho de Feynman foi publicado em 1969, mas a publicacio estd compilada em um livro publicado

em 1988.
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em experimentos da década de 70, assim, teve-se uma prova experimental de que o préton
é constituido por objetos pontuais, com carga e numero quantico de spin 1/2. E importante

destacar que essas sdo propriedades também propostas para os quarks de Gell Mann.

Assim, a corroboragao do modelo dos partons bem como os resultado de R(E)
mostrados na figura (34), constituiram-se em evidéncias favordveis a hipotese dos quarks.
Porém, o aceite definitivo dessa teoria veio a ocorrer somente a partir de 1974, com
a descoberta do méson J/v¢, o qual tinha propriedades que puderam ser plenamente

explicadas pelos modelos de quarks, como sendo um estado ligado de um par ¢ — ¢
(GRIFFITHS, 2008, p. 44-45; MOREIRA, 2011, p. 70).

O quark c ja havia sido previsto, teoricamente, por Bjorken e Glashow em 1964
(GRIFFITHS, 2008, p. 44). Assim, com o advento da detecgao do hadron J/1 o modelo
dos quarks teve sei derradeiro aceite (GRIFFITHS, 2008, p. 44).

Agora, retoma-se o topico das fungoes W;, é possivel refinar-se o resultado das
mesmas utilizando-se do modelo dos partons. Substituindo-se as expressoes de W;, dispostas
nas eq. (3.136) e (3.137), em (3.124) obtém-se

do Fi(z) o? 2EE' 5 0
- 14— cos? 2| . 412
dE'dQ oM <E2 ) | T E- e e (4.12)

Desse modo, com o modelo dos partons, foi-se de uma secao de choque diferencial em
funcao de duas varidveis desconhecidas para uma secao de choque em funcao de uma tinica

variavel desconhecida: Fi(x).

Apesar da segao de choque depender apenas da variavel Fj(x), essa depende das
pdfs (fungbes densidade de probabilidade) dos partons, os quais ja podem ser chamados
de quarks. Assim, ndo é possivel realizar-se um determinagao analitica unica de Fi(x),
pois as pdfs dos quarks nao podem ser definidas analiticamente, sendo necessario métodos
computacionais para se resolver integrais envolvendo as mesmas. As pdfs sdo tabeladas

para cada valor de x.

Essa complexidade nas pdfs decorre principalmente do fato de que nao é possivel
utilizar-se de métodos perturbativos para se obter expressoes para as mesmas, visto que
elas s6 podem ser determinadas em regimes energéticos em que o parametro perturbativo

¢é grande.

Outro fator que adiciona complexidade na determinagao das pdfs é o fato de que o
quadrimomentum do préton nao é totalmente carregado pelos quarks, sendo na realidade
carregado em boa quantidade pelos glions. Apesar de no momento de interagdo com o
foton emitido pelo elétron os quarks se comportam como particulas livre, em uma escala

maior de tempo os quarks interagem com glions, nao sendo livres.

Como os glions sao neutros, eles nao interferem no espalhamento elétron-préton,

por isso nao ¢ preciso considera-los em tal computo, no entanto a contribuicao do glions no
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quadrimomentum do préton, e portanto nas pdfs dos quarks, nao deve ser negligenciada.
Texto

Outro fator de complexidade na estrutura dos hadrons é o fato de que o contetido
de um préton é mais complicado que apenas trés quarks, pois em um dado momento o
préton pode conter um par quark-antiquark qualquer, que nao estava ali originalmente.
Tais pares sao criados a partir de um glions e se aniquilam transformando-se em glions

posteriormente. Esse processo esta exposto na figura (36).

Figura 36 — Representacao do fenomeno do aparecimento de pares quark antiquark dentro
de hadrons.

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

Por intermédio desse processo, uma quantidade de pares quark antiquark pode
aparecer dentro de um hadron com o passar do tempo. Esses quarks que aparecem dos
glions sao chamados de quarks de “mar” e os quarks originais do hadrons sao chamados

de quarks de valéncia.

Por fim, a despeito da impossibilidade de determinagao analitica de F(x), por meio
da analise dos resultados dos espalhamentos e~ — p a luz do modelo de partons, evidenciou-
se que tal modelo mostrou-se efetivo no sentido de possibilitar um melhor entendimento do
espalhamento inelastico profundo, refinando sua se¢ao de choque diferencial. Tal modelo
também previu relagdes relevantes (como escalamento de Bjorken e relacao Callan-Gross)
que ajudaram a melhorar o entendimento da estrutura dos hédrons, e fortaleceram a

hipotese dos quarks.

Também oportunizou-se uma breve discussao a respeito da complexidade da obten-

¢ao das pdfs associadas a expressao de Fi(x), ja a luz do modelo moderno dos quarks.
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5 Conclusao

O presente trabalho teve como objetivo apresentar e utilizar o ferramental tedrico
da QED e QCD para céalculos de grandezas associadas a alguns processos envolvendo
particulas. Pode-se dizer que o objetivo foi plenamente satisfeito, pois os referidos processos

foram apresentados e as ferramentas do MP foram expostas e empregadas.

Por intermédio de tal ferramental fez-se possivel calcular grandezas associadas
a0s processos, as quais subsidiaram andlises e discussoes sobre os mesmos. Os resultados
apresentados mostram que as teorias utilizadas possuem boa corroboragao experimental e
também mostram como se da a construcao e fundamentacao das teorias do MP, como a

QCD.

Esse trabalho limitou seu escopo a processos da QED e processo da QCD. Outros
processos poderiam ser analisados a luz do MP, como processos de decaimentos que
envolvem a forca fraca. Tal andlise poderia ser realizado em pesquisas futuras, nas quais a

teoria da forga fraca fosse apresentada.
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APENDICE A - Prova da invariancia da

equacao de KG sob transformacao de calibre.

A equagao de KG com a transformacao (2.150), que a torna invariante sob trans-

formacoes de calibre, é dada por
(0" — ieA") (8, —ieA,) +m*)¢ =0 (A.1)
Multiplicando a eq. (A.1) pelo campo ¢
(0 — icA")((9,9) — ieAud) +m?6 = 0 (A2)

Na eq. (A.2) a derivada covariante estd agindo sobre o campo ¢, por esse motivo colocou-se

o termo 0,¢ entre parenteses. Realizando-se o produto em (A.2):
0"(0,0) — ie(O"A)p —ie A, (0" p) — ieAM(D,0) — e*AFA,¢) + m?¢ = 0 (A.3)

Na eq. (A.3) utilizou-se da regra do produto para se derivar o termo A,¢ com a derivada
covariante. Isto é 0" A, ¢ é andlogo a %AB = %B + A%. Isolando o campo na eq. (A.3)
tem-se

(010, — ie(0"A,) — ieA,0" — ieAPD, — 2AMA,) + m2)é = 0 (A4)

Agora, realizando a transformacao de calibre (2.148) juntamente com a transformacao de

calibre no campo ¢
¢ N ¢I — (beiE)\ (A5)
com A sendo uma funcao qualquer, em (A.1) tem-se

(0" — ie( A" + " \))(D, — ie(A, + BuN)) + m?)e™ = 0 (A.6)

Multiplicando-se os termos no parenteses por ¢e’:

(0" — de(A" + 0" N))(0, — ie(A, + 0 N)) e’ + m?pe'r) = 0 (A.7)

Na eq. (A.7) observa-se que o campo transformado ¢e®* multiplica os termos (0% — ie( A* +

0"\))(0, — te(A, + 0,). Multiplicando-se os termos do segundo parenteses pelo campo

transformado tem-se
(0" — ie(A* + 0" X)) (0,0e"* —ie(A, + D N)pe™) + mPpe') =0 (A.8)
Agora, dar-se-a atencao apenas aos termos do segundo parentese

D™ —ie(A, + 9,\)pe' (A.9)
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Aplicando-se a derivada no campo transformado, lembrando-se da regra do produto, tem-se

(0,0)e™* + gie(\)e — ieA,pe™ —ie(9,\)pe (A.10)

Na expressao (A.10) empregou-se a derivada covariante como uma derivada simples sobre
o termo exponencial, seguindo-se 9,¢* = 9, (ieX)e’*. Considera-se a fungdo A como sendo

uma fungao genérica que depende de 7 e t. Simplificando-se (A.10)
(0,0)e™ — ieA,pe™ (A.11)
Assim, tem-se que
0,0e™ —ie(A, + 0\ e’ = (0,0)e™ — ieA,pe' (A.12)
Substituindo-se (A.12) em (A.7), tem-se
(0" —de( A" + 0" M) ((0,0)e™ — ieA,pe™) + mPpe') = 0 (A.13)

Multiplicando-se os termos do paréntese da esquerda pelo termo obtido na eq. (A.12) em
(A.13)

ie(0"N)e(0,0) + "N (0"(0,0) — e P(O"A,,) + €2 AL (0" N)e' ¢ — ie A, (0" 9)
—ieA“eie’\(ﬁmb) — ie(@“)\)em(@@ — eQA“AMeie’\ - 62(8“)\)Auei€)‘¢ + m2pe’ =0
(A.14)

Para se obter a eq. (A.14) foi aplicado a regra do produto na ac¢ao da derivada covariante

OF sobre o termo (0,,¢)e’.

Simplificando os termos na eq. (A.14) tem-se

eieA(ﬁ“(GH@) —ieeie’%(a“AH) — ieAHe"e’\@“(ﬁ) —ieA“eieA(8M¢) — eQA“A“eie’\) +m2pe’* =0
(A.15)

Dividindo toda a equacdo por e e isolando o campo
(0"0, —ie(0"A,) — ieA,0" —ieA"0, — ezA"Au +m*)¢p =0 (A.16)

Eis o resultado que era procurado. Comparando-se a eq. (A.16) com (A.4) observa-se que
estes apresentam os mesmos termos, logo a equacao de KG com a transformagao (2.150)

se mostrou invariante sob as transformagoes de calibre (2.148) e (A.5).
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APENDICE B - Mais exemplos sobre como

ler diagramas para a utilizacao das regras de

Feynman.

Neste apéndice serao apresentados mais trés exemplos de como se ler diagramas e

utilizar as regras de Feynman sobre os mesmos.

Considerando-se o espalhamento Compton, dado por
e +vy—e +7v (B.1)

Um possivel diagrama para tal espalhamento é dado pela figura (37). No diagrama

Figura 37 — Diagrama de Feynman do processo (B.1) adaptado para aplicagdo das regras
de Feynman.

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

acima a particula virtual ndo é um foton, é um elétron, e os fétons que aparecem saindo e
entrando dos vértices sdo particulas reais. Para analisar esse diagrama seguem-se as flechas
vermelhas, comecando a leitura do mesmo pela particula cuja seta aponta para fora do
vértice (o e~ saindo do vértice, a direita), seguindo para o vértice e incluindo o « saindo.
Depois, ruma-se para o propagador, seguido pelo vértice da esquerda, o v entrando e por

fim o e~ entrando no vértice. Assim, constréi-se a amplitude invariante:

M = (termo do e saindo do vértice)(termo do vértice) (termo do «y saindo do vértice)
(termo do propagador)(termo do vértice) (termo do v entrando no vértice) (termo do e~

entrando no vértice)

(B.2)

A partir da leitura e analise desse diagrama, fica claro que a direcao da leitura do diagrama
é sempre definida por particulas com s = 1/2, isto é, férmions (quarks e 1éptons). Na

analise do diagrama acima nao é necessario considerar-se uma ordem para os fétons reais
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(entrando e saindo dos vértices). Na realidade, particulas como fétons e glions, que sdo
descritos por vetores de polarizacao e (ver tabela (2) e (3)), ndo tem uma ordem especifica
a ser seguida na leitura dos diagramas, pois os termos que os descrevem, os vetores de
polarizagao, comutam com os termos das outras particulas dos diagramas. Desse modo,
poder-se-ia escrever a eq. (B.2) de modo que o (termo do 7 saindo do vértice) estivesse
antes do (termo do vértice) ou antes do (termo do e~ saindo do vértice). O mesmo vale
para o (termo do 7 entrando no vértice), a direita da mesma equagao . A Unica regra
de posigao que os termos do féton devem obedecer, a principio, é a de que o (termo do
v saindo do vértice) deve ficar a esquerda do (termo do propagador) e o (termo do 7y

entrando no vértice) deve ficar a direita do (termo do propagador),

Outro exemplo de diagrama do espalhamento Compton (B.1) é dada pelo diagrama
da figura (38).

Figura 38 — Outro diagrama de Feynman do processo (B.1) adaptado para aplicacao das
regras de Feynman.

B S——

e AN

e e

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

Novamente, deve-se seguir a ordem de leitura determinada pelas flechas vermelhas,
que determinam que a leitura deve-se iniciar pelo e~ que sai do vértice a direita, seguindo
para o vértice, incluindo o « saindo, seguindo-se entao para o propagador, o vértice da
esquerda, o « entrando e, por fim, o e~ entrando. Assim como no caso da leitura do
diagrama anterior, os termos do féton nao tém um local especifico na expressao de 9 qual

devem ficar, pois eles comutam com os outros termos da equagao.

Através da leitura do diagrama, obtém-se entao

M = (termo do e saindo do vértice)(termo do vértice) (termo do ~y entrando no vértice)
(termo do propagador)(termo do vértice) (termo do v saindo do vértice) (termo do e

entrando no vértice)

(B.3)
Por fim, um tultimo espalhamento qual pode ser analisado é

¢g+73—g+g (B.4)
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Este espalhamento é exclusivo da QCD e diz respeito a aniquilacdo de um par quark

antiquark para a geracao de glions.

Um dos possiveis diagramas para esse espalhamento é dado pela figura (39). O

Figura 39 — Diagrama de Feynman do processo (B.4) adaptado para aplicagdo das regras
de Feynman.

N
e

Fonte: Elaborado pelo autor com o pacote de Ellis (2017).

q
)

vértice de trés glions acoplados que aparece na figura (39) s6 existe na teoria da QCD,

logo esse diagrama requer uma leitura cuidadosa.

Primeiro aspecto a ser clarificado é de que, os termos dos glions da direita do
diagrama nao possuem uma ordem especifica a ser seguida, pois os termos dos glions
comutam entre si. A Uinica posicao que esses termos devem respeitar, a principio, é a de que
eles fique do lado direito do (termo do propagador). O segundo aspecto a ser considerado
é o de que o vértice do glion da direita, tem uma expressao especifica para ele, expressa

na tabela de regras de Feynman da QCD (3).

Assim, a leitura do diagrama comega pelos férmions, do lado esquerdo, seguindo-se
a ordem das flechas vermelhas: incia-se pelo termo do § saindo, segue-se para o vértice
da esquerda e depois para o termo do ¢ entrando no vértice. Depois, parte-se para o
propagador do glion, o vértice dos gliions e finaliza-se com os dois glions, cuja ordem nao

é relevante. A expressao de 91 é dada por

M = (termo do g saindo do vértice)(termo do vértice) (termo do ¢ entrando no vértice)
(termo do propagador)(termo do vértice dos glions)( termo de um dos glions da direita)

( termo do outro glion)
(B.5)
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APENDICE C - Célculos realizados para se
chegar nas eq. (3.33) e (3.35).

Nesse apéndice serao mostrados os passos realizados para se obter as equagoes
(3.33) e (3.35). Tratam-se de um calculos relevantes para esse trabalho, pois os mesmos
sao amplamente realizados em diversos espalhamentos analisados.

Partindo-se da eq. (3.19), tem-se

L = ST (R m) (K + )] 1)

Realizando-se os produtos dentro do trago em (C.1)
|
L = STe[Hy" Ky + Ky ma” = ma 'y = m*y"y] (C2)
Usando a propriedade (3.29) para reescrever (C.2)

1 = S [T By + TR ] = Telmn '] = Telyia] (C3)

Pode-se usar a propriedade (3.30) para tirar as massas de dentro dos tragos

1 = 3 [ KA 4 mTe Ry = mTrbg] - mP el (Cd)

Agora, reescrevendo os quadrimomenta na notacao slash de Feynman em sua forma
original, lembrando que os quadrimomenta sao objetos do espago usual, enquanto que as

matrizes gama sao do espaco de spin, tem-se

4 1 (0% v (0% v v v
LEZ =3 [T [KL Ky ) + mTe (K9] = mTe [Kpyy*y*] — m*Tr[y#y"]]
(C.5)
Como K] e Kjz sdo apenas as componentes dos quadrimomenta, pode-se retira-los de

dentro do operador Tr, vide (3.30), assim

1

LY = 3 [K&KBTr (V22" ] + mEK! Tr[y*#y"] — mKzTr (V9P — m2Tr [fy“'y"]]
(C.6)
Langando-se mao da propriedade (3.28) pode-se anular os dois tragos do meio
1
L& =35 (KL K5Tr [y 4"y = m*Te [y"4"]| (C.7)

Escrevendo-se o trago da direita, por intermédio da propriedade (3.31)

4 1 o v 17
L = 3 [KLKeTr [y "%y —m? (4g")] (C8)
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Finalmente, pode-se eliminar o ultimo traco da expressao lancando-se mao da propriedade
(3.32)
1
L = [KLEsA(g™g™ — g*g" + g°g"™)] — 4m®g™)| (C.9)

Realizando-se o produtos dos quadrivetores K/, e Kp pelos tensores métricos na eq. (C.9),

tem-se
LY =2(K"K" — KPKzg" + K" K" — m*g"") (C.10)

Para se chegar na eq. (C.10) utilizou-se de (2.29). Lembrando-se da defini¢ao do
produto interno na notacao de Einstein (2.33) e escrevendo-se tal produto usando a notagao
(2.41)

LY =2(K"K" + K"K" — ¢"(K'- K +m?)) (C.11)
Eis a equagdo (3.33).
Substituindo-se (C.11) e (3.34) em (3.5), tem-se
ot
m|* = pr AK"K'+K"K"—g"(K'- K +m?))(P,P,+ P,P,— g (P'- P+ M?)) (C.12)
Realizando-se os produtos em (C.12) tem-se
o
9M|* = —4[K"P,K"P, + K" P,K"P, — K" K"g,,(P"- P+ M?)+ K" P,K"P, + K" P,K"P,
q
_KWKMQ;W(P . Pl + M2) . g,ul/(K/ K + m2)P,:PV o g;w(K/ K + mz)PL//Pu
+9" g (K" - K +m?*)(P - P' + M?)]

(C.13)
Escrevendo os produtos internos na notac¢ao de Einstein usando a notagao (2.41)
4
> = S4[(K'- P)(K - P)+ (K'- P)(K - P)) = K' - K(P'- P+ M?) + (K'- P)(K - P')
q

+K'-P)YK-P)—K -K(P-P +M*—~P -PK'-K+m? - P -P(K - K+m?)
+4(K' - K +m?*)(P"- P+ m?)]
(C.14)

Na expressao (C.14) utilizou-se da propriedade (3.26). Simplicando-se a expressao (C.14)

4
M|? = —42(K'-P')(K-P)+2(K'-P)(K-P)—2K'-K M*>—2P"- Pm?+4K'-K M?+4P’- Pm*4+4m?>M?|

q
(C.15)

Simplificando-se novamente

M2 = S8[(K'- P)K - P)+ (K- P)(K - P) + K'- KM?+ P - Pm? + 2m*M? (C.16)
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No limite ultrarrelativistico os momenta espaciais e a energia sao muito grandes frente
a massa do elétron (m) e do mton (M), desse modo pode=se desprezar os termos essas
massas. Desse modo, (C.16) fica

4

M2 = ;48[(1(’ - PY(K - P)+ (K'- P)(K - P)] (C.17)

Para o caso do espalhamento estudado, as variaveis de Mandelstan, definidas em termos

de P4, Pg, Po e Pp sao dadas por

s=(K+K')=(P+P) (C.18)
t=(K—P)=(P-K')? (C.19)
u= (K —P)?*=(P - K')? (C.20)

Visto que, para o espalhamento tratado aqui P4 = K, Pg = K', Po = P' ¢ Pp = P. No
limite ultrarrelativistico, com massa negligenciada, tem-se que as variaveis de Mandelstan

ficam

s=(K+K)P=K+K*+2K' - K=M"+M*+2K'-K =2K'-K =2P - P (C.21)

u=(K—-P?=K*+P*-2K-P=-2K-P=-2K'-P (C.22)

t=(K-P)y=K*+P*-2K-P=2K -P =-2P - K (C.23)

Nas expressoes (C.21)-(C.23) utilizou-se o fato de que o produto de um quadrimomentum
por si mesmo resulta na massa associada a particula qual ele diz respeito, o que no limite
ultrarrelativistico é nulo. E relevante destacar que o g para esse espalhamento, que ocorre
no canal s, é dado por

=K+ K (C.24)

Substituindo-se (C.24), (C.18), (C.22) e (C.23) em (C.17) obtém-se

(C.25)

Eis o resultado (3.35).



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Fundamentação Teórica.
	O Modelo Padrão
	O que é o Modelo Padrão?
	Quarks e Léptons
	Partículas Mediadoras.

	Diagramas de Feynman
	Tensores e Notação de Einstein.
	Tensores.
	Notação de Einstein.
	Noções preliminares.
	Produto interno na notação de Einstein.
	Covariância e Contravariância
	Derivadas covariante e contravariante de Lorentz.


	Métodos Perturbativos
	Solução perturbativa da equação de Schrödinger com potencial dependente do tempo
	 Teoria Quântica de Campos
	Equação de Schrödinger.
	Tratamento perturbativo para a equação de Schrödinger.
	Relação entre os termos de Tfi e os diagramas de Feynman.

	Eletrodinâmica Quântica
	Equação de Klein-Gordon.
	Transformações de Calibre.
	Equação de Klein-Gordon invariante sob transformações de calibre.
	A seção de choque em termos da amplitude invariante M.
	Variáveis de Mandelstan.
	Equação de Dirac.
	Corrente j da equação de Dirac.
	Soluções da equação de Dirac para partícula livre em repouso.
	Soluções da equação de Dirac para partícula livre.
	Antipartículas
	Normalização dos espinores e relação de completeza.
	Equação de Dirac com termo de interação.

	Regras De Feynman para a Eletrodinâmica Quântica
	Vetores de Polarização

	 Cromodinâmica Quântica
	Hadronização
	Espalhamentos elétron-próton.
	pártons e quarks.
	Liberdade Assintótica.

	Regras De Feynman para a Cromodinâmica Quântica

	Aplicações das teorias.
	Aniquilação de par elétron pósitron seguida de criação de par múon-anti múon.
	Espalhamento elétron múon no referencial do laboratório.
	Espalhamento de aniquilação elétron pósitron - quark antiquark e hadronização.
	Espalhamento quark antiquark
	Espalhamento elétron próton
	Modelo párton.

	Discussões e Análises dos resultados.
	Aniquilação de par elétron pósitron seguida de criação de par múon-anti múon.
	Espalhamento elétron múon no referencial do laboratório.
	Espalhamento de aniquilação elétron pósitron - quark antiquark e hadronização.
	Espalhamento quark antiquark
	Espalhamento elétron próton
	Modelo párton.

	Conclusão
	Referências
	Apêndices
	Prova da invariância da equação de KG sob transformação de calibre.
	Mais exemplos sobre como ler diagramas para a utilização das regras de Feynman.
	Cálculos realizados para se chegar nas eq. 3.33 e 3.35.


