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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a estrutura de Algebras e alguns exemplos. Para a
defini¢do tornam-se necessérios os conceitos de Anel, apresentado no primeiro Capitulo,
e Modulos, no capitulo seguinte. Também sao apresentados os conjuntos de ideais sobre
anéis e submaodulos sobre mddulos e os conceitos de conjunto quociente e de homomorfismo
de anéis e de modulos. Assim, obtém-se o conjunto necessario de premissa para apresentar
a estrutura de Algebras e alguns exemplos. Por fim, serdo apresentados os conceitos de
conjunto quociente e homomorfismo de Algebras e demonstrado o resultado do Teorema
do Homomorfismo para Algebras.

Palavras-chave: Algebra. Anel. Modulo.



ABSTRACT

The objective of this work is to present the structure of Algebras and some examples. For
the definition, the concepts of Ring, presented in the first Chapter, and Modules, in the
following chapter, become necessary. The sets of ideals over rings and submodules over
modules and the concepts of quotient set and homomorphism of rings and modules are
also presented. Thus, we obtain the necessary set of premises to present the structure of
Algebras and some examples. Finally, the concepts of quotient set and homomorphism
of Algebras will be presented and the result of the Homomorphism Theorem for Algebras
will be demonstrated.

Keywords: Algebra. Ring. Module.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo definir o que é uma Algebra e apresentar alguns
exemplos. Para a definicao de algebra sao necessarias duas estruturas algébricas, que sao
0s anéis e os mddulos (em particular os espagos vetoriais). Um conhecimento prévio sobre
grupos pode facilitar a leitura mas sera feita uma pequena apresentagao no Capitulo 1.
A fundamentagao tedrica pode ser encontrada em (DOMINGUES H. H.; IEZZI, 2003).
Ademais algumas defini¢des sobre anéis e modulos podem ser estendidas para algebras.

No Capitulo 2, define-se o que é um anel. A defini¢ao de anel parte de um conjunto
dotado de duas operacgoes. Além dessas também sao apresentadas as defini¢coes sobre
subanéis, ideais, anel quociente e homomorfismo de anéis. Sera dado destaque aos resul-
tados de anel quociente e homomorfismos de anéis, pois permitem a extensao do conceito
para algebras.

No Capitulo 3, estd o que se define por moédulo. Trazendo a estrutura do que é um
modulo e alguns exemplos. Trata-se ainda de definir sub-moédulos e homomorfismos de
modulos que merecem destaque pelo mesmo motivo que os conceitos de ideais e homo-
morfismos de anéis.

Apos apresentados os conceitos de anéis e modulos torna-se possivel definir as Alge-
bras. E o que sera feito no Capitulo 4, bem como serdo apresentados alguns exemplos e

proposicoes sobre algebras.



2 PRELIMINARES

A construgao de estruturas importantes como as de mddulos podem ser dados apro-
veitando os conceitos de grupo e subgrupo. Entende-se que seja pertinente a apresentagao

que segue.

2.1 GRUPOS
Definicao 2.1.1. Seja G um conjunto dotado de uma operagao da forma
S GEGxE—G
(a,b) — a - b.
O conjunto sera chamado de Grupo caso se verifique:
i) A associatividade, ou seja, para todos g, h,i € G, vale (g-h)-i=g-(h-1).

ii) A existéncia de um elemento neutro, ou seja, existe h € G tal que g-h = g, geralmente

denotado por eg.

iii) A existéncia de oposto, ou seja, para todo g € G existe h € G tal que g - h = eg.

Neste caso h é denotado por g *.

Nos casos em que a operagao - € comutativa, ou seja, para quaisquer g, h € G vale

g-h=~h-g,ogrupo G é dito grupo abeliano.

Definicao 2.1.2. Sejam G um grupo e H C G. Chama-se H de subgrupo de G caso H

seja grupo para a operacao de G.

Exemplo 2.1.1. Os conjuntos Z, Q e R sao grupos considerando a operagao de adi¢ao

da forma usual.

Exemplo 2.1.2. Q* ¢ R* sao grupo com a multiplica¢do usual.



3 ANEIS

Os anéis sao estruturas algébricas importantes, sendo o conceito de anel conhecido
e utilizado na teoria de nimeros algébricos por Richard Dedekind e Leopolde Kroneker
(1823 - 1891) mas com o nome de ordem. Em 1897 o termo anel foi introduzido por David
Hilbert (1862 - 1943), ainda no contexto da teoria dos nimeros algébricos. A primeira
defini¢ao abstrata surgiu apenas em 1914 por Abraham A. Fraenkel (1891 - 1965) em um
artigo ilustrando a abrangéncia do conceito dando alguns exemplos. Uma outra definigao
abstrata também foi feita pelo matemaético japonés Masazo Sono em um artigo de 1917,
sendo a dele a definicao de anel utilizada atualmente. A seguir define-se o que é um anel

e algumas de suas propriedades.

3.1 ANEIS

Definicao 3.1.1. Seja um conjunto nao vazio A dotado de duas operagoes:
+:AxA— A

(a,b) = a+b
T AXA— A
(a,b) — a-b

chamadas respectivamente de adicao e multiplicacao. O conjunto A € um anel caso se

verifique:

i) A associatividade na adigao, ou seja, para todos a, b, c € A, vale (a+b)+c = a+(b+c).
ii) A comutatividade na adigao, ou seja, para todos a,b € A, vale a+b=">b+ a.

iii) A existéncia de um elemento neutro na adigao, ou seja, existe b € A tal que a+b=a
para todo a € M. Este b é geralmente denotado por 04. Pode-se referir a 04 como

elemento nulo ou ainda zero de A.

iv) A existéncia de oposto na adigdo, ou seja, para todo a € A existe b € A tal que

a+b=04. Neste caso b é denotado por —a.

v) A associatividade na multiplicagao, ou seja, para todos a,b,c € A é verdadeiro que
(a-b)-c=a-(b-c).

vi) A distributividade da multiplicacao em relagao a adigdo, ou seja, dados a,b,c € A

vale a expressao a - (b+c¢)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c
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Para evitar excessos a partir daqui serda omitido em alguns casos o sinal da multipli-
cagao, fazendo a - b = ab.

O anel A pode ser representado assim: (A, +,-). E possivel ainda que o anel seja um
anel comutativo, isto é, ab = ba para todos a,b € A. Quando o anel A possui elemento
neutro para a multiplicagao, esse é chamado de anel com unidade, ou seja existe b € A
para todo a € A tal que ab = ba = a, geralmente denotado por 1,4. Ha exemplos de anéis
comutativos com unidade (Z, +, -), comutativos sem unidade (Z x {0} com as operagoes
induzidas de Z) e anéis com unidade que ndo s@o comutativos (anéis de matrizes, como

seré visto posteriormente).

Definigao 3.1.2. Um elemento a do anel com unidade A € chamado inversivel se existir

b e A tal que ab=14. b € denotado por a™'.

Caso o conjunto A seja um anel comutativo com unidade e todo elemento nao nulo
é inversivel, ele é chamado de corpo. Implica dizer que se K é corpo, o conjunto K* dos
elementos diferentes de zero é um grupo abeliano em relagao a multiplicagao.

Perceba que dado um anel A, para qualquer a € A 04a = a0y = 04.

Exemplo 3.1.1. Considerando as operacoes usuais, os conjuntos Q e R sao corpos, porém
o conjunto dos inteiros, Z, é um exemplo de anel comutativo e com unidade que nao €

corpo, pois apenas 1 e —1 sao seus elementos inversiveis.

Exemplo 3.1.2. O conjunto M,[K| das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes

em K, com as operacoes usuais € um anel nao comutativo.

Exemplo 3.1.3. Se A é um anel, entdo o conjunto dos polinémios em A, A[X] também

€ um anel.
Os exemplos 3.1.3. e 3.1.3. serao abordados novamente no Capitulo 4.

Definigao 3.1.3. Seja A um anel e A* um subconjunto de A. A" é um subanel de A caso

verifique:

i) A’ é fechado em relagdo as operagoes de A.

ii) A" é um anel em relagao as operagoes induzidas por restri¢ao das operagoes de A.

3.2 IDEAL

Do ponto de vista das estruturas algébricas, o conceito de subanel nao é das entidades
mais imprescindiveis. O conceito abaixo, de ideais, acaba sendo mais importante, pois

permite a construcao de estruturas mais abrangentes, como a de anéis quociente.

Definigao 3.2.1. Um subconjunto I de um anel A diz-se um ideal & esquerda de A se

verifica:
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i) I é um subgrupo de A em relagao a adigao.
ii) ai € I para quaisquer a € Aei € I.

De modo analogo define-se ideal a direita. Caso o ideal I seja ideal & esquerda e a
direita de A, ele é chamado de ideal bilateral. Perceba que isto nao significa que ai = ia,
em geral. Caso A seja anel comutativo, entao todos ideal é bilateral. A partir de agora

serd referido a ideal a esquerda por ideal apenas.
Exemplo 3.2.1. Seja A um anel. {04} e A sao ideais de A, chamados de ideais triviais.

Exemplo 3.2.2. O conjunto 2Z = {2x|x € Z} é um ideal, pois a soma de dois nimeros

pares € par e o produto de qualquer inteiro por um inteiro par € par.

Exemplo 3.2.3. Sejam I e J ideais de um anel A. O conjunto [+J = {i+jli€I,j € J}
€ um ideal.

Para que I+ J seja um ideal, deve valer (i4j)+(h+k) € I+J comi+j, h+k e I+J.
De fato, (i+j)+(h+k) = i+j+h+k = i+h+j+k = (i+h)+(j+k) comi+h € I e j+k € J.
Como a adi¢ao € comutativa conclui-se que (i+h)+ (j+k)=(i+j)+(h+k)el+J.

Também € necessdrio que dado a € A, a multiplicagao a(i + j) € I + J. Basta ver
que a(i + j) = ai +aj e por I e J serem ideais, vem que ai € I e aj € J de modo que
a(i+j)el+J

3.3 ANEL QUOCIENTE

A partir de um ideal bilateral I C A, pode-se construir outro anel, chamado anel
quociente de A modulo I. Este importante anel esta fortemente associado com muitos
teoremas de estrutura, que nao serao apresentados. Entretanto, o teorema do homomor-
fismo é base para tais teoremas e serda demonstrado em sua versao para algebras.

Sejam A um anel e I um ideal bilateral. Define-se em A a seguinte relagao: dados
a,b e A, "aRb se e somente se a —b € I". Verifica-se que a relagao é de equivaléncia, pois
é reflexiva: dado a € A, aRa, pois a —a € I visto que a —a =04 e 04 € I; é simétrica,
pois dados a,b € A caso aRb, entao a —b € I. Como I é subgrupo fechado para a adigao,
b—a € I e entao bRa; e é transitiva, pois dados a,b,c € I se aRb e bRc sabe-se que
a—>b, b—cel. Como I ésubgrupo aditivo. (a —b) + (b—c) =a—c€ I e aRe.

Definicao 3.3.1. O conjunto
a+I={a+i|iel}
serd chamado de classe de equivaléncia em a.

O nome se justifica pela proposicao abaixo.
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Proposicao 3.3.1. Sao equivalentes, para todos a,b € A:
i) aRb.
i)a+I=0+1.
i) a—bel.

Demonstragao. i) <= iii) pela definigdo da relacdo. iii) = i) Agora, se a —b € I, entéo
fazendo ia — b, tem-se a = b+ i e portanto a € b+ I. Isto garante que se x € a + I entao
xr=a+jcomjel Dalirx=a+j=b+t+j=b+hcomhecl Daixzeb+1Ie
a+ 1 C b+ I. De maneira analoga, prova-se que b+ I C a + 1. ii) = 7i7) Suponha que
a+1=0+1entaoa=>b+1 paraalgumi € [. Logoa—b=1i¢€ I.

O conjunto A/I = {a+ I|a € A} & chamado anel quociente de A mddulo L.

Para o conjunto A/I é possivel definir duas operagoes:
(a+1)+(b+1)=(a+b)+1

(a+1)-(b+1)=(a-b)+1,

denominadas por adi¢ao e multiplicagao, respectivamente.

E necessario que as operacoes estejam bem definidas para garantir que caso escolhidos
a+I=d+Teb+1=00+1 comaz#adebdb=V tanto adicio quanto multiplicaciao
garantam que

(a+b)+1=(+b)+1

(ab) + I = (a'V') + 1.
Assim, tomam-se a+ 1 =a' +1eb+1 =00+ 1. Sabe-se quea—ada € [ eb—b € I. Logo
para adi¢ao vale (a—a’)+(b—"V') € I. Entao (a+b)—(a’'+b') € I e (a+b)+1 = (' +0)+1
de modo que a adi¢ao estd bem definida. Para a multiplicagao consideram-se (a —a')b € I
ab—-"V)el. Ainda (a —d)b+d(b—"V) € I, entao ab — a'b+ a'b— d't/ € I. Logo
(ab—a't') € I e (ab) + 1 = (a’l') + I e a multiplicagdo também estd bem definida. Se
a,b,c € A, entao sao verdadeiras as seguintes propriedades:

i) A associatividade para a adigao:

(a+D)4+O+D)+(c+I) = ((a+b)+1)+ (c+[)
((a+b)+c)+
= (a+(b+c)+
(a+ 1)+ «b+d+[)
(@a+1)+((b+ 1)+ (c+1)).
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ii) A comutatividade para a adigao:

(a+D)+(b+1) = (a+b)+1
= (b+a)+1
= b+ 1)+ (a+]).

iii) A existéncia de neutro na adigao: seja 04 o neutro em A. Percebe-se que

(a+1)+0a+1) = (a+04)+1
= a+1.

Assim 04 + I é o neutro para a adi¢do em A/I.

iv) A existéncia de oposto na adi¢ao: seja —a o oposto de a em A. Tome (—a) 4+ I em

AL

(a+ 1)+ ((—a)+1) = (a+(—a))+1
= 04+1.

E (—a)+ 1 éoopostodea+Tem A/I.

v) A associatividade na multiplicagao:

((a+ )b+ D)(c+1I) =

vi) A distributividade da multiplicacdo em relagao a adigao:

(a+D((b+D)+(c+1) = (a+D)((b+c)+1)
(a(b+c))+1

= (ab+ac)+1
((ab) + 1) + ((ac) + 1)
(a+ 1) b+ 1)+ (a+D)(c+ 1)
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((a+ D)+ B+1D)(c+I) = ((a+b)+1)(c+1)
((a+b)ec)+1

= (ac+bc)+1
((ac) + 1)+ ((b c) + 1)
(a+D(c+I)+ b+ 1)(c+1).

Ainda, se A é comutativo, entdo A/I também é. De fato, (a + I)(b+ I) = (ab) + I =
(ba)+ 1= (b+1I)(a+1I). Se A & anel com unidade, entdo A/I também tem unidade. De
fato, seja 14 a unidade em A. Toma-se 14+1 em A/T e (a+1)(1a+1) = (ala)+1 =a+1.

3.4 HOMOMORFISMO DE ANEIS

Depois de conhecer as estruturas e propriedades que um anel carrega, é importante
entender como dois anéis diferentes se relacionam. O conceito de homomorfismo garante
que comparagoes possam ser feitas sem que as estruturas sejam comprometidas. Também
é a partir de homomorfismos que se pode construir ideais bastante importantes: os ntucleos

de homomorfismos, no teorema do homomorfismo.

Definigao 3.4.1. Sejam A e A’ dois anéis. Uma fungao ¢ : A — A" diz-se um homo-

morfismo de anéis se valem:

i) pla+b) =pla) +o(b)
i) p(ab) = p(a)p(b)

para todos a,b € A.

Definicao 3.4.2. Quando um homomorfismo de anéis € sobrejetor, diz-se um epimor-
fismo. Quando um homomorfismo de anéis € injetor, diz-se um monomorfismo. Quando
um homomorfismo € injetor e sobrejetor, diz-se um isomorfismo. Se ¢ : A — A’ € um

isomorfismo, por definicao A e A" sao chamados de isomorfos e notados por A = A’.

Caso o homomorfismo ¢ seja de A em A, chama-se um endomorfismo. Caso o endo-

morfismo seja bijetor (injetor e sobrejetor), entdo chama-se de automorfismo.

Definigao 3.4.3. Seja ¢ : A — A’ um homomorfismo de anéis. Chama-se imagem de

© ao conjunto

m(p) ={f(a) € A"| a € A}.
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Definigao 3.4.4. Seja ¢ : A — A’ um homomorfismo de anéis. Chama-se nicleo ou

kernel de ¢ ao conjunto
Ker(p) = {a € Alp(a) =04}
Teorema 3.4.1. Ker(p) € ideal bilateral de A.
Demonstragao. Sejam a,b € Ker(yp). Te-se que: ¢(a+b) = ¢(a)+ @(b) =04 + 04 =
04 de modo que a+b € Ker(p). Ainda, sejaa’ € A. p(d’'a) = ¢(a')p(a) = p(a’)0a = 04

Logo da'a € Ker(p). De modo anélogo prova-se para ideal a direita. Assim as condi¢oes

para ser um tdeal bilateral de A foram satisfeitas.
O

Exemplo 3.4.1. Para o proximo resultado faz-se necessdario a definicao da sequinte fun-
cao:
jiA— A/l
a—a+1.
E facil verificar que j é epimorfismo, com efeito, dados a,b € A.
jla+b)=(a+b)+I=(a+I1)+b+1)=j(a)+jb)

jlab) = (ab) + I = (a+ I)(b+ 1) = j(a)j(D).
A fungao j é sobrejetora, pois dado a + I € A/I existe a € A tal que j(a) = a+ 1.
Ainda verifica-se que j(0) = I (o elemento nulo do anel quociente) e caso A seja anel com

unidade, entao j(1) é a unidade de A/I. Chama-se o epimorfismo j de projecao canodnica

Teorema 3.4.2. (Teorema do homomorfismo) Sejam A e A" anéis, ¢ : A — A" um
homomorfismo, j a projecio candnica de A no quociente A/Ker(y) e i a inclusio de

Im(p) em A" que também € homomorfismo. Existe uma unica fun¢ao
"+ A/Ker(p) = Im(p)
tal que:
i) p=iop oj.
ii) ¢* é um isomorfismo.

A demonstragao deste teorema, bem como a demonstracao do seu equivalente para
modulos, é muito semelhante a que sera feita na secao sobre algebras. Entao, neste texto,
decidiu-se fazer apenas aquela versao de demonstragao.

O diagrama a seguir é uma representacao das relagoes entre as fungoes.

Corolario: Se ¢ : A — A’ é um epimorfismo de anéis, entdo A/Ker(yp) = A’. Basta

perceber que se @ é sobrejetora, entdo Im(p) = A’.



Figura 1 — Diagrama para o Teorema do Homomorfismo de Anéis.

r

A 7 > A
T
A/Ker(p) ——— Im(yp)

Fonte: Elaborada pelo autor.

16
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4 MODULOS

O conceito de mddulo busca uma generalizagao da ideia de espaco vetorial ao consi-
derar o produto por escalar em um anel ao invés de um corpo. Ao longo deste Capitulo,

o anel R sera sempre um anel com unidade (ndo necessariamente comutativo).

4.1 MODULOS

Definicao 4.1.1. Seja R um anel com unidade. Um grupo abeliano M é um R-mddulo

a esquerda caso seja dotado de uma multiplicagao por escalar
x: Rx M — M
(a,m) — axm

tal que as seguintes propriedades sejam validas:

Novamente o * m = am.
i) 1gmy = my
i) (apae)my = aq(aamy)
i) (a1 + ag)my = aymy + aemy
iv) aq(mq +ma) = aymy + ayme

para todos a1, s € R e my, mo € M. De modo analogo define-se madulo a direita.
Neste trabalho serao considerados apenas os casos de mddulos a esquerda de modo
que a partir de agora o termo maddulo se refere a um modulo a esquerda.

Nos casos em que K é um corpo, um K-moédulo é chamado de um K-espaco vetorial.

Exemplo 4.1.1. Todo anel R ¢ um R-modulo. Neste contexto o R-maodulo R serd deno-

tado por rR.

Exemplo 4.1.2. Seja R um anel com unidade e R = {(ry,re, -+ , 1) |ri € R} para todo

1 € N, com soma e produto definidos de forma usual. R"™ ¢ um mddulo sobre R.

Exemplo 4.1.3. O conjunto M,[R] das matrizes quadradas de ordem n com soma com

entradas no anel R com unidade é um R-modulo se consideradas as operag¢oes usuais.

Exemplo 4.1.4. Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um mddulo sobre o
anel Z, dos nimeros inteiros definindo o produto de um inteiro n por um elemento h € G
por:

nh="h+---+h (nvezes) se n >0
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nh = (—h)+---+ (=h) (/n/ vezes) sen <0

0zh = O¢.

4.2 SUBMODULOS

Definigao 4.2.1. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto nao vazio N C M diz-se um
R-submaodulo de M se:

i) N é um subgrupo aditivo de M.

ii) N é fechado em relagao & multiplica¢do por escalares, isto é, para todo a € R e todo

n € N, tem-se que an € N.

Proposigao 4.2.1. Seja R um anel. Os R-submddulos de g R serao seus ideias & esquerda.

Demonstrag¢ao. Segue do fato que dado S um submoédulo de grR, por definicao de
submoédulo, S C gR, e s — s € S para quaisquer s,s’ € S. Por fim, para qualquer

a € rR, as € S. As condigoes para que S seja ideal de R estao satisfeitas.

4.3 MODULO QUOCIENTE

Seja M um R-moédulo e N um submoédulo de M. De maneira semelhante ao anel
quociente, ¢ possivel construir o médulo quociente onde m + N = {m + n|n € N}. Para
que o conjunto seja R-mddulo basta considerar: (m; + N) + (mg + N) = (mg +ma) + N
e definir uma multiplicagao por escalares de R: ao par (a,m + N) € R x M/N associa-se
o elemento am + N € M/N. A demonstracao que as defini¢oes acima independem dos
representantes utiliza o mesmo raciocinio que foi feito para anéis. Assim, M /N apresenta

estrutura de R-modulo.

Defini¢ao 4.3.1. O R-mddulo M/N chama-se de mddulo quociente de M pelo submddulo
N.

A verifica¢@o das propriedades i) e iv) da Definigao 4.3.1 é imediata a partir do fato
de que M é R-moédulo.

4.4 HOMOMORFISMO DE R-MODULOS

Sejam M e N dois R-mo6dulos. Uma funcao f : M — N diz-se um homomorfismo de

R-mddulos ou um R-homomorfismo se para todo my, mo € M e todo a € R se verifica:

i) f(my+mg) = f(m1) + f(m2)
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ii) flamy) = af(my).

Os conceitos de epimorfismo e monomorfismo sao semelhantes para os homomorfismos
de anéis. Da mesma maneira quando o R-homomorfismo é injetor e sobrejetor ele é
chamado de isomorfismo.

Dado um R-homomorfismo f : M — N, chama-se imagem de f e nicleo ou kernel de

f respectivamente aos conjuntos:

Im(f) = {f(m)|m e M}
Ker(f) = {m e M| f(m) = Ox}.

Proposigao 4.4.1. Seja f : M — N um R-homomorfismo. O conjunto Ker(f) € um
submodulo de M.

Demonstra¢ao. Sejam mi,ms € Ker(f). De fato, m; — my € Ker(f), pois
f(my —my) = f(my) — f(mg) = Oy e dado a € R, f(ami) = af(mi) = Oy, ja que
a0y = 07 para todo a.

O

Teorema 4.4.1. (Teorema do homomorfismo para mddulos) Sejam M e N R-mddulos,
f: M — N um R-homomorfismo, j: M — M/Ker(f) a projecio canénica ao quociente

ei:Im(f) = N ainclusao. Existe uma tunica fungao
fr M/ Ker(f) — Im(f)
tal que:
) f=iofoy.
ii) f* é um isomorfismo.

A demonstragao segue raciocinio utilizado no Teorema equivalente no préximo capitulo
sobre algebras.

O diagrama a seguir é uma representacao das relagoes entre as fungoes.

Figura 2 — Diagrama para o Teorema do Homomorfismo de Médulos.

M ! N

jl P Ti

M/Ker(f) ——— Im(f)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 ALGEBRAS

A primeira definicao abstrata de algebra — embora dependesse em parte, do conceito
de coordenada — foi dada em 1903 por Leonard Eugene Dickson. Em 1923 uma defini¢ao
puramente abstrata, livre de coordenadas, foi dada pelo proprio Dickson.(MILIES, 2004)

Ao longo do texto, R sempre serd um anel comutativo com unidade.

5.1 ALGEBRAS

Definigao 5.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma R-dlgebra (ou dlgebra
sobre R) é um anel com unidade A que possui também estrutura de um R-mddulo de modo

que para todo o € R e para todos a, b € A vale
aab) = (aa)b = a(ab).
No caso em que R é um corpo, a algebra A é um R-espaco vetorial.

Definicao 5.1.2. Seja A uma R-dlgebra. Diz-se que um subanel S de A € uma subdlgebra
de R se aa € S para todos « € R ea € 5.

A definicao acima também pode ser expressa da seguinte maneira: Seja A uma R-

algebra. A subalgebra S é um subanel de A que é também um R-submoédulo.

5.2 ALGUNS EXEMPLOS DE ALGEBRAS

As algebras sao estruturas com bastante aplicacoes em diversas teorias algébricas.
Neste texto serao apresentados exemplos de algebra que comumente aparecem em artigos
e livros de élgebra em nivel de pos graduacao.

Os primeiros exemplos sao os numéricos. Qualquer corpo K pode ser visto como
K-algebra, usando a multiplicagao como operacao interna e externa.

Da mesma forma, o R-médulo g R pode ser visto como uma R-algebra, ja que
alab) = (aa)b
= (aa)b
= a(ab).

5.2.1 Algebras de Matrizes

Algebras de matrizes sdo um dos principais exemplos de algebras uma vez que muitas
outras tém comportamento parecido (vide o teorema de Weddenburn-Artin em (MILIES,

1972)).
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Neste texto, optou-se por definir o anel de matrizes sobre um corpo K, mas é possivel
generalizé-lo usando um anel R como conjunto de escalares.

Seja M,[K] o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes em K,
sendo K um corpo. Pode-se descrever uma matriz A € M, [K] por seus elementos fazendo
A = [a;].

Consideram-se as operagoes usuais de matrizes, ou seja, dados A = [a;;] € B = [b;]
tem-se que:

A+ B = [ai; + b
A- B = [c;]

co1m

n
Cij = E irbrj.
r=1

Proposicao 5.2.1. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com as operagoes

definidas acima é um anel com unidade.
Demonstragao. Dados A = [a;j], B = [b;;] e C = [¢;5] verificam-se
i) Associatividade para a adigao:

(A+B)+C = l|aij+bij] + [cij]
= [(ai; + bij) + cij]
[aij + (bij + cij)]
[ai;] + [bij + cij]
= A+ (B+0O).

ii) Comutatividade para a adicao:

A+B =
ai; + by
bij + a;j)
= [b] + [ay]
= B+ A

—_— e —
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iii) Existéncia de neutro para a adi¢do. Seja a matriz £ = [e;;] tal que e;; = Ok para
todos 7,7 € N:

A+E =

Ou seja, existe neutro para a adigao que é F.

iv) A existéncia de oposto para a adi¢do. Dada A € M,[K] existe B € M, [K] tal que
A+ B = E. De fato, para A = [a;;] toma-se B = [—a;;| e com isso:

A+ B = [ay]+ [—ai]
= [ai; + (—ay)]
= [0k]
= FE.

v) Associatividade para a multiplicagdo. Faz-se necessério considerar as seguintes rela-

coes:

[bij][cij] = [wis], com wi; = sztcm

laijlli] = [yis], com yij = Zazk%

[aij“bij] = [Zz‘j], com z;; = Z @by

k=1

[2i5]leis] = [wig], com wi; = Zzztc‘t]
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A partir das relagdes acima, deve-se ter [y;;| = [w;;]. De fato:

n

Yij = g Qi Tk
k=1
n

n
= E aikE bktctj
t=1

k=1

= Z Z it (breCts)

k=1 t=1

= ZZ(aikbkt)Ctj
t=1 k=1

n
= E ZitCej
t=1

= Wij-

vi) A distributividade da multiplicagao em relagao a adigdo. Toma-se [a;;]([b;;] + [cij]) =

[z;;], onde

n

vy = Y ailbij + cy)
k=1
n

= Z(aikbkj + QikCry)

k=1

n
= E @ikbkj + E Qi Cj -
k=1 k=1

Por outro lado, [a;;][bi;] + [aij]lcij] = [vij] + [25], em que yi;; = > auby; e 2z =
k=1

> aicrj. Segue que [y;;] + [zi;] = [xi;] e portanto
k=1

[ai;]([bij] + [cig]) = lai;][bis] + laij][cis]-
De maneira anéaloga, prova-se que ([a;;] + [bi;])[cis]-
vii) O anel M, [K] possui unidade: a matriz chamada matriz identidade

iijzlsei:j

I =[6;;] onde {

De fato, se A = [a;;] e I = [0;;] como definido anteriormente, entao Al = [¢;;] onde

Cij = Cij = ) Qiryj-
r=1
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Mas se r # j entao ¢;; = 0 e, portanto, ¢;; = a;;0;; = a;;1lg = a;;. E assim, para
todos 4,5 € {1,--- ,n} ¢;; = a;;. Logo AI = A. De maneira analoga, prova-se que
1A= A.

O

Perceba que a comutatividade nao vale para o anel de matrizes quadradas de ordem

Veja o contraexemplo em M;[R]:

2 4 10
3 31 |10 24

(2 4 ][1 2] [14 20]
3 3 10 14

Logo

Para que M, [K] seja um K-espago vetorial, define-se a multiplicagdo por escalar da

forma:

(k, A) — kA = [kai]’]
Com ke Ke A e M,[K].

Proposicao 5.2.2. O conjunto das matrizes quadradas de n é um K-espaco vetorial com

a multiplicagdo por escalar definida acima.
Demonstragao. Dados ki, ky € Ke A= [a;;], B = [b;;] € M,[K]. Verificam-se:
i) IgA = A.
IxkA = Iglai]
= [lxai]

= [ay]

= A
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i) (ko)A = &y (ko A).

(kiko)A = (kika)laij]
= ki[kqay]
= k’l(k’QA)

(k1 +k2)A = (k1 + k2)[a)]
= ((k1 + k2)[ai])
= [kiay] + [kaaij]
= kilay] + kolaij]
= kiA+ kA.

V) k(A+ B) = kA + kB.
ki(A+B) = kilaij + bij]
= [ki(ai; + bij)]
= [ki(aij) + k()]
= kilai;] + ki[bij]
= kA+KkB.

Proposicao 5.2.3. M, [K] tem estrutura de K-dlgebra.

Demonstracao. De fato verifica-se

A(AB) = (AA)B = A(\B).

n

Dados A, B € M,[K] seja AB = C ou [a;j|[b;;] = [c;;] tal que ¢;; = > (auby;). Dado
k=1
Ae kK

MAB) = AC = Ney] = ey,

)\C = [)\Cz'j]
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[AZ(aikbkj)] - Zk(aikbkj)]

Lk=1

— (M)B.

Como

n

Z )\(a,kbk]) = aik(/\bkj)a

k=1 k=1

3

tem-se também A\(AB) = A(AB).
Logo, M, [K] é uma K-algebra.

5.2.2 Algebra de Polinémios Sobre um Anel

A partir das sequéncias de elementos de um anel comutativo com unidade R é possivel
construir o seguinte conjunto: se a; indica a imagem do elemento genérico n € N através

da aplicacao (sequéncia) f, tal sequéncia é indicada por

f:<a0aa17&27'“ 7an7“')'

De forma simplificada, f = (a,), com a,, € R ei € N. Sejam f = (a,) e g = (by),

sequéncias de elementos de R. Veja que f = g se, e somente se a,, = b, para todo n € N.

Definig¢ao 5.2.1. Dado um anel A, uma sequéncia (ag, ay, ag, - -+ ) sobre R é um polinémio
caso exista um indice r € N tal que a,, = 0 para todo r > n. R[X] indicard o conjunto

dos polinémios sobre R.

O polinémio X = (Og, 1g, )r, - - ) € chamado indeterminada de R[X]. Sua importancia
serd apresentada posteriormente.
A soma de f com g sera a sequéncia h = (¢,) tal que ¢, = a,, + b, para todo n € N.

O produto de f com g seré a sequéncia h = (¢,) tal que
co = agbo

Ccl = Clobl + (llbo
Cy = a062 + Glbl + a2b0

c3 = agbs + a1by + asby + asby
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a;b,._; para cada r € N
0

Isso é, ¢, =

Exemplo 5.2.1. A sequéncia f = (4,3,2,1,0,0,---,0,--+), onde a, = 0 paran > 3, é
um polindémio sobre o anel 7.
Proposicao 5.2.4. A soma de dois polinémios é também um polinémio, ou seja, R[X]| é
fechado para a adigao.

Demonstragao. De fato, sejam f = (a;) e g = (b;) dois polindmios em R. Por definigao,
existe 7o € N tal que a; = 0 para todo i > ry e existe também r; € N tal que b, = 0
para todo i > 7. Toma-se r = méax{rg, 1}, entdo a; + b; = 0 para todo i > r. Assim,

f+ 9= (a; +b;) é um polindbmio sobre R.
U

Proposicao 5.2.5. O produto de dois polinémios é também um polindmio, ou seja, R[X]

€ fechado em relagao a multiplicacao.

Demonstragao. Sejam f = (a;) e g = (b;) dois polindmios sobre R. Por hipotese,
existe 19 € N tal que a; = 0 para todo i > r( e existe também r; € N tal que b; = 0 para

todo j > r; . Entao o termo ¢, 4,4k € tal que:

Cro+ri+k = E aibro+r1+k7i
= a‘ObT0+T‘1+k _'_ alb’l’o+7'1+kfl + vt

+a7'0b7'1+k—i + aT0+1bT1+k—l + e _'_ aT0+T1+kb0

Como b7“0+7‘1+k = bro+7"1+k*1 == bT1+k =0e Aro+ri+k = br0+r1+k*1 == bT0+1 =0,

decorre que ¢,y4+py+k = 0.

Proposigao 5.2.6. R[X]| € um anel.

Demonstragao. Para todos f,g,h € R[X] e i,m,k € N verificam-se:
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i) Associatividade para a adigao:
Sejam f = (a;), g = (b;), h = (¢;), (f +9)+h=(d;) e f+(g+h) = a;+ (). Entao
(di) = (ai+bi)+ (i)
((az +bi) + i)
(a; +b; + )
= ((ai) + (b + )
(ai) + (bi + i)
(

€;)-

ii) Comutatividade para a adigao:
Sejam f = (a;) e g= (b;), f+9=(¢;) e g+ f = (d;). Entao

— ().

iii) A existéncia de elemento neutro para adigdo. Sejam e = (e;) com e; = O0g e f = (a;).

€;) + (ai)
e + a;)
= (Or+a;)
(a;)
— f

e+ f =

(
(

Portanto e é o elemento neutro para adigao de polinémios, chamado polinémio nulo.

iv) A existéncia de oposto para a adi¢do. Sejam f = (a;) ¢ g = (—a;).

f+g = (a)+(—a)
= (ai+ (—a;))
= (Or)

v) A associatividade para a multiplicagao:
Sejam f = (ai), g = (b;), h = (c&), gh = (i), f(gh) = (em), (fg)h = (ym) €
fg= ().
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Entao

- (z)

= D (a(ba)

i+j+k=m

= > (ab) ()

i+j+k=m

- 2((z))

= Z (Tnck)

n+k=m
= (ym)

vi) A distributividade da multiplicagdo em relac¢do a adigao:
Fazendo f = (a:), g = (b;), h = (¢;), f(g+h) = (di), fg = (ex) e fh = (e}), tem-se

(dr) = | D ailby+ Cj))

jti=k

= | ) (aibj) + (az‘cj)>
jti=k

= Z CLibj + Z CLZ‘Cj>
=k jti=k

= Z CLibj) + (Z aicj>
=k jti=k

= (ex) + (er)-

De forma analoga prova-se (f + g)h = fh+ fg.

Dessa forma R[X] é grupo abeliano para adi¢ao e a operacao de multiplicagao é asso-

ciativa e distributiva em relacao a adigao.

Proposigao 5.2.7. R[X] € anel comutativo.
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Demonstragao. Sejam f = (a;) e g = (b;), fg = (cx) e gf = (di). Tem-se que

k= Y, abj= > bja; =dy, para todo k € N, assim fg = gf, para todo f,g € R[X]
itk i+j=k
e R[X] é comutativo.

Proposicao 5.2.8. R[X] tem unidade.

Demonstracao. Veja que se 1g é a unidade de R, tomando eg = (1g,0,0,---,0,---)
a multiplicagdo como esta definida garante que fer = erf = f, portanto R[X] possui

unidade e é a sequéncia (eg).
U

A segunda condi¢ao que R[X] deve ter para que seja algebra é ser também um R-
modulo. A multiplicagao por escalar pode ser definida para o conjunto R[X] utilizando-se

da ideia de imersdo de R em R[X].

5.2.2.1 Imersao de R em R[X]

Apesar de R e R[X] serem conjuntos com elementos de naturezas distintas, é possivel

supor, através de um isomorfismo, que R C R[X].

Proposicao 5.2.9. Se R ¢ um anel, entao L = {(a,0,0,---,0,---)|a € R} é um subanel
de R[X].

Demonstra¢ao. Como (0,0,0,0,---,0,---) € R[X] o conjunto nao é vazio e se f =
(@,0,0,---,0,---)€Leg=(b0,0,---,0,---) € L, entdo

f+g=1(a+b00,--,0,---)€L

f-g=(ab,0,0,---,0,---) € L.
U

Proposicao  5.2.10. Sendo R wum anel, R € isomorfo ao subanel
L= {(G,0,0,"' ,O,"')|CL S R} de R[X]

Demonstracao. Para a demonstragao, define-se a aplicagao
F:R— L

:L’»—>F(a):(a,0,0,~~ 707"')-

F é isomorfismo de anéis, pois valem as seguintes propriedades para todos a,b € RR:
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i) F é um homomorfismo:

Fla+b) = (a+0b,0,0,---,0,--+)
= (a,0,0,-++,0, )+ (b,0,0,-+,0,--)
= F(a)+ F(b).

F(ab) = (ab,0,0,---,0,---)
= (a,0,0,---,0,---)(b,0,0,---,0,---)
— F(a)F(b).

ii) F' ¢ injetora. Dados a,b € A tais que F(a) = F(b) e vale F(a) = F(b) =
(2,0,0,---,0,---) = (b,0,0,--- ,0,---) = a = b.

iii) F' é sobrejetora. Dados (a,0,0,---,0,---) € L, é imediato que (a,0,0,--+,0,---) =

F(a), portanto I é sobrejetora.

Conclui-se que F' é um isomorfismo.
O

A partir do isomorfismo de R em L, identifica-se cada a € R ao polinémio
(a,0,0,---,0,---) € L. Em particular, 0 = (0,0,0,---,0,---) e 1 = (1,0,0,---,0,---)
e, ainda, R = L, e portanto, por abuso de linguagem, R C R[X].

Sejam a € R e g = (by, b1, ba, -+ ,b,,0,0,---) € R[X], define-se a seguinte multiplica-

¢ao por escalar:
a'g:(aaoaou'“ 707"')(b07blab27'” 7bn70707”') = (abOJCLblua’b27"' 7abn70707”')'

Proposicao 5.2.11. O conjunto R[X| é um R-mddulo com a multiplica¢ao por escalar

definida acima.
Demonstragao. Dados f,g € R[X] e a1, as € R verificam-se:
1) lRf:f Sejam 1R: (1R7070a"' 707"'> € f: (b07blab27"' 7bi7070a"')'
]-Rf = (1R7070a"'7Oa"')(b07blab27"'7bi7070a"')
= (1gbo,1rb1,1Rbo, -+ ,1gb;, 0,0, --)
- <607b17b27"' 7bi70707"')
= f
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ii) (a1a2)f = &1(@2f)-

(ara2)f = ((a1,0,0,---)(az,0,0,---))(bg, by, b2, -+ ,b;,0,0,--)
(a1az,0,0, - )(bg, by, ba, -+ ,b;,0,0,- )

= ((arag)bo, (a1as)by, (a1az)by, -, (ajas)b;, 0,0, --+)
(a1(azby), ai(asby), ai(asbs), -+, (a1(az)b;, 0,0, )
(a1,0,0,---)(agby, azby, asbe, - - - ,asb;, 0,0, - -)

= ay(azf).

111) (al + (Ig)f = alf + (Igf.

(a1 +az2)f = ((a1,0,0,--+) 4 (ag,0,0,---)(bg, by, ba, -+ ,b;,0,0,-)
(ay + as,0,0,--)(bo, by, ba, -+ ,b;,0,0,--)
= ((a1 + a2)by, (a1 + a2)by, (a1 + ag)ba, - -+ , (a1 + a2)b;, 0,0, --)
(a1bg + asbg, arby + ashy, arby + agbs, - - -, a1b; + azb;, 0,0, - )
(a1bg, aiby, arby, - -+ ,aib;, 0,0, ) +
(agbg, aghby, asba, -+ ,ash;, 0,0, - +)

= af +af.

iv) ai(f +g) = arf + arg.

ai(f+9) = (a1,0,0,---)((bg,b1,ba, -+ ,b;;0,0,--+) +

(00?017027... ’Ci70’07...))
(a1,0,0,-+)(bg + co, by + €1,b0 + o, -+ by +¢;,0,0,--+)
(a1(bg + cp), a1 (b1 + c1),a1(ba + c2),- -+ ,a1(b; +¢;),0,0,---)
= (a1by + a1co, a1by + ajcy, a1be + ayca, - -+ arb; + a1¢;,0,0, - )
(a1bo, arby, aiby, - -+ ,arb;, 0,0, ) +

(a1co, arcy,arco, -+, a1¢;, 0,0, +)

= af+amyg.
Logo R[X] é um R-mddulo.

Proposicao 5.2.12. R[X] € uma R-dlgebra.
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Demonstra¢ao. Para R[X] ser algebra basta que a(fg) = (af)g = f(ag) com f, g €
R[X] ea € R.
Sejama: (0’70707"') f = (b07b17b27"' 7bi70707"')eg: (607017027”' ch70707”')'

a(fg) = (a,0,0,---)((bo, b1, b2, ,b;,0,0,---)(co,c1,C2, -+ ,¢4,0,0,--+))
= (a,0,0,---)(boco, bocy + bico, boca + bicy + baco,
o bock + bicg—1 + bacg o + -+ breg, -+, 0)
= (a(bocy), a(bocy + bico), alboca + bicy + baco), -+ +
a(bocy + bicp—1 + bacr—g + -+ + brco), - -+, 0)
= ((abo)co, (abo)cr + (abi)co, (abo)cz + (abi)er + (abz)co, - -
(abo)cy + (aby)cg—1 + (abg)cg—o + -+ - + (abg)c0,0, - - - )
= (aby,aby,aby, - ,ab;,0,0,---)(co,c1,¢0, -+ ,¢;,0,0,--)
= (af)g.

a(fg) = (a(boco),a(bocy + bicoy), a(bocy + bicy + baco), - -+,
a(bocy + bleg_1 + bacg_o + - -+ + bpcp), - -+, 0)
= (bo(acy), bo(acy) + by(acy), bo(acs) + by(acl) 4+ ba(acy), - -,
bo(ack) + by(ack—1) + ba(ack—2) + - - - + bg(acy),- -+ ,0)
= (bo,b1,b2,---,0;,0,0,---)(acy, acy,acy, - - - ,ac;,0,0,---)
= (b, b1,b2,- -+ ,b;,0,0,---)((a,0,0,--)(co, c1,Ca," - ,cj,0,0,---))
= f(ag).

Logo R[X] é uma &lgebra sobre R.

5.2.3 Notacao usual dos polin6mios

Por questoes de praticidade, é possivel representar os polindmios de uma outra ma-
neira, de uma forma muito parecida com que se apresenta em Algebra Elementar.

Na Definigcao 5.2.1., foi apresentado que o polinémio
X = (071’070,... ’07...)
X que foi chamado de indeterminada sobre A. Pela definicao do produto:

X’=X-X=1(0,0,1,0,0,---,0,--)
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X3=X%.X=(0,0,0,1,0,---,0,---).

De modo geral
ii=1se1=7
X" = (c,) onde ¢, =4 7 . J
ii; =0sei# ]
serd um polindémio em que apenas a, # 0 e a, = 1.
Dado um polinémio f = (ag,a1,as, -+ ,a,, -+ ) em R[X], é possivel representar f da

seguinte forma:

f = (ap,0,0,---,0,---)+(0,a1,0,--- ,0,---) +
(0,0,ag, -+ ,0,--- )44+ (0,0,0, ,ap, )
= ap(1,0,0,---,0,---)+a1(0,1,0,--- ,0,--+) +
a2(0,0,1,--+,0,--- )+ +a,(0,0,0,--- ,1,---)
= ap+a X +aX?+ - +a, X"

A notacao f = ag+ a1 X + axX? + -+ + a, X" é dita notacao polinomial justificando
o uso da notacao R[X].

5.2.4 Algebras de Grupo

Os anéis de grupo (e por consequéncia, as algebras de grupo) sdo estruturas cujas
construgoes aparecem frequentemente nos artigos e livros para servir de exemplo para
casos mais gerais que os vistos até aqui.

A construgdo usa o conceito de somas formais, em que os elementos sao
"aglutinados", como faz-se na apresentacao de polinémios. Apesar de ter-se construido o
anel de polinébmios de maneira formal no exemplos anterior, a apresentacao mais comum
nao se importa em explicar o que significa z + 2. Da mesma forma, dado um grupo (G, -),
a construcao de um espaco vetorial KG usando os elementos de G como base também nao
"explica"ou se importa com o significado de g; + g». Lembre que a operagao que define
G como grupo serd denotada multiplicativamente.

E razoavel imaginar que se G ¢é finito com n elementos, como K-espaco vetorial, KG
é isomorfo a K". E assim, mantendo uma maneira mais livre de denotar os elementos de
KG, seré feita a construcao da K-élgebra sobre o grupo GG como se segue:

Seja GG um grupo e K um corpo.

Definicao 5.2.2. Denota-se por KG o conjunto de todas as combinagoes lineares da

forma > kig; com k; € K e g; € G, onde os elementos k; sao todos nulos, a menos de um

7
numero finitos deles.
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KG, com as operagoes:

Zkzgl—i—legz—Z (ki + 1) gi
Zk‘ i Zl] 9 = Z kil;)(9:9;)

Chamadas de adigao e multlphcagao respectlvamente, ¢ chamado anel do grupo G

sobre K.
Proposicao 5.2.13. KG tem estrutura de anel.
Demonstracao. Dados k;, l;,7; € Ke g; € G, com 1, j, k € N verificam-se:

i) Associatividade para a adigao:

(Z kigi + Z l¢g¢> + Z rigi = Z(k’ +1;)g; + Z Ti0;

7

= Z(kz +1;) + rigi

= Z(ki+(li+7“i))gi
= Zkigi—l—Z(leri)g

= Zkzgz + <Z lz‘gi+z7“z‘gi> :

ii) Comutatividade para a adigao:

Z kigi + Z ligi = Z(/ﬁ +1;)gi

= Z(li—kkzi)gi
= Z ligi + Z kigi-
iii) Existéncia de neutro para a adigdo. Deve existir »_ l;g; tal que Z kig; + Z ligi =
> kigi = Z ligi + Z k;g;. Tomando Z Ok g; logo Z z
Z kigi + Z Oxg: = Z(kz + Ox) i
= Zkzgz

7
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iv) Existéncia de oposto para a adigdo. Deve existir > L;g; tal que > kig; + > lig; =
> Okg;. Basta tomar ) —k;g;,

Z kig: + Z —kigi = Z(/ﬂ — ki) gs
= Z Ok gi-

Dados k;, 1,7 € K e g;,9;,9r € G, com ¢, j, k € N, verificam-se:

i) Associatividade para a multiplicagao:

(Zh%ZQ%)ngk = > (ki) (9i9)) > g

1,J k

= Z((kili)ri)((gigj)gk)

i7j7k

= Z(k‘ilm)(gigjgk)

i7j7k

= Z ki(liri)(9i(gigr))

?:7.j7k

= Z kigi > (Lrk) (gi9%)

gk

= Z k;g; <Z ljgj Z 7“k9k>
i j k

ii) A distributividade da multiplica¢do em relagao a adigao, isso é

(Z kigi + Z ljgj> Z TkGk = Z kigi ngk + Z 195 Z "kGk
i j k i k J k

Z kigi (Z lig; + Z T’kgk> = Z kigi Z ljg; + Z kigi Z T'kGk-
i j k i j i k
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Para a primeira condigao:
O kigi+ > Lig) > regr = Y (ki +1,)(6:9;) Y i
i j k i\j k

= > (ki + 1)re)(9i998)

/[:7.j7k

= Y (kire) + (k) (9i959%)

i7j7k

— Z(k’ﬂ”k)(gzgk) + Z(lj'rk)(gjgk) =
ik J.k

= Z kigi Z Trgk + Z L9 Z "k k-
i k J

k

De maneira analoga prova-se a segunda condicao.

O
Proposicao 5.2.14. KG € anel com unidade.
Demonstragao. Considere lgg = > 1kg;.
Ika Z kigi = Z Ikgi Z kigi = Z Igkigi = Z kigi.
]

Agora, KG serd munido de uma operacao que fard KG um K-espaco vetorial.

Define-se a multiplicagao por escalar da seguinte forma; dados o € K e > k;g; € KG:

1

Q (Z kiﬂi) = Z(aki)gi-

Proposigao 5.2.15. KG tem estrutura de K-espago vetorial com a multiplica¢ao definida

acima.

Demonstragao. Verificam-se:

Dados k = > kigiek=> lg; € KG e a,p € K.

i) 1xk = k.

1k (Z&%) = Z(lKki)gi

%

= Z k;g;.

%
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ii) a(Bk) = (af)k. De fato,
@<5Zkigi) = O‘Z(ﬁlﬂ')gi
= Z Oé(ﬁk‘i)gi

)

= > (apk)g;

i

= Y (aBkig

= (ap) Z kigi.

iii) Distributividade de um escalar em relacgdo a soma de elementos em KG. Isso é,
a(k +1) = (ak) + (al). Percebe-se que

o (Z k:igz- + Z lzgz) = « (Z ki + lzgz>

%

= (Z(ak»gi) + <Z<ali>gi>

% 7

iv) Distributividade da soma de escalares em relagio a um vetor.  Isso é,
(a+ B)k = (ak) + (Bk) = ak + Bk

De modo que KG é um K-espago vetorial.

Proposicao 5.2.16. KG tem estrutura de K-dlgebra.

Demonstracao. De fato, com as notagoes da proposicao acima.

(Trri)- (2T (2]

Como o, k;,1; € K e K é corpo,

a (Z kigs Z lej) = Z@(kz’lj)(gigj) = ((ak)l))(gig;) = (Z Oékz'gz‘) Z Li9;-

ij
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Perceba que

Yo alkid)(9:g;) = Y (ki(al))(9i9;)

ij iJ

()
_ Z kig; (a ; ljgj> :

de modo que o conjunto KG é uma K-algebra.

5.2.5 Algebra End(M)

Seja R um anel com unidade e M um R-moédulo. O conjunto de todos os endomor-
fismos de M, ou seja, Endr(M) = {f : M — M | f é homomorfismo} definem-se as
seguintes operagoes:

f+g: M —-M

= (f+g)(x) = fz) +g(x)
frg:-M—M
z = (f-g)(x) = flg(x))
chamadas adi¢ao e multiplicacao, respectivamente.

Proposicao 5.2.17. Endg(M) tem estrutura de anel.

Demonstra¢ao. Dados f,g,h: M — M e x € M verificam-se:

i) Associatividade para a adigao:

(f+9) +h)(x) = (f+g)(x)+h(z)
= [f(@) +9(z) + h(z)
= f(@)+ (g(x) + h(z))
= f(@)+ (g+h)(2).
= (f+(g+h)()

Para todo x € M. Logo (f+g)+h=f+ (g+h).
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ii) Comutatividade para a adigao:

(f+9)(x) = flz

[T
=N
+ & &=
=+ +
&

iii) Existéncia de elemento neutro para a adigao. Tome g : M — M tal que z — Oyy:
(f+9)x) = flz)+g(x)
= f(z)+On
= f(z).

Denomina-se g(z) de elemento neutro de Endg(M).
iv) Existéncia de oposto. Dada f € Endgr(M)(M) toma-se g € Endg(M)(M) tal que
g(x) = —f(2):

(f+9)x) = f(z)+g()
= f(@)+ (=f(x))
(
(

I
-

z + (=)
Onr)

v) Associatividade para a multiplicagao:

(fgh)(x) =

vi) Distributividade da multiplicacdo em relac¢ao a adigao:

(F+g)h)(x) = (f+9)(hz))
= (f(n(=)) + (g(h(2))
= (fh)(@) + (gh)(z).
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O mesmo vale para (f(g + h))(x) = (fg)(x) + (Fh)(x).

De modo que Endgr(M) ¢é anel.

Proposicao 5.2.18. End(M) € anel com unidade.

Demonstracao. Seja I(z) =z, (fI)(z) = f(I(z)) = f(x), entdo (fI)(z) = f(x). [ ¢ a
unidade do anel Endg(M).

Define-se a seguinte multiplicacao por escalar:
af : R x Endr(M) — Endg(M)

(k. f) = (Kf)(2) = f(kx).

Proposigao 5.2.19. Endgr(M) tem estrutura de R-mddulo com a multiplicagao por es-

calar definida acima.

Demonstragao. Para quaisquer k € R e f € Endr(M).
i)
(1rf)(z) = (f(lrz))

ii) Para cada x € M, para todos y,A € A e f,g € Endg(M)(M).

(M)HE) = fF((A))
= f(A(y2))
= M(yz)
= A (f(2)))
= MO /)(=))

iii)

(A+NHE) = fF((A+7)z)
= f(Az+72)
(Az) + f(yz)
= (AN)@) + (vf)(=).
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iv)

A +9)@) = (f+9)(A)
= f(Ax) +g(Ax)

= (Af)(x) + (Ag)(z).
[
Proposicao 5.2.20. Endg(M) tem estrutura de R-dlgebra.
Demonstragao. De fato, as fungoes (af)g, a(fg) e f(ag) sao iguais.
Ora, sejam a € A, f,g € Endr(M) e x € M. Entao
[a(fg)l(x) = (fg)(ox)
= [f(g(az))
= f(g(az))
= flag(x))
= flag)(z).
e
[a(fg)l(x) = [af(g(x))]
= (af)g(@)
De modo que Endgr(M) é uma R-algebra a partir das operagoes definidas.
[

5.2.6 Algebras de Caminhos

A proxima construcao aparece como exemplos iniciais na teoria de representacao atra-
vés dos métodos diagraméaticos. Esta técnica permite, por meio do teorema de Gabriel,
identificar algebras basicas com quocientes de algebras de caminho. Nao se busca neste
texto a demonstragao de tal teorema, mas apresentar ao leitor iniciante como construir
uma algebra usando grafos.

Para mais detalhes, o leitor interessado pode procurar informagoes em (CIBILIS; LAR-
RION; SALMERON, 1982) e (COELHO, 2000).
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Definicao 5.2.3. Uma aljava QQ € dada por dois conjuntos Qg € Q1 e um par de fungoes
s,e: Q1 — Qo. Os elementos de (QQy sao chamados de vértices de () enquanto os de (Qy
sao as flechas de Q). Dada uma flecha o € QQq, s(a) € o vértice inicial de a enquanto que

e(a) € o vértice final de a.
A partir dessa defini¢ao, é possivel representar uma aljava de maneira pictorica.

Exemplo 5.2.2. Se Qy = {3,4}, Q1 = {\}, s(\) = 3 e e(\) = 4, representa-se da

sequinte maneira:

Figura 3 — Algebra de Caminho.

A
33— 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definigao 5.2.4. Um caminho v em Q = (Qo, @1, S,¢€), € descrito da sequinte forma:

Y=o tal que para 1 < i <n—1, e(a;) = s(aq1).

Definicao 5.2.5. O comprimento de vy serd o seu nimero n de flechas e é denotado por

(7).

Definicao 5.2.6. Um caminho trivial é um caminho sem flechas associado a um vértice

a € Qo e denotado por e,. Ele representa a ideia de manter-se no lugar.

Dado um caminho v = «, - - -, denota-se s(v) = s(ay) o vértice inicial de -y e por

e(y) = e(ay,) o vértice final de .

Definicao 5.2.7. Se s(y) = e(7) e este nao é um caminho trivial, entio diz-se que y €

um caminho orientado.

A notagao é assim: v = (b|a, -+ ai]a) para vy = a, - a1 com s(y) = a e e(y) = b.
Um caminho trivial pode ser denotado por (al|a).

Assumindo K um corpo e @ = (Qo, @1, s, €) uma aljava finita, isto é onde o conjuntos
Qo e Q1 sao finitos, é possivel a partir de K e @) definir uma &algebra K(@). Seja B o
conjunto formado por todos os caminhos de @), incluindo os triviais. Considere agora K@)
o K-espaco vetorial com base B. B é chamada de base usual de KQ.

Para K@ ser uma algebra, falta ainda definir uma multiplicacao nos elementos da

base. Dados dois caminhos de @, v1 = (b|a, - - - az]a) € vo = (d|By, - - - B1|c) define-se:

(bl ay -+ - 1B -+ - Prlc) sea=d
Y1-V2 = L.
Oko caso contrario.
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Estendendo por linearidade tal multiplicacao a todos os seus elementos, define-se em

K@ uma estrutura de K-algebra.

Exemplo 5.2.3. Seja Q:
Figura 4 — Algebra de Caminho.
> N

1 o
Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como espago vetorial K@ tem como base B = {e1, €2, €3, 0, 5,7, fa}. A tabela de

multiplicagao dos elementos na base B é:

Quadro 1 — Quadro de multiplicacdo para a Algebra de Caminhos.

€L |&|ea| a|B|y]|Ba
er | & 0|0 0 |0]0] O
€9 0 €9 0 « 010 0
es | 0 [0]es| O |B|v]| P
a | a 00| 0 [0]O0] O
10| B8]0 |Bal0]0] 0
Yy |1y 10]0[ 00|00
Ba | Ba | O 0] 0O [0]0] O

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 ALGEBRA QUOCIENTE

Os conceitos de anel quociente e modulo quociente podem ser estendidos a um conjunto
quociente sobre uma algebra. Perceba que ja foi verificado que para um anel A, conside-
rando sua estrutura de A-modulo, os ideais de A e os submodulos coincidem (Exemplo

3.2.1). Isto é um caso particular da seguinte proposicao.

Proposigao 5.3.1. Se A é uma R-dlgebra e se I C A é um ideal bilateral de A, entao I

€ também um R-sub mddulo de A.

Demonstragao. De fato, se « € Rei € I, entdo ai = o~ (147) = (aly)i € I.
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Assim, perceba que é possivel, dado um ideal I C A, construir também um conceito
de "algebra quociente", ja que o conjunto A/I conforme definido nos capitulos anteriores

tem tanto estrutura de anel como de R-modulo, fazendo:
A/l x AJT — A/l
(a+I1,b+1)— (a+b)+1
ATl x AJT — AJI
(a+I,b4+1)— (a-b)+ 1
Rx A/l — A/l
(aya+ 1) = (aa)+ T

Nas secoes anteriores mostrou-se que essas operacoes estao bem definidas. Mas para

que A/I seja uma R-élgebra, é preciso verificar que
alla+ b+ D] =[alfa+ Db+ 1) = (a+ Dald+ 1))].
Com efeito,
alla+0D)(b+1) = alab+1)
= afab) +1
aa)b+ 1

(
= (aa+1)(b+1)
= [a(a+I)|(b+1).

Por outro lado, como A é uma R-algebra, a(ab) = a(a)b e portanto

alla+ )b+ 1) = «f(ab+1)]
= afab)+1
= (a+Da(db+1))].

5.4 HOMOMORFISMOS DE ALGEBRAS

Definicao 5.4.1. Seja R um anel comutativo com unidade e sejam A e A’ duas R-
dlgebras. Um homomorfismo de R-dlgebra serd um homomorfismo de anéis que também
¢ um homomorfismo de mddulos. Ou seja, para que ¢ : A — A’ seja um homomorfismo

de dlgebras deve-se verificar:

i) p(a+b) =p(a)+ ()
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ii) p(ab) = p(a)p(b)
iii) ¢(ka) = ke(a)

As definigoes para Im(p) e Ker(y) sao as mesmas dadas em homomorfismos de anéis e

modulos. O mesmo vale para as defini¢oes de epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo.

Teorema 5.4.1. (Teorema do homomorfismo para Algebras) Sejam A e A’ duas R-
dalgebras, ¢ : A — A" um homomorfismo, j a projecio canédnica de A mo quociente

A/Ker(p) ei ainclusio de Im(p) em A'. Existe uma unica fungao
¢ A/Ker(p) = Im(p)
tal que:
i) p=tiop*oj.
ii) ¢* é um isomorfismo.
O diagrama a seguir é uma representacao das relagoes entre as fungoes.

Figura 5 — Diagrama para o Teorema do Homomorfismo de Algebras.

A 7 s A
1T
A/Ker(p) —— Im(yp)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstragao. Para a demonstragao define-se a seguinte fungao:
©*: A/Ker(p) = Im(p)

a+ Ker(y) — ¢(a).

A funcao ¢* deve estar bem definida, isso é, que independe do representante. Assim,
dado um outro representante a’ € a+Ker(p) tem-se que o’ —a € Ker(yp). Logo p(a—a') =
o(a) —p(a’) = 0 de onde p(a) = ¢(a’) e p* estd bem definida. A condigao i) vem direto
deiop*ojla) =io¢*(a+ Ker(p)) =i(p(a)) = ¢(a), para todo a € A. De modo que
@ =10 *oj. Para provar que p* é isomorfismo, veja que:

i) ¢* é homomorfismo de &lgebras. De fato,

e ((a+ Ker(p) + b+ Ker(p)) = ¢ (a+b+ Ker(yp))
= p(a+0)
= (@) + o(b)
= ¢'(a+ Ker(p)) + ¢ (b+ Ker(p))
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©"((a+ Ker(p)(b+ Ker(p)) = ¢"(ab+ Ker(p))
= p(ab)
= p(a)p(d)
= ¢"(a+ Ker(p))p*(b+ Ker(y))
esea€ R,

ap*(a+ Ker(p)) = ap(a)
= ¢(aq)
= ¢ (aa+ Ker(yp).

ii) ¢* é sobrejetora. De fato, se y € Im(p) entao existe a € A tal que p(a) = y. Como
p(a) = p*(a+ Ker(p)) entdo existe um elemento a + Ker(y) € A/Ker(p) tal que

©*(a+ Ker(p)) =y.

iii) ¢* ¢ injetora. De fato, dados a+ Ker(p), a’ + Ker(p) duas classes de A/ Ker(y) tais
que ¢*(a + Ker(y)) = ¢*(a’ + Ker(y)). Da defini¢ao de ¢* vem que p(a) = ¢(a’),
logo p(a—da’) =0ea—ad € Ker(y), logo, a+ Ker(p) =a + Ker(p).

O

Entao como corolario fica demonstrado que se ¢ : A — A’ é um epimorfismo entao
A/Ker(p) é uma R-élgebra isomorfa a algebra A’.

Esse resultado é fundamental na construcao de muitos teoremas na teoria de anéis
e algebras. Com ele, por exemplo, se demonstra o de Gabriel, o de Wedderburn-Artin,

entre outros.
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6 CONCLUSAO

O objetivo do trabalho foi alcancado, visto que foi possivel definir a estrutura de Alge-
bra, apresentar exemplos interessantes e importantes para o assunto assim como estender
alguns conceitos presentes em anéis e modulos. Vale ressaltar que o desenvolvimento do
trabalho também permitiu o contato com estruturas algébricas que geralmente nao sao
vistas em uma graduacao em Licenciatura de Matemaética.

Cada tipo de algebra tem sua importancia dependendo da area que esta sendo traba-
lhada. A partir deste trabalho foi possivel construir as partes fundamentais para um bom
entendimento das suas defini¢oes e proposicoes. E desta forma, proporciona um bom guia

para o estudos das estruturas de anel, moédulo e algebras.
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