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RESUMO

O presente trabalho consiste em uma pesquisa de abordagem qualitativa e bibliogréafica cujo
objetivo € analisar as validacGes do Teorema de Pitagoras em livros didaticos do 9° ano do
Ensino Fundamental, articulando os tipos de raciocinio matematico segundo Balacheff e as
representacfes semidticas de Duval. Para isso, utiliza-se como técnica de analise de dados a
Anélise de Conteudo de Bardin. Selecionam-se trés colecGes de livros didaticos de Matematica
do 9° ano do Ensino Fundamental, na versao do professor, distribuidas no ultimo Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD), ocorrido em 2020. A condicdo para a escolha das cole¢des
é que elas contenham ao menos alguma validacdo do Teorema de Pitagoras. Seleciona-se, entdo,
as seguintes cole¢des: Matematica Essencial, Telaris Matematica e Trilhas de Matematica. As
validacGes do teorema sdo estudadas com base em duas grandes categorias de anélise, 0s tipos
de raciocinio matematico descritos por Balacheff e os diferentes registros e operacfes
semioticas descritas por Duval. Sao estabelecidas também subcategorias para a anélise, visando
possibilitar a articulagdo entre os dois autores. Como resultados da pesquisa, verifica-se que 0s
livros didaticos das trés colecBGes apresentam diferentes maneiras de validar o teorema de
Pitagoras, sendo as provas intelectuais do tipo demonstracdo, que mobilizam simultaneamente
o registro figural e o registro geométrico, as mais utilizadas, seguidas pelas provas pragmaticas

que recorrem somente as figuras ou a acdo sobre elas.

Palavras-chave: Teorema de Pitdgoras; Validacdo; Prova; Demonstracdo; Registro de

representacéo.



ABSTRACT

The present work consists of a qualitative and bibliographic research whose objective is to
analyze the validations of the Pythagorean Theorem in textbooks for the 9th grade of middle
school, articulating the types of mathematical reasoning according to Balacheff and the semiotic
representations of Duval. For this, Bardin's Content Analysis is used as a technique of data
analysis. Three collections of Mathematics textbooks for the 9th grade of Elementary School
are selected, in the teacher's version, distributed in the last National Program of the Textbook,
which occurred in 2020. The condition for choosing the collections is that they contain at least
some validations of the Pythagorean Theorem. The following collections were selected:
Essential Mathematics, Telaris Mathematics and Mathematics Trails. The validations of the
theorem are studied based on two major categories of analysis, the types of mathematical
reasoning described by Balacheff and the different registers and semiotic operations described
by Duval. Subcategories are also established for the analysis, aiming to enable the articulation
between the two authors. The results of the research show that the textbooks of the three
collections present different ways to validate the Pythagorean theorem, being the intellectual
proofs of the demonstration type, which mobilize simultaneously the figurative register and the
geometric register, the most used, followed by the pragmatic proofs that resort only to the
figures or the action on them.

Keywords: Pythagorean Theorem; Validation; Proof; Demonstration; Representative record.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho parte de uma motivacao pessoal. A escolha pela temética justifica-
se devido ao fato de que, como académica do curso de Matematica na Universidade Federal da
Fronteira Sul - UFFS, me envolvo em diversos projetos e programas voltados ao publico
universitario. Participo, desde 2019, da Monitoria de Fundamentos de Matematica e Geometria,
projeto em que auxilio colegas do curso que buscam sanar davidas ou aprofundar
conhecimentos relativos aos conteudos que sdo objetos da Monitoria. Como o0 nome da
Monitoria ja sinaliza, dentre os componentes curriculares regulares (CCRs) contemplados esta
Geometria Plana, na qual os licenciandos séo apresentados aos cinco axiomas de Euclides e a
ideia de demonstracdo de teoremas segundo axiomas e outros teoremas previamente provados.
Na qualidade de monitora, percebo demasiada antipatia dos colegas de curso no que se refere
as demonstracdes em Geometria. Entretanto, nutro profunda afeicdo a Geometria Euclidiana e
ao raciocinio dedutivo geométrico, pois os vislumbro sendo exercitados cotidianamente ao
auxiliar os colegas na Monitoria.

Ademais, minha participacdo no PIBID, entre 2018 e 2019, me permite refletir a respeito
desta temética na Educacdo Basica. Neste projeto, em companhia de uma colega e com a
colaboracdo do coordenador do projeto, apliquei uma sequéncia didatica sobre o Teorema de
Pitdgoras e Tridngulos Retangulos em uma escola publica de Chapec6. No final desta
sequéncia, a partir de uma aula expositiva dialogada, explorei uma prova do teorema
supracitado com estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental. Esta foi uma das mais
significativas experiéncias em sala de aula que tive a oportunidade de vivenciar. De fato, a
experiéncia permitiu refletir a respeito da construcdo de conceitos associados ao teorema por
parte dos estudantes, conforme descrito em Borges et al (2020), trabalho do qual sou coautora.
A experiéncia de introduzir provas matematicas na Educacéo Basica foi tdo instigante, que neste
Trabalho de Conclusédo de Curso resolvo também discorrer a respeito de provas em Geometria,
particularmente acerca das provas do Teorema de Pitagoras.

Além disso, outro motivo para pesquisar provas desse teorema é que o Teorema de
Pitagoras é o mais conhecido e provado da histéria (GARBI, 2010), com trezentas e setenta
provas conhecidas e catalogadas na obra de Loomis (1940) intitulada “A Proposicdo de
Pitagoras” (The Pythagorean Proposition). Além disso, ele é aplicavel em diversos contextos
e em variadas areas da Matematica, como na Geometria Euclidiana Plana, na Geometria

Euclidiana Espacial, na Geometria Analitica, na Trigonometria ou na Algebra Linear, sendo
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também citado quando fala-se de perpendicularismo, projecdo ortogonal ou triangulos
retdngulos. Conforme pontua Garbi (2010, p. 27):

Existem muitos e belissimos teoremas na Matematica mas a aura de surpresa,
originalidade, estética e importancia que cerca o Teorema de Pitagoras faz dele algo
realmente incomparavel em relagdo aos demais: todos os caminhos da Rainha das
Ciéncias conduzem a ele.

Mesmo com a fama que o teorema recebe, na Educacdo Basica, o Teorema de Pitagoras
ndo costuma ser provado em sala de aula. O raciocinio dedutivo é parte integrante da
aprendizagem de Matematica, contudo, neste nivel escolar é praticamente inexplorado.
Entretanto, se os estudantes fossem instigados a realizar provas de proposi¢cGes matematicas,
eles poderiam passar a raciocinar a respeito da validade de teoremas matematicos em vez de
simplesmente decorar férmulas, regras e enunciados.

Desta forma, o presente trabalho é uma pesquisa que averigua como as validagbes do
Teorema de Pitagoras séo levadas a sala de aula, tendo em vista os livros didaticos. Esse estudo
tem abordagem bibliografica com anélise de dados qualitativa através da Andlise de Conteudo.
O problema de pesquisa é: Como sédo as validacbes do Teorema de Pitagoras em livros
didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental, a partir da articulacdo dos tipos de raciocinio
matematico de Balacheff e das representacfes semioticas de Duval?

Na primeira secdo deste trabalho encontra-se a introducdo. Na segunda secdo deste
trabalho, encontra-se uma breve revisdo de literatura. Na terceira secdo, encontra-se 0
referencial teorico, englobando diferentes abordagens e classificagdes acerca dos diferentes
entendimentos para os conceitos de explicacdo, argumentacédo, prova e demonstracdo. Esta
secdo também apresenta a historia do Teorema de Pitagoras e uma introducdo a Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Duval. Na quarta se¢éo, encontra-se a descricdo dos
procedimentos metodoldgicos. Em seguida, ha a quinta secdo com a andlise dos livros didaticos

e, por fim, a sexta secdo com as consideracdes finais.
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2. REVISAO DE LITERATURA

Com a finalidade de verificar a existéncia de estudos que tangenciam o tema do presente
trabalho, fez-se necessario pesquisar palavras-chave ligadas a tematica no Portal de Periodicos
da CAPES! e na BDTD?. Ao buscar apenas “Teorema de Pitagoras” sdo encontrados 66
resultados no Portal da CAPES e 97 resultados na BDTD. Apds esta primeira pesquisa, busca-
se pelos termos “Teorema de Pitagoras” e “livro didatico” concomitantemente em qualquer
parte do texto, nos dois dispositivos de busca. Ha a opcéo pelo termo “livro didatico”, uma vez
que ele € objeto de andlise deste trabalho de pesquisa. Encontra-se, entdo, oito resultados na
BDTD e quatro trabalhos no portal da CAPES. Realiza-se a leitura dos resumos dos trabalhos
encontrados e seleciona-se aqueles que citam ao menos alguma vez no resumo as teorias de
Duval ou de Balacheff. Desta forma, sdo selecionadas quatro dissertacdes na BDTD e um artigo
no portal da CAPES. Em nenhuma das etapas da busca, restringe-se algum periodo de busca,
mas séo selecionados apenas trabalhos escritos em portugués.

O primeiro trabalho encontrado é um artigo a respeito das concepgdes de professores
portugueses do 7° ao 9° ano do Ensino Basico sobre as demonstracdes matematicas. Para a
coleta de dados, os autores realizam questionarios e entrevistas, assim, percebem que os
professores com menos experiéncia em sala de aula sdo os que mais concordam com a presenca
da prova neste nivel escolar, embora apenas em alguns contetdos programaticos (VISEU et al,
2017). Um contetdo que se insere nesse contexto é o Teorema de Pitagoras. Além disso, 0s
autores verificam que, 0 que € aceito como prova de teoremas para o0 Ensino Basico, insere-se
mais no contexto de argumentacdo do que de demonstracdo propriamente dita, até mesmo em
livros didaticos portugueses. Eles afirmam que, a medida que os alunos progridem na
aprendizagem matematica, desenvolvem com maior facilidade o raciocinio dedutivo e
conseguem realizar demonstracfes de teoremas com mais formalidades. Nesse sentido, 0s
autores citam Duval para dissertarem a respeito das diferengas entre argumentacdo e prova.
Segundo Duval, o raciocinio argumentativo e o dedutivo séo intrinsecamente distintos, pois
mobilizam atividades cognitivas diferentes.

O segundo trabalho encontrado é a dissertacdo de Cabral (2017). Neste trabalho, a autora
aplica atividades experimentais visando mobilizar constru¢Ges argumentativas em uma turma

de alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, em uma turma do 3° ano do Ensino Médio e em

! Disponivel em: https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php?
2 Disponivel em: http://bdtd.ibict.br/vufind/


https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php
http://bdtd.ibict.br/vufind/
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um grupo de discentes do 3° periodo do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
do Estado de Minas Gerais (UEMG). A atividade sobre as relagdes métricas e, em especial o
Teorema de Pitagoras, ocorre com os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, sendo que com
os demais alunos, as atividades argumentativas envolvem outros contetidos matematicos. Como
principal tedrico utilizado para a analise da préatica transcorrida, a autora cita Balacheff. Na
sequéncia didatica elaborada e aplicada pela autora aos alunos do 9° ano, ela busca desafia-los
a escrever o porqué o Teorema de Pitagoras é valido. A maioria dos alunos justifica a validade
do teorema tendo por base alguns casos particulares, o que para Balacheff ndo se configura
como demonstragdo, mas como uma prova pragmatica. As outras experiéncias relatadas no
trabalho também permitem com que a autora conclua que em todas as turmas pesquisadas, 0s
alunos recorrem, em sua maioria, as provas pragmaticas para justificar afirmacfes matematicas.

Outra dissertacdo encontrada é a de Cruz (2008) em que o autor utiliza-se da teoria de
Balacheff a respeito dos tipos de raciocinio de validacdo em Matemaética para analisar uma
colecdo de livros didaticos de Matematica, a colegdo “Matematica e realidade”. Nesta cole¢do,
0 autor investiga em especifico as validacdes para o Teorema Fundamental da Aritmética e para
0 Teorema de Pitagoras. Ele conclui que as atividades presentes neste livro didatico nédo
favorecem o exercicio de producdo de provas para os teoremas estudados. 1sso porque a prova
ou demonstracdo destes teoremas aparecem na colecdo analisada somente ap6s a nocgao
intuitiva, ou seja, apds a verificacdo de sua validade apenas em alguns casos e “antes de
exercicios de fixacdo, cabendo ao aluno apenas aplicar o teorema ou a propriedade. [...]
portanto, levar o aluno a argumentar e provar ndo faz parte dos objetivos basicos da cole¢ao”
(CRUZ, 2008, p. 92).

Mesmo utilizando Balacheff como referencial tedrico, tanto Cruz (2008) quanto Cabral
(2017) ndo chegam a citar Duval em nenhuma parte dos seus trabalhos.

A proxima dissertacdo encontrada é um trabalho aplicado com uma turma do 1° ano do
Ensino Médio para verificar quais as dificuldades dos alunos em argumentar ou provar o
Teorema de Pitdgoras (FERREIRA FILHO, 2007). Para isso, o autor elabora uma sequéncia
didatica e analisa as produc¢des dos alunos a partir dos tipos de raciocinio matematico descritos
por Duval, Balacheff e outros teoricos citados pelo autor, como Aline Robert. Duval é citado
no trabalho porque defende que a prova de um teorema possui passos e que cada passo possui
uma premissa que € provada e utilizada no préximo passo da prova, até chegar-se na conclusao
procurada. Ferreira Filho (2007) elabora uma sequéncia didatica com quatro atividades
matematicas que estimulam produgfes argumentativas dos estudantes, seguindo esta concepcéo

de Duval. Os registros semidticos ndo sdo citados nesta dissertacdo e apenas a concepgéo de
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prova estipulada por Duval é citada no trabalho, verifica-se, desta forma, que o presente
trabalho possui uma abordagem distinta da utilizada por Ferreira Filho (2007). No presente
trabalho, investiga-se como provas do Teorema de Pitagoras sdo levadas a sala de aula, tendo
em vista os livros didaticos. Por sua vez, os livros didaticos sdo mencionados no trabalho porque
Ferreira Filho (2007) os utiliza para a elaboracdo das sequéncias didaticas posteriormente
aplicadas a turma do 1° ano do Ensino Médio. Balacheff é utilizado na analise das producdes
argumentativas desses alunos, quando é possivel identificar os tipos de prova que eles
desenvolvem nas quatro atividades aplicadas por Ferreira Filho (2007). A conclusdo da
dissertacdo é que os estudantes aceitam as provas pragmaticas como suficientes para validar o
Teorema de Pitagoras, mas a sequéncia de atividades permite que os estudantes identifiquem a
necessidade de provas intelectuais para a formalizacdo do conhecimento matematico.

O ultimo trabalho encontrado é a dissertacdo de Pasini (2007), que analisa as
demonstracfes de teoremas da Geometria em uma colecdo de livros didaticos do Ensino
Fundamental segundo os tipos de prova propostos por Balacheff e as fungdes do ato de provar
teoremas matematicos identificadas por De Villiers. Entre as demonstracdes analisadas a partir
desse referencial estdo a demonstracdo do Teorema de Pitagoras e demonstracdes referentes a
retas paralelas e as propriedades dos tridangulos. Nesta dissertacéo, a Teoria de Duval é pouco
utilizada, basicamente se resume a indicar a mudanca de registros de representacdo semidtica
em uma atividade referente a angulos suplementares, presente em um dos livros didaticos
analisados. Passa-se da lingua natural do enunciado para o registro figural da representacéo dos
angulos em desenho e, também utiliza-se o registro algébrico para montagem de um sistema
linear, visando encontrar a medida do angulo suplementar a um angulo que o excede em 10°.

Algo interessante a respeito desse levantamento descrito nos paragrafos precedentes é
que trés das quatro dissertacdes encontradas na BDTD partem do mesmo programa de Pos-
Graduacao, o Mestrado Profissional em Ensino de Matematica da PUC de Sao Paulo (SP). Séo
elas as dissertacBes de Cruz (2008), Ferreira Filho (2007) e Pasini (2007). A Unica dissertacdo
que ndo parte deste programa de pos-graduacdo é a de Cabral (2017), advinda do Programa de
Pds-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica da PUC de Minas Gerais. Além disso,
visualiza-se que as disserta¢des advindas da PUC-SP séo todas resultado de um projeto ocorrido
nesta instituicdo de ensino, o AProvaME, Argumentacdo e Prova na Matematica Escolar.
Segundo Cruz (2008, p. 14), este projeto € desenvolvido pelo Grupo de Pesquisa Tecnologias
e Meios de Expressdao em Matematica (TecMEM) da PUC-SP e tem como objetivo “analisar a
situagcdo da argumentacdo e prova no ensino de Matematica no Brasil, e também elaborar

situacbes de aprendizagem a serem desenvolvidas em sala de aula”. N&o sdo encontradas
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informacdes atuais acerca do projeto, por isso ndo se sabe se ele ainda estd em vigor. Entretanto,
a busca na BDTD mostra que esta tematica concentra-se em pesquisas da PUC-SP ocorridas no
final dos anos 2000.

Com base no levantamento realizado no Portal da CAPES e na BDTD, é possivel
identificar que nenhuma pesquisa analisa provas do Teorema de Pitdgoras em livros didaticos
do 9° ano do Ensino Fundamental a partir da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
de Duval, simultaneamente olhando para os tipos de raciocinio de validacdo em Matematica

estipulados por Balacheff. Isso possibilita destacar a originalidade do trabalho aqui apresentado.
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3. REFERENCIAL TEORICO

3.1 TIPOS DE RACIOCINIO MATEMATICO

Segundo Boavida (2005) as demonstracGes em Matematica surgem com a légica formal,
na Grécia Antiga. Aristoteles® ¢ o primeiro autor a sistematizar nocdes referentes a
argumentacdo e ao raciocinio dedutivo, sendo considerado o precursor da l6gica formal. Sobre
a logica formal, Perelman (1992) afirma que ela é utilizada nas demonstrac¢des, enquanto que a
I6gica informal € empregada nas argumentacdes, para justificar acdes, resolver conflitos ou
tomar decisdes.

Aristételes divide o raciocinio em dois: dialético e analitico. Boavida (2005) e Perelman
(1992) traduzem o raciocinio dialético aristotélico como um raciocinio cujas premissas iniciais
sdo constituidas por opinides verossimeis. Esse raciocinio é pessoal e utiliza-se amplamente da
lingua natural como forma de expressar 0s pensamentos. Por sua vez, o raciocinio analitico
permite inferir, a partir de determinadas premissas, uma conclusdo (SILVA, 2007). Desta
forma, segundo Boavida (2005), os raciocinios dialéticos sdo argumentativos enquanto os
raciocinios analiticos sdo demonstrativos, impessoais e podem mobilizar diferentes linguagens,
em especial, a lingua formal e a lingua natural.

Aristdteles, o pai da l6gica formal, é o primeiro filésofo a redigir trabalhos a respeito do
raciocinio analitico, de carater dedutivo, e cunhar o termo inferéncia (BOAVIDA, 2005). Em

relagdo as inferéncias, Silva (2007, p. 49) afirma que:

Inferéncia ¢ um modo de se obter conclusdes a partir de premissas. Ela é valida se a
veracidade das conclusdes depender apenas da veracidade dos pressupostos. Ela é
formal se independer do contetdo (do que € dito) mas apenas da forma légica das
assercdes (de como é dito).

Um tipo especial de inferéncia € o silogismo. O silogismo é constituido por trés termos
que compdem trés proposi¢des distintas: uma premissa maior, uma menor e uma concluséo.
Por exemplo, sejam as premissas “Todo homem ¢ mortal”, “Sécrates ¢ homem”, conclui-se em

seguida que “Socrates ¢ mortal”. Esse ¢ um exemplo cldssico de inferéncia e pode ser

3 Aristoteles (384 - 322 a.C.), discipulo de Platdo (427 - 348 a.C.), é conhecido por ter concepgdes distintas das do
seu mestre. Platdo defende a ideia que 0s objetos matematicos s6 existem no mundo das Ideias. Para Aristoteles,
0s objetos matematicos existem no mundo sensivel, mas nada mais sdo do que abstracBes de objetos reais.
Aristoteles também é o sistematizador pioneiro da I6gica formal e responsavel por trabalhos referentes as
inferéncias e pelo surgimento de estudos sobre argumentacéo (SILVA, 2007).
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generalizado como: “se todo A ¢ um B e se 0 x ¢ um A, entdo x é um B”, sendo A, B e X, as
premissas (SILVA, 2007).

Segundo Hanna (1990), os gregos séo os precursores do formalismo, em especial na
Filosofia e na Matematica. Eles sdo conhecidos como 0s principais responsaveis por tornar a
Matemaética uma ciéncia dedutiva.

A formalizagdo do conhecimento matematico tem intensa colaboragdo do matematico
alemao Frege?, que concebe uma linguagem conceitual formal® para demonstrar que todas as
no¢Oes aritméticas podem ser reduzidas a conceitos puramente I6gicos (HANNA, 1990). O
trabalho de Frege € aprimorado ao longo dos tempos, por diversos matematicos, l16gicos e
estudiosos da tematica no geral. Assim, sdo apresentados a seguir, alguns autores que discutem
sobre o raciocinio requerido nas justificacdes de premissas matematicas e cujos trabalhos sdo
publicados a partir dos anos de 1990. O primeiro deles é Raymond Duval (2004, p. 218) que
divide o raciocinio matematico em trés tipos:

1) Silogismo aristotélico ou silogismo cléssico;

2) Raciocinio dedutivo e o raciocinio por absurdo;

3) Argumentacéo.

Sobre o silogismo aristotélico, também conhecido como silogismo cléassico, Duval
(2004, p. 219) discorre que esse “foi 0 primeiro modelo de raciocinio valido elaborado com o
proposito de demonstragdo”, sendo amplamente utilizado nas relagdes de inclusdo, interse¢ao
ou exclusdo entre conjuntos. Silva (2007) complementa reafirmando que esta forma de
raciocinio desenvolvida por Aristoteles, nada mais é do que um tipo de inferéncia, que depende
de afirmac0es iniciais (premissas) e leva a uma conclusao.

Duval (2004) apresenta alguns tipos de silogismo aristotélico, em especial o silogismo
dado pelas premissas “todos A sdo B”, “nenhum C ¢ B” e pela concluséo “nenhum A é C”.
Portanto, nesse caso, conclui-se que “se todos A sdo B e nenhum C é B, entdo nenhum A é C”.

Porém, ndo é sé Aristoteles que discute a importancia de justificar asser¢des. Enquanto

ele desenvolve a légica formal com intuitos filosoficos, os matematicos gregos sédo conhecidos

4 Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) é um matematico, ldgico e filésofo alemao, conhecido por tentar
reduzir a aritmética as regras da légica, mas ndo conseguir. 1sso porque ele é confrontado por Bertrand Russell
(1872-1970), que o questiona se 0 conjunto dos conjuntos que ndo pertencem a si mesmos, pertence a si proprio,
gerando o Paradoxo de Russell (SILVA, 2007).

5 A linguagem conceitual formal concebida por Frege é a que atualmente denomina-se Légica de Segunda Ordem.
“Enquanto em Légica de Primeira Ordem a quantificagdo estd restrita a variaveis que denotam objetos, em Logica
de Segunda Ordem admitem-se variaveis — e quantificacdo sobre variaveis - que denotam propriedades de objetos,
relagdes ou fungdes entre objetos ou conjunto de objetos” (SILVA, 2007, p. 128).
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como 0s responsaveis pela introdugdo do raciocinio dedutivo na Matematica. Nesse sentido,
Vega e Alejandri (2011, p. 511) reiteram que

[...] para os gregos a ideia primaria subjacente a demonstracdo é convencer em meio
ao debate, enquanto para Newton em seu tempo, buscava-se demonstracdes mais
esclarecidas do que convencidas, e foi somente no século XIX que demonstrar
é estritamente necessario em Matematica, pois isso nos permitiu enfrentar novas
concepgdes de objetos matematicos.

Desta forma, os gregos entendem que a demonstracdo de um resultado matematico
associa-se ao convencimento, através do debate de ideias, diferentemente do entendimento de
Newton®, que aponta as demonstragdes matematicas como meios de esclarecimento.

Euclides’ é conhecido por ser um dos primeiros matematicos a utilizar a Matematica de
forma dedutiva, pois realiza provas de teoremas matematicos segundo axiomas (verdades
incontestaveis) em sua obra “Os Elementos”. Esta obra possui como objetivo reunir toda a
Matematica conhecida pela civilizacdo até aguele momento, de forma dedutiva (ROQUE,
2012).

O modelo empregado por Euclides em sua obra utiliza-se do raciocinio dedutivo ou
por absurdo, que é a segunda forma de raciocinio descrita por Duval (2004). Segundo Duval,
estas formas de raciocinio sdo amplamente utilizadas em demonstra¢cbes matematicas. O
raciocinio dedutivo é aquele que consiste na operacédo de extracdo de uma proposicado (hipétese)
e sua reutilizacdo em forma de premissa para outro passo da demonstracédo, até que se chegue
no que pretende-se mostrar (tese). Por sua vez, o raciocinio por absurdo parte de um enunciado
gue € negado, e, se esta negacdo conduz a uma contradicdo, entdo o enunciado inicial é
verdadeiro. Assim, esse raciocinio possui dois passos: o inicial e o final. No passo inicial ocorre
a negacao do enunciado. No passo final, a negacéo é rejeitada, pois leva a um absurdo. Entre
esses dois passos, existe um raciocinio intermediario que pode ser argumentativo ou dedutivo
e se desenrola até chegar na concluséo que contradiz alguma informacéo anteriormente utilizada
na demonstracdo (DUVAL, 2004). Aristoteles, por exemplo, critica as demonstracdes por
absurdo porque as considera ndo causais, ou seja, nao explicativas (SILVA, 2007). Aristoteles

entende que as demonstragOes diretas sdo superiores porque seguem um caminho direto, de

® |saac Newton (1643-1727) é um fisico, astronomo e matematico inglés, responsavel pelo estudo das trés leis do
movimento e pelo desenvolvimento do calculo diferencial e integral (ROQUE, 2012).

7 Euclides de Alexandria (323-283 a.C) é um matematico grego nascido em Alexandria. Ele torna-se conhecido
como pai da Geometria devido a sua obra “Os Elementos” que ¢ um conjunto de treze livros publicados por volta
do ano 300 a.C., em que Euclides utiliza-se do método axiomatico-dedutivo para demonstrar varios teoremas de
Geometria e Aritmética, além de realizar construgdes geométricas somente com compasso e régua ndo graduada
(ROQUE, 2012).
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deducéo em deducdo, das verdades conhecidas para as desconhecidas, enquanto a demonstragéo
indireta ou por reducdo ao absurdo ndo segue 0os mesmos passos (BARBOSA, GALVAO,
SANTOS, 2016).

Por fim, a ultima forma de raciocinio, segundo Duval (2004), é a argumentacao, a
forma mais familiar e natural de raciocinar. De acordo com Duval (1992), ha dois tipos de
argumento, o retdrico e o heuristico. O primeito serve para um locutor convencer um
interlocutor ou para o proprio locutor convencer a si mesmo, enquanto o segundo € utilizado na
Matematica para conduzir a solucéo de problemas.

Nesta perspectiva, o primeiro tipo de argumento é pessoal e € o Unico tipo de raciocinio
que pode suscitar a oposicdo de pontos de vista, por causa dos valores epistémicos
incompativeis ou distantes que podem ocorrer quando diferentes pessoas argumentam sobre
uma mesma proposicdo (DUVAL, 2004). Por valor epistémico pode-se entender “o grau de
certeza ou convicgao associado a uma proposi¢ao”, conforme pontua Duval (1991, p. 254 apud
BALACHEFF, 2022, p. 826). Duval (1992) também aponta que os valores epistémicos sdo
aqueles requeridos nos argumentos do tipo retdrico.

Além disso, Duval (1992) afirma que um argumento é aceito ou rejeitado de acordo com

dois critérios, sua relevancia e sua forga:

O exame da relevancia de um argumento € feito em relacdo ao contetido da afirmacéo
e do argumento que a justifica: seus conteldos semanticos respectivos devem
sobrepor-se, pelo menos em grande parte. Caso contrério, "estamos falando de outros

coisa", "mudamos de assunto".... A forca de um argumento, ao contrario, depende de
dois fatores. Por um lado, do fato de que nenhum outro argumento pode se opor a ela,
que ela resiste a um contra-argumento ou que é "irrespondivel”. Por outro lado, pelo
valor epistémico que tem em relacdo a aquele a quem se dirige: deve ter um valor
epistémico positivo (6bvio, necessario, auténtico,..) € ndo negativo ou neutro
(absurdo, possivel, plausivel...). Um argumento que resiste a obje¢des e tem valor
epistémico positivo € um argumento forte. (DUVAL, 1992, p. 39, tradugdo nossa).

Desta forma, no ambito da Matematica, a argumentacéo com base em argumentos fortes
pode ser entendida como o inicio do processo de justificacdo e validacdo de hipéteses ou
conjecturas, que generalizam propriedades Matematicas, dado o seu valor epistémico forte.
Desta maneira, segundo Duval (2004), é na argumentacdo que ocorre a formulacao de hipoteses
Ou conjecturas, e para Vega e Alejandri (2011, p. 511) esse “é o objetivo da argumentagdo pré-
formal, e inicio do processo demonstrativo, é portanto o ponto de inflex&@o que explica a unidade
cognitiva Argumentar—Conjecturar—Provar”. Duval (1992) também enfatiza que a
argumentacdo é o raciocinio que ndo obedece restrigdes de validade, ela acata essencialmente

restricdes de relevancia. Segundo o autor, isso se justifica porque a argumentacdo esta mais



25

proxima de discursos espontaneos: ela segue a légica das leis de coeréncia da linguagem
natural, ndo as leis légicas da lingua formal. Assim, um raciocinio torna-se uma demonstracéo
quando ele ¢ validado e por sua vez, as demonstragdes sao produtos do raciocinio dedutivo ou
raciocinio por absurdo, j& que mobilizam essencialmente a lingua formal.

Ainda no dmbito da classificacdo dos tipos de raciocinio matematico, o filésofo polonés
Chaim-Perelman (1992) os classifica em:

1) Argumentacao;

2) Demonstracao.

A argumentacdo depende do publico para ser aceita e do poder de convencimento do
interlocutor, enquanto que a demonstracao independe do publico, uma vez que admite apenas
dois valores ldgicos: esta correta ou esta incorreta (PERELMAN, 1990). Na demonstracdo, a
ordem das afirmac@es ndo é relevante, desde que sejam validas, ja na argumentacao a ordem de
exposicdo dos argumentos pode alterar as condi¢fes da sua aceitagdo. Boavida (2005), que em
sua tese de doutorado, baseia-se em Perelman, pontua que a finalidade da demonstracdo é
provar a verdade de uma conclusdo a partir das verdades de premissas ja conhecidas. Para a
autora, a argumentacdo “ndo visa a imposicdo de uma certeza indubitavel, mas a sua adesao”
(BOAVIDA, 2005, p. 36).

Uma referéncia internacional no que se refere ao estudo da argumentacéo é o filésofo
britanico Stephen Toulmin. Para ele, um argumento possui uma parte anatbmica e uma parte
fisioldgica, e as principais fases de um argumento sdo a afirmacao inicial de um problema e a
apresentacdo final de uma conclusdo. Estas fases sao como 6rgdos vitais dos argumentos
(TOULMIN, 2001).

Os elementos fundamentais de um argumento, segundo Toulmin (2001) sdo os dados
(D), a concluséo (C) e a justificativa (J). Podem ser acrescentados ao argumento especificacdes
das condicOes para que uma determinada justificativa seja valida, como qualificadores modais
(Q). Também é possivel apresentar uma refutacdo (R) da justificativa, quando ela ¢ invalida ou
insuficiente para apoiar a conclusdo. Garantias (W) também podem ser utilizadas para auxiliar
a validar o argumento. O apoio (B) de uma alegacdo pode dar suporte & justificativa, e trata-se

de um conhecimento bésico. A Figura 1 mostra um exemplo de um argumento segundo o autor.
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Figura 1 — Esquema de argumentacdo de Toulmin

D (Petersen » Assim QQ (quase  C (Petersen nao
¢ sueco) certamente) ¢ catolico
Ja que romano)
W
(Pode-se assumir com quase
certeza que um Sueco nao €

catolico romano)

|
Porque
B
(A proporgao de suecos
catolicos romanos ¢

u)

menor que 2°

Fonte: Toulmin (2001, p. 159)

No exemplo acima, a justificativa (J) é formada pela garantia (W) e pelo apoio (B), que
permitem inferir com base no dado (D) de que Peterson é sueco, que ele ndo é catdlico romano.
O esquema de Toulmin é bastante abrangente e ndo se direciona em especifico a Matematica.
Mesmo assim, é um esquema didatico e que permite ao educador matematico e ao estudante
pensar em possibilidades de argumentar matematicamente. Na Matematica, também utiliza-se
de dados (D) fornecidos por algum enunciado para que seja possivel proceder na resolucao de
algum problema ou na justificacdo (J) de alguma hipdtese. Necessita-se de garantias (W) ou de
conhecimentos béasicos (B), assim como, pode ser Util o uso de qualificadores modais (Q) para
auxiliar a escrita ou oralidade de algum raciocinio que converge a uma concluséao ou tese (C).

Outro autor que traz contribuices significativas para esse estudo é o matematico francés
Nicolas Balacheff. Ele afirma que os verbos explicar, provar e demonstrar sdo tratados
erroneamente como sindnimos no ensino de Matematica e isso contribui para o surgimento de
obstaculos de aprendizagem (BALACHEFF, 2000; 2022). Segundo o autor, cada um desses
verbos conduz a diferentes niveis de atividades cognitivas nos alunos, por isso, sdo distintos. O
autor propde a seguinte classificagdo para os tipos de raciocinio em Matematica:

1) Explicagéo

2) Argumentacgéo

3) Prova

3.1) Pragmatica
e Ostensdo

e Empirismo Ingénuo
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e Experiéncia crucial

e Exemplo genérico
3.2) Intelectual

e Exemplo genérico

e Experiéncia mental

e Demonstracao

Para Balacheff (2000), uma explicacéo € expressa em discursos em lingua natural e visa
tornar inteligivel aos interlocutores alguma afirmacéo produzida pelo locutor. Para esse autor,
explicar é despejar as razdes para responder a pergunta “por qué?”. Uma explica¢do ¢ um
discurso que tem como objetivo obter o consentimento do interlocutor sobre uma afirmacéo, e
os argumentos utilizados pelo locutor podem discutir, refutar e aceitar premissas enunciadas
por outrem ou por si mesmo. Quando um locutor tem como objetivo convencer um interlocutor
sobre a veracidade de uma afirmacao que ele faz, ele recorre a argumentacéo.

Balacheff (2022) entende a argumentagdo de forma muito semelhante com Duval
(2004). Entretanto, ele volta aos termos argumentacao retorica e heuristica para apontar autores
que preenchem lacunas deixadas por Duval na caracterizacdo desses dois tipos de argumento.
Segundo Balacheff (2022), Duval utiliza o termo “valor epistémico” como forma de divulgar o
grau de certeza, ou seja, a forca da crenca na validade de um argumento retérico. Duval ndo
propde um termo particular para o grau de certeza de um argumento heuristico. Nesse sentido,
Balacheff (2022) aponta que Gila Hanna propde o termo “valor 6ntico” para as argumentacdes
heuristicas, mobilizadas nas resolucBes de problemas matematicos. Ao contrario do valor
epistémico, o valor dntico é independentemente de qualquer agente participante do processo
argumentativo. Para Balacheff (2022, p. 830), “uma argumentagdo sera admissivel no sentido
da Matematica se o valor epistémico de seus enunciados for condicionado por seu valor dntico;
este critério permitira que ela seja reconhecida como uma prova em Matematica”. Desta forma,
as provas sao casos especiais de argumentacdo, segundo Balacheff. Para passar da explicagédo
a argumentacdo em direcdo a prova, ainda dialogando com Duval, Balacheff (2022, p. 831)

afirma que:

[...] a passagem da explicacdo a argumentacdo é aquela imposta pela necessidade de
formular as razdes e a sua organizagdo, seja para si ou para outrem. Fazer com que
outros aceitem que uma argumentacdo estabelece a validade de uma solugdo muda
seu status e valor pelo carater publico que adquire. Ela ganha o status de prova.
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Infere-se que para Balacheff (2000; 2022), quando uma argumentacéo é reconhecida e
aceita por uma comunidade, ela adquire o status de uma prova. Para o autor, ha dois tipos de
prova, a pragmatica e a intelectual. A prova pragmatica utiliza-se da linguagem cotidiana. Esse
tipo de prova recorre a agdes ou a ostensdo, ou seja, a exibicOes reais e praticas, como a
manipulagcdo de materiais, construgdes, ilustracdes, desenhos e observacdo de figuras para
validar uma hipo6tese (BALACHEFF, 1988).

As provas pragmaticas por ostensao recorrem essencialmente as figuras para validar um
resultado matematico. No entanto, o recurso a ostensdo esta presente nos diferentes tipos de
provas, como sera visto posteriormente. Quando uma pessoa ndo consegue explicar uma dada
afirmacdo matemaética de outra forma sendo apenas com o uso de figuras, ela recorre a esse tipo
de prova pragmatica, que pouco se utiliza de registros de representacbes linguisticos
(BALACHEFF, 2000). Esta é a forma mais elementar de expressdo de uma prova. Um exemplo
classico de uma prova pragmatica por ostensdo é o resultado de que a soma dos n primeiros

nameros impares é n2, conforme Figura 2.

Figura 2 — Exemplo de prova pragmatica por ostensao

|1

Fonte: Balacheff (2000, p. 21)

A Figura 2 mostra uma prova por ostensao, pois recorre essencialmente a figura para
validar um resultado matematico a respeito da soma dos n primeiros nimeros impares. O
primeiro nimero impar € o nimero 1, aqui representado pelo quadrado de lado 1 e que tem uma
unidade de area. A soma do numero 1 com o segundo impar, que é o nimero 3, resulta em 4,
ou seja, em 4 quadrados de lado 1. E assim sucessivamente. A imagem acima, por si s0, ja prova
esta propriedade, de acordo com Balacheff (2000).

Aprofundando os conceitos, Balacheff (1998; 2000; 2022) afirma que também s&o

provas pragmaticas as provas por empirismo ingénuo, experiéncia crucial, e o exemplo
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genérico. De modo geral, as provas pragmaéticas se baseiam na ostensdo, ou seja, a figura é um
suporte para provar os resultados matematicos.

As provas por empirismo ingénuo ocorrem quando os alunos formulam uma conjectura
ao verificarem que ela é verdadeira para alguns poucos casos. Porém, a validade dela ndo é
assegurada para todos os casos (BALACHEFF, 2000). Este meio de prova é insuficiente, mas
é uma das primeiras formas de raciocinio que conduzem ao processo de generalizacdo
(BALACHEFF, 1988).

Como exemplo dos tipos de prova Balacheff (1988; 2000) relata uma experiéncia
ocorrida com 28 adolescentes entre 13 e 14 anos. Na sua pesquisa, esses estudantes séo reunidos
em duplas, para eles apresenta-se um desafio matematico e disponibiliza-se apenas uma caneta,
para que discutam em conjunto e anotem os raciocinios de cada um dos membros da dupla. A
ideia é que os estudantes entrem em acordo e descrevam sua resolucéo para o desafio. O desafio
que Ihes é apresentado consiste em descobrir e justificar uma férmula que resolva o problema

de segue, apresentado em Balacheff (1988, p. 220, tradugdo nossa).

Problema
“Forneca um meio de calcular o nimero de diagonais de um poligono quando é

conhecido o nimero de vértices dele.”

O problema é dado aos alunos sem lhes fornecer as definicdes de poligono e diagonal.
O observador que acompanha a experiéncia ndo pode interferir na experiéncia, a ndo ser
fornecendo contraexemplos aos estudantes, para que eles repensem seus raciocinios.

Uma dupla pesquisada conjectura que o numero de diagonais de um poligono é o
mesmo numero que o de Vértices, pois verifica isso particularmente para o poligono de 7 e de

5 vértices (Figura 3).

Figura 3 — Exemplo de prova pragmatica por empirismo ingénuo

Fonte: Balacheff (1988, p. 223)
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Entretanto, o exemplo acima confirma que ndo estava bem clara a definicdo de diagonal
para esses alunos, ja que o poligono de 7 vértices possui, na verdade, 14 diagonais. Também
percebe-se 0 recurso a ostensdo na figura acima, visto que a figura apoia o raciocinio dos
estudantes. O observador, nesse estagio, ainda ndo intervém na definicdo de diagonal de
poligono. Além disso, a grande maioria dos demais alunos participantes da pesquisa afirma que
0 numero de diagonais de um poligono é a metade do numero de lados, baseados nos poligonos
convexos de 4 vértices, como o quadrado. O observador apresenta contraexemplos para estas
duplas, mas mesmo assim, varias duplas de alunos ndo alcangam niveis mais elevados de prova
do que o empirismo ingénuo (BALACHEFF, 1998).

Balacheff também apresenta em suas obras outro tipo de prova pragmaética, a
experiéncia crucial. Ela diz respeito a uma experimentacao cujo resultado permite escolher
entre duas hipdteses, sendo apenas uma delas verdadeira. A experiéncia crucial permite rejeitar
uma hipotese, mas nao é suficiente para afirmar que a outra é verdadeira (BALACHEFF, 2000).
Como exemplo desse tipo de prova, Balacheff (1988, p. 224) traz a resolucéo proposta por uma
dupla de estudantes para o problema do nimero de diagonais de um poligono quando o numero

de vértices deste poligono é conhecido:

Resolucdo com experiéncia crucial:

Considera-se f(n+ 1) = f(n) +a(n+1)= f(n) + a(n) + 1, sendo
n 0 numero de Vértices, f(n) o nimero de diagonaisea(n + 1) = a(n) +1coma(n)
0 numero de diagonais que sdo somadas para passar de P, (poligono de n vértices) para P,
(poligono de n + 1 vértices).

Buscando resolver o problema, esta dupla de alunos considera que f(4) =2 e que
a(4)=2econcluique f(n+1)=f(n)+a(n+1)=f(n)+a(n)+1 &
uma férmula véalida para todo n, se vale para um poligono grande, que nesse caso propdem
que seja o poligono de 15 lados. Assim, a dupla de alunos utiliza-se da experiéncia crucial, pois
apos verificar a formula para alguns casos, ou seja, depois de utilizar-se do empirismo ingénuo,
a dupla levanta duas hipoteses:

e seaformulavale paraum poligono de 15 vértices, ela vale para todos poligonos;
e seaformulanéo vale para um poligono de 15 vértices, entdo ndo vale para todos

poligonos.
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Entretanto, os alunos da dupla citada julgam trabalhoso verificar o caso para poligonos
de 15 vértices, entdo recorrem a poligonos de 10 vértices e confirmam que sua formula vale
para esses poligonos, em seguida concluem que ela funciona para todos os poligonos. Em outras
palavras, os alunos desta dupla rejeitam a segunda hipotese e concluem que a primeira deve ser
verdadeira. Entretanto, a experiéncia crucial permite apenas rejeitar a segunda hipotese, ndo é
o suficiente para confirmar a primeira.

Observando o que a dupla fez, infere-se que eles tenham realizado os seguintes calculos:

fO=fA+a)+1=2+2+1=5
fe)=fB)+aB)+1=5+3+1=9,sendo a(5) =f(5)—f(4)=5—-2=3
f(MD=f6)+a(6)+1=9+4+1=14, sendo a(6) =f(6)—f(5)=9—-5=4
f@®) =f(MN+a(?)+1=14+5+1=20, sendo a(7) = f(7) —f(6) =14—9=5
fO) =B +aB)+1=20+6+1=27 sendo a(8) =f(8)—f(7)=20—14=6
f(A0)=f9)+a@)+1=27+7+1=35 sendo a(9) =f(9) —f(8) =27-20=7

Infere-se também que a dupla conclui que a férmula encontrada é vélida, baseando-se

na verificagcdo com ilustracfes, como pode-se observar na Figura que segue:

Figura 4 — Exemplo de prova pragmatica por experiéncia crucial
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numero de diagonais: 2 numero de diagonais: 5 nimero de diagonais: 9

namero de diagonais: 35

Fonte: Autora

Outro tipo de prova descrita por Balacheff (2000) é o exemplo genérico, que consiste
na explicagédo das razGes para a validade de uma assercdo relacionada a um objeto, tido como
um representante caracteristico de uma determinada classe (BALACHEFF, 2000). Como
exemplo de prova por exemplo genérico, Balacheff (1988) usa o mesmo Problema citado

anteriormente e mostra o que uma outra dupla de alunos conclui a partir do apoio genérico do
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poligono de 6 vértices. Esses alunos estabelecem a seguinte sequéncia de diagonais partindo de
um vértice, sendo n o nimero de vértices do poligono considerado:
m-3,n-3),(n—-4),...,2,1

Esse padrao pode ser verificado a partir do exemplo do poligono de 6 vértices, como a

prépria dupla fez:

Figura 5 — Exemplo de prova pragmatica por exemplo genérico, caso do poligono de 6

vértices

vértice subsequente

n-3=6-3=3 n-3=6-3=3 n-4=6-4=2 n-5=6-5=1
em preto emvermelho em alaranjado Bm rosa
vértice de partida vértice adjacente ao de partida

Fonte: Autora

Infere-se que a dupla baseia-se essencialmente em uma figura como a Figura 5, para
chegar na sequéncia citada. Os alunos concluem o seguinte: partindo de um vértice qualquer
(neste caso o vértice de partida esta explicito no poligono a esquerda), h&d n — 3 diagonais saindo
deste vértice. Contando a partir do vértice adjacente ao de partida, também h& n — 3 diagonais
partindo dele. Mas para o vértice subsequente, uma das diagonais ja é contada no primeiro
vértice considerado, logo, dele partem n — 4 diagonais. E assim o raciocinio prossegue para 0s
outros Vértices do poligono, até partir apenas uma diagonal do Gltimo vértice considerado.
Percebe-se que a ostenséo € utilizada como apoio nesta validacdo. Segundo esta dupla de
alunos, a sequéncia formulada “é verdadeira, porque ver a figura os permite assegurar que é
assim” (BALACHEFF, 2000, p. 71, tradugdo nossa).

Evidentemente, isso ndo € o suficiente para justificar a validade da sequéncia {(n —
3),(n —3),(n —4),...,2,1} para qualquer poligono de n vértices, embora, em um
estagio primitivo, a sequéncia € uma resposta a exigéncia de ndo contar cada diagonal mais de
uma vez. A transi¢do de um termo da sequéncia para outro pode ser explicitada apenas na agéo,

por ostensdo, recorrendo a uma figura, como a Figura 5, que apresenta o caso do exemplo



33

genérico para o poligono de 6 vértices. Os alunos concluem que a sequéncia vale para outros
poligonos porque vale para um representante particular e genérico da classe de poligonos: o
poligono de 6 vertices. O numero total de diagonais de um poligono, segunda a dupla, é o
somatorio dos termos desta sequéncia.

Os exemplos de provas pragmaticas supracitados baseiam-se em ac¢des sobre objetos ou
figuras, ou seja, ancoradas no recurso a ostensdo. Por sua vez, para Balacheff (2000) as provas
intelectuais® sio baseadas na natureza genérica e geral das afirmagBes matematicas
consideradas.

A passagem das provas pragmaticas para as provas intelectuais ocorre quando o locutor
toma distancia da sua acao ao solucionar problemas (os alunos quando questionados do porqué
de alguma afirmacéo que fazem, geralmente respondem explicando as operacdes utilizadas para
resolver o problema). Mas é necessario mais do que isso para produzir provas formais. A
linguagem necessita se tornar uma ferramenta para deducdes légicas e ndo apenas um meio de
comunicacdo (BALACHEFF, 1988). Desta forma, as provas intelectuais sdo aquelas que se
utilizam da linguagem matematica formal (BALACHEF, 2000). Sdo provas intelectuais as
provas por exemplo genérico, experiéncia mental e as demonstracdes.

O exemplo genérico é um tipo de prova intelectual, quando apoia-se essencialmente na
linguagem formal e permite ao locutor que ele expresse sua prova por outro meio além da figura
exclusivamente. Ao mesmo tempo, € um tipo de prova pragmética quando apoia-se
essencialmente em figuras e acdes sobre objetos reais (BALACHEFF, 2022).

A experiéncia mental para Balacheff (2000) é uma prova intelectual que concentra-se
na acdo, internalizando-a e separando-a de uma representacdo particular. Como exemplo de tal
processo, retoma-se as discussdes da dupla de alunos Olivier e Stéphane, participantes do
trabalho desenvolvido por Balacheff (1988; 2000). Esta dupla busca as razdes para as quais o
namero de diagonais (s) partindo de um veértice de um poligono em funcdo do nimero de
vertices (n) é sempre s(n) = n — 3. Esses alunos também partem do exemplo genérico do
poligono de 6 Vvértices, entretanto, um dos integrantes da dupla logo reconhece "aqui se faz um
exemplo, ndo se deve fazer exemplos, deve ser para o geral” (BALACHEFF, 2000, p. 75,

traducdo nossa).

8 Em Balacheff (2000; 2022) utiliza-se o termo “provas intelectuais”, ao passo que em Balacheff (1988) utiliza-se
o termo “provas conceituais”. Acredita-se que isso seja consequéncia das tradugdes de obras do autor para as
diferentes linguas: espanhol, portugués e inglés contidas nesses trés trabalhos. No presente trabalho, opta-se pela
terminologia “provas intelectuais™, visto que é a forma normalmente mais encontrada em cita¢des de trabalhos do
autor.
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Segundo esta dupla, a relacdo s(n) = n — 3 é valida para quaisquer poligonos convexos
porque dois segmentos que estdo proximos ao ponto de qual partem as diagonais ndo séo
contados como diagonais. Ou seja, em qualquer poligono, a partir de cada vértice que forem

tracadas as diagonais, ha dois vértices ao lado dele que séo descartados na contagem.

Tal explicacdo baseia-se no conhecimento pratico dos objetos que estdo em jogo no
problema e, por isso, evoca uma experiéncia mental, com eventual suporte de
exemplos genéricos. Para alcangar um nivel mais alto de validagdo, seria necessario
que Olivier e Stéphane se apoiassem nas definigBes de poligono e diagonal, que nem
sequer sdo percebidas. (BALACHEFF, 2000, p. 75, tradugdo nossa).

Assim, Olivier e Stéphane ndo apenas afirmam o porqué de subtrair 3 de n para a
contagem das diagonais partindo de cada um dos n vértices de um poligono, mas realizam uma
experiéncia mental ao generalizar seu raciocinio para quaisquer poligonos. A dupla esta a
caminho de encontrar uma férmula relacionando o nimero total de diagonais de um poligono
ao numero de vertices dele. Basta multiplicarem n — 3 por n, ja que de cada um dos n vértices
de um poligono, partem n — 3 diagonais. Em seguida, basta dividir o produto encontrado por
2, visto que cada diagonal é contada duas vezes quando pensa-se na contagem vértice por
veértice. Entretanto, esses alunos, segundo Balacheff (2000) apenas podem alcancar um nivel
mais elevado de validagdo, ou seja, podem realizar uma demonstracdo, caso se apoiem nas
definicbes de poligono e diagonal. A principal diferenca entre experimento mental e
demonstracdo, segundo Balacheff (1988) é que o experimento mental ocorre na linguagem do
cotidiano enquanto a demonstracdo segue a lingua formal e o rigor matematico.

Ademais, Balacheff (2000) também reconhece que existem semelhancas entre o
empirismo ingénuo e o experimento crucial, por um lado, e o exemplo genérico da prova
intelectual e a experiéncia mental, por outro. Segundo o autor, o empirismo ingénuo e o
exemplo genérico se caracterizam por conterem apenas a afirmacdo sem muitas justificacdes,
enquanto o experimento crucial e a experiéncia mental sdo ancoradas por afirmagdes baseadas
em razoes.

O nivel mais elevado de prova, para Balacheff (2000), é a demonstracdo. As
demonstragfes em Matematica sdo baseadas em conhecimentos institucionalizados e
formalizados, sobre um conjunto de definigdes, teoremas e regras de deducéo, cuja validade ¢é
aceita socialmente pela comunidade matematica. Este principio é um dos fundamentos do rigor
matematico. Diferentemente do que fazem outros autores, Balacheff ndo coloca as
demonstracdes em uma categoria a parte. Para ele as demonstracdes sdo exemplos de provas

intelectuais. Mas, para que alguém aprenda a demonstrar, geralmente este alguém inicia o
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processo provando um dado teorema matematico apenas para alguns casos, ou seja, realizando

0 empirismo ingénuo, conforme pontua:

A passagem do empirismo ingénuo para a prova (intelectual) pode, em uma férmula
rapida, descrever o movimento do aprendizado da prova em Matematica. Esta
passagem das provas pragmaticas as provas intelectuais necessarias para ir em direcéo
a demonstracdo é também a de uma problematica pragmatica a uma problematica
tedrica. (BALACHEFF, 2022, p. 840)

De forma geral, para Balacheff (2000), a explicacdo € um discurso que visa tornar
inteligivel o carater de verdade adquirido pelo locutor, o qual pode ser discutido, recusado ou
aceito por interlocutores. Assim sendo, a explicacdo é uma forma de raciocinio particular para
cada locutor. A explicacdo pode ser equivocada, comprovada ou aprimorada até se tornar um
argumento. Um argumento caracteriza-se por um raciocinio em que o locutor explica uma
afirmacdo seja para si ou para outrem. Por sua vez, uma prova é uma argumentacado aceita por
uma dada comunidade num dado momento e uma demonstragdo € uma prova aceita pela
comunidade matematica. A demonstracdo fundamenta-se em explicagdes apresentadas numa
sequéncia de enunciados. Um enunciado é conhecido como verdadeiro, ou é deduzido a partir
daqueles que o precedem, conforme regras de deducdo. Assim, a demonstracdo é um resultado
de processo particular de prova que vem validar uma afirmacao (BALACHEFF, 2000).

Para Balacheff (2022), explicacdo, argumentagédo, prova e demonstracdo se cruzam a
medida que partem da esfera privada para a pablica, e entre estas formas de raciocinio existe

um espaco para o debate, conforme esquematizado na préxima figura.

Figura 6 — Relacdo entre explicacdo, argumentacdo, prova e demonstracéo

e = ]

demonstragdo

Fonte: Adaptado de Balacheff (2022, p. 832)
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Conforme a figura acima, Balacheff (2022) coloca a demonstragdo como um tipo de
prova, diferentemente de outros autores ja citados, que a colocam em uma categoria a parte. A
demonstracdo, para Balacheff (2022), é uma prova intelectual com carater publico, porque ja
possui aceitacdo pela comunidade matematica, mesmo assim, encontra-se em espaco de debate,
pois pode ser aprimorada.

Outra autora que também ndo coloca a demonstragdo como um raciocinio matematico
a parte, mas como um tipo de prova, € a matematica canadense Gila Hanna. Ela distingue dois
tipos principais de prova:

1) Prova que prova;

2) Prova que explica.

Ambos os tipos de prova atendem aos requisitos para uma prova matematica e, portanto,
“servem em igual medida para estabelecer a validade de uma afirmacao matematica” (HANNA,
1990, p. 9, traducdo nossa). Ademais, os dois tipos de prova consistem no ordenamento de
declaragOes que sdo axiomas ou seguem de declaragdes anteriores, e sdo resultado da aplicagéo
correta de regras de inferéncia. Entretanto, a prova que prova mostra que um teorema é
verdadeiro se preocupando apenas com sua validacdo, ndo com o entendimento do que cada
passo da prova enuncia. Esse € o tipo de prova utilizado e aceito como o meio ideal de validagdo
de proposicGes pelos matematicos e 16gicos. Assim, a demonstracdo é uma prova que prova.

Uma prova que explica, por outro lado, além de mostrar porque um teorema é
verdadeiro, fornece um raciocinio baseado em ideias mateméticas envolvidas e em
propriedades que fazem com que o teorema afirmado seja verdadeiro. Uma prova explicativa
faz referéncia a uma propriedade caracterizante de uma entidade ou estrutura mencionada no
teorema, tal que, na prova fica evidente que os resultados dependem desta mesma propriedade
(HANNA, 1990). Segundo a autora, a prova que explica é ideal para fins escolares.

Como exemplo de prova que prova, Hanna (1990) traz a demonstracdo por inducédo de

que a soma dos n primeiros numeros inteiros € n - (n + 1) /2, conforme figura que segue.
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Figura 7 — Exemplo de prova que prova
Para n=1, o teorema ¢ verdadeiro.
Assuma que ele é verdadeiro para um k arbitririo.
Entao, considere:

n+1)in+2)
—a—=

Stk+1) = Stk) + (k+1) = "—m_!;U + (n+]) =

Portanto, a afirmacio é verdadeira para k+l1 se for verdadeira para k.

Pelo teorema de inducdo, a afirmacio ¢ verdadeira para todo n.

Fonte: Adaptado de Hanna (1990, p. 10, tradu¢do nossa)

Para esse mesmo problema, Hanna (1990) apresenta um exemplo de uma prova que

explica, a prova de Gauss®.

Figura 8 — Exemplo de prova que explica

§ =142 +...4+n
§ =n+ (n-D + ...+ 1
28 = (n+D + (m+l) + . . .+ (04D} = n (n+D)
g =n{ﬁ+1).
2

Fonte: Hanna (1990, p. 10)

A prova acima, segundo a autora, é explicativa porque utiliza-se da propriedade de
simetria da soma do primeiro termo da sequéncia com o ultimo, do segundo com o penultimo
e assim por diante, para mostrar porque a afirmacédo é verdadeira. Esta propriedade de simetria
é intuitiva e facilmente verificavel, por isso, consegue trazer o carater explicativo para a prova.

Hanna (1990) enfatiza que € possivel adotar uma abordagem explicativa para a prova
em sala de aula sem abandonar os critérios de legitimacdo. Segundo ela, o que realmente
importa é a mensagem por tras da prova, nao sua sintaxe. Por isso, ela afirma que o0 excesso de
formalidade pode “obscurecer em vez de esclarecer” (HANNA, 1990, p. 12, traducéo nossa).
Nesse sentido, cabe pontuar que ao longo da historia da Educagdo Matematica surgem
movimentos de busca pelo formalismo no curriculo da Matematica, exemplo disso é o

Movimento da Matemética Moderna, que fracassa pouco tempo depois de sua implantacdo, na

® Johann Carl Friedrich Gauss (1777, 1885) é um matematico, astronomo e fisico alemédo. Conta a lenda que Gauss,
guando crianca, fica de castigo na aula e seu professor solicita que ele some todos os nimeros naturais de 1 a 100.
Gauss inicia somando 1 com 100, 2 com 99, 3 com 98 e assim por diante, obtendo sempre 101. Ele observa que na
soma de 1 até 100 obtem-se 50 vezes o nimero 101. Entéo para efetuar 1 +2 + 3 + ... + 98 +99 + 100, basta fazer
50 x 101 que resulta em 5.050. Esta técnica é conhecida como soma de Gauss. (RIBEIRO, s.d.)
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década de 70, e um dos motivos do fracasso do movimento é justamente 0 excesso de
formalismos matematicos (ONUCHIC; ALLEVATO, 2012).

Neste estudo, o ultimo autor apresentado que discute a respeito das provas em
Matematica € De Villiers (2001). Para ele, a prova matematica serve para verificacdo de
afirmacGes matematicas, bem como possui as seguintes funcGes: explicacdo, descoberta,
sistematizacdo, comunicacéo e desafio intelectual. A funcdo de explicagdo se deve porque a
prova € util para explicar exemplos obtidos através de verificacbes empiricas. Com a
explicacdo, atinge-se confianca na validade de uma hipdtese, e, quanto mais exemplos forem
testados, mais esta confianga aumenta. A prova como processo de descoberta suscita o0 encontro
de novos resultados.

Como um processo de sistematizacdo, o autor entende que a prova possibilita
transformar um conjunto de resultados conhecidos em uma definicdo ou teorema, pois
sistematiza afirmacdes isoladas e as organiza de forma coerente e unificada. A prova como
meio de comunicac¢do divulga o conhecimento matematico para a sociedade, permitindo o seu
refinamento, a identificacdo de erros e a descoberta de contraexemplos. A prova como desafio
intelectual cumpre a funcdo gratificante de realizacdo propria e satisfacdo pessoal quando
consegue-se chegar a uma deducdo para uma dada assercdo matematica. Assim, a prova ndo
serve apenas como um meio de verificacdo de um resultado ja descoberto, mas permite explorar,
analisar, descobrir e inventar novos resultados.

Como visto nesta secdo, ha diferentes tipos de raciocinio matematico, sendo que cada

autor apresentado traz o seu entendimento e sua classificacéo.

3.2 O TEOREMA DE PITAGORAS AO LONGO DA HISTORIA

A Matematica pitagorica, desenvolvida na primeira metade do século V a.C., faz a
transicdo entre a Matematica de Tales e Euclides. Também influenciado pela Matematica
egipcia, Pitagoras introduz um tipo de Matematica abstrata na Grécia

De acordo com Garbi (2010), conjectura-se que Pitagoras (586 a. C. a 500 a. C.) é
natural na ilha grega de Samos. Segundo o autor, Tales, pai da Matematica dedutiva, torna-se
influente e seus escritos chegam até Pitagoras, mesmo que Pitagoras tenha nascido duas décadas
depois da morte de Tales e que ambos ndo tenham se conhecido. Eves (2004) diz que Pitagoras

reside por algum tempo no Egito e pode mesmo ter-se aventurado em viagens mais extensas.
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Ao retomar para Samos, encontra o poder nas méos do tirano Policrates e a Jonia sob o dominio
persa, entdo decide migrar para Crotona, onde funda a escola pitagérica, por volta de 540 a.C.
Nesta irmandade, ele e seus pupilos pitagoricos estudam Filosofia, Ciéncias Naturais,
Matematica e realizam rituais misticos e religiosos (GARBI, 2010).

A irmandade torna-se influente em Crotona até que a populacéao revolta-se contra ela e
a destroi porque nao entende o que a seita pitagorica faz por 14, desta forma, a consideram uma
ameaca religiosa e politica. Pitagoras foge para a cidade grega de Metaponto, onde morre,
provavelmente assassinado durante uma revolucao popular. Por sua vez, a escola pitagorica se
reestabelece depois de um tempo, se expande para outras cidades e continua a existir por pelo
menos dois séculos (EVES, 2004; GARBI, 2010). De acordo com Boyer (2012), a escola
pitagorica torna-se tdo influente, que acredita-se que Pitadgoras tenha concebido as palavras
Matematica (que significa “o que é aprendido”) e Filosofia (que significa “amor a sabedoria™).

Apesar destas suposicdes a respeito de Pitagoras, de acordo com Pereira (2002) e Eves
(2004), é praticamente impossivel descrever a vida e 0s pensamentos de Pitagoras, pois as obras
gue versam sobre ele sdo de no minimo duas décadas apds a sua provavel existéncia. Roque
(2012, p.78) afirma que ““a escassez das fontes, somada a convergéncia interessada dos unicos
textos disponiveis, permitem duvidar até mesmo da existéncia de um matematico de nome
Pitagoras”. De qualquer forma, mesmo sem nenhuma constatagdo concreta da existéncia de
Pitagoras, sabe-se que ele empresta seu nome ao teorema mais conhecido da historia, o0 Teorema
de Pitagoras (GARBI, 2010).

O enunciado do Teorema de Pitagoras € difundido internacionalmente e afirma que a
soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo.
Segundo Garbi (2010), a palavra “cateto” tem origem grega e significa “vertical ou
perpendicular”, enquanto a palavra grega “hipotenusa” significa “estender-se sob”. Ou seja, a
hipotenusa € o lado que se estende sob o angulo reto.

Segundo Miorim (1998), é de conhecimento dos babilénios a relacdo enunciada pelo
Teorema de Pitagoras, mais de um milénio antes de Pitagoras. De acordo com a autora, mesmo
que existam suposicOes de que egipcios, hindus e chineses também conhegam o teorema antes
desta data, ndo ha evidéncias da veracidade desse fato. Boyer (2012) destaca que a tabua
Plimpton 322, datada do periodo babilonico antigo (entre 1900 a 1600 a.C.), apresenta uma
série de ternas pitagoricas, ou seja, de medidas cujos quadrados das duas menores somadas
resultam no quadrado da maior. Por sua vez, diferente dos babilénios, os egipcios preocupam-
se essencialmente com a aplicacdo de conhecimentos matematicos em problemas de sua

realidade, como a fabricacdo de cerveja ou a divisdo de terras. A discussdo filoséfica da
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Matematica inicia-se na escola pitagorica. De acordo com Boyer (2012, p. 56) para 0s
pitagoricos “a Matematica se relaciona mais com o amor a sabedoria do que com as exigéncias
da vida préatica”.

Por essas razdes, Boyer (2012) afirma que o Teorema de Pitagoras teria possivelmente
sido demonstrado pela primeira vez pelos pitagéricos ou por Pitagoras, e, consequentemente,
recebe esse nome. Nesta perspectiva, para Eves (2004, p. 101):

Como os ensinamentos da escola (pitagdrica) eram inteiramente orais e como era
costume da irmandade atribuir todas as descobertas ao referenciado fundador, € dificil
agora saber exatamente que descobertas matematicas se devem ao prdprio Pitagoras
e quais se devem a outros membros da confraria.

Quanto as diversas demonstracGes que esse teorema recebe ao longo da historia, na
segunda edicdo da obra de Loomis (1940), intitulada “A Proposicdo de Pitagoras” (The
Pythagorean Proposition), sdo agrupadas trezentas e setenta diferentes demonstragdes. De
acordo com Miorim (1998, p. 6) “Paulus Gerdes, em seus estudos sobre os ornamentos e
artefatos africanos, encontra muitas outras possibilidades de demonstragao”.

Eves (2004) afirma que, possivelmente, a primeira prova do teorema, dada por Pitagoras
ou por algum pitag6rico, € uma prova por decomposicao de figuras geométricas, no caso quatro
triangulos retangulos de catetos b e ¢ e hipotenusa a, os quadrados cujos lados medem a, b e c

unidades de comprimento. Esta prova teria sido como a que segue.

Figura 9 — Provavel primeira prova do Teorema de Pitagoras.

b a

b a
Fonte: Adaptado de Eves (2004, p. 103)

Na Figura 9 é possivel identificar, inicialmente, a esquerda, um quadrado de lado a+Db,
formado por um quadrado de lado a, um quadrado de lado b e quatro triangulos retangulos de
hipotenusa c e catetos a e b. No quadrado de lado a+b, a direita, também identificam-se quatro
triangulos retangulos de hipotenusa c e catetos a e b, além de um quadrado de lado ¢c. Como 0s
quadrados de lado a+b, a direita e a esquerda sdo congruentes, bem como os quatro triangulos

retdngulos contidos em cada um desses, conclui-se que a area de um quadrado de lado a somada
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a &rea de um quadrado de lado b resulta na &rea um quadrado de lado c. Segundo Garbi (2010),
esta mesma demonstracdo pode ter sido realizada independentemente por Pitagoras e estudiosos
chineses, sendo que recebe o0 nome de “diagrama chinés”.

Entretanto, conforme Garbi (2010), Pitagoras pode ter provado o teorema que recebe
seu nome de outra forma. Seja um triangulo retangulo de catetos b e c distintos e hipotenusa a,
constroi-se quatro triangulos iguais a ele e um quadrado de lado b-c. As figuras podem ser

dispostas como a ilustracéo abaixo.

Figura 10 — Outra provavel primeira prova do Teorema de Pitagoras.

Fonte: Garbi (2010, p. 28).

Na figura acima, o quadrado de lado a possui area equivalente a area de quatro tridngulos
retdngulos de hipotenusa a e catetos b e ¢ somados a area de um quadrado de lado b-c. Quando
efetua-se esta soma e iguala-se a area do quadrado de lado a, chega-se ao enunciado do Teorema
de Pitagoras. Estas demonstracBes puramente figurais, descritas nas figuras acima, sao
chamadas de “demonstragdes sem palavras” por Garbi (2010).

Enquanto Eves (2004) e Garbi (2010) discutem as possiveis provas para o teorema
realizadas pelos pitagoricos, Roque (2012, p. 86) contesta que “ndo se conhece nenhuma prova
do teorema geomeétrico que tenha sido fornecida por um pitagérico e parece pouco provavel que

ela exista”. Para Roque (2012, p. 86), o teorema ¢ um resultado aritmético, ndo geométrico:

Né&o deve ter havido um teorema geométrico sobre o triangulo retdngulo demonstrado
pelos pitagoricos, e sim um estudo das chamadas triplas pitagdricas. O problema das
triplas pitagdricas é fornecer triplas constando de dois nimeros quadrados e um
terceiro nimero quadrado que seja a soma dos dois primeiros.

A autora argumenta que se Pitagoras realmente existiu, ele e sua escola teriam feito
estudos mais voltados @ Matematica concreta e estabelecido relagdes referentes a padrbes
numéricos, relacionando as ternas pitagoéricas com o0s numeros figurados (mais

especificamente, com 0s nimeros quadrados, que sdo nUmeros com raiz quadrada exata).
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3.3 INTRODUCAO A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

A filosofia da ciéncia explica que a Matematica é uma ciéncia a priori, diferente de
qualquer outra ciéncia, dado que “os objetos matematicos nao estdo diretamente acessiveis a
percepcao ou a experiéncia intuitiva imediata” (DUVAL, 2012b, p. 268). Isso significa que os
seres humanos apenas possuem acesso aos objetos matematicos a partir das suas diferentes e
diversas representacdes: escrita, simbolos, niameros, desenhos, graficos, etc.

Como o0s objetos matematicos ndo sdo reais, eles existem na mente humana como
representacdes mentais. Para serem exteriorizados no mundo real, precisam ser representados
por meio de algum sistema semidtico. De acordo com o psicélogo e filésofo francés Duval
(2004; 2012b), as representacbes mentais dizem respeito as conceituacdes concebidas por
alguém acerca de um objeto em sua mente, enquanto as representacbes semioticas sao
producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdes. O
psicélogo e filésofo é enfatico ao argumentar que as representacdes semioticas ndo sdo apenas
a exteriorizacdo de representacdes mentais para fins de comunicacédo, elas sdo essenciais a
atividade cognitiva do pensamento.

Segundo Duval (2012b, p. 270), “se é chamada “semiose” a apreensdo ou a producao
de uma representagdo semidtica, € “noesis” a apreensdo conceitual de um objeto, a noesis €
inseparavel da semiose”. Nao ha compreensao conceitual sem o uso de representagdes, ou seja,
“ndo ha noesis sem semiose” (DUVAL, 2004, p. 14).

Mesmo que as representacdes sejam imprescindiveis para a aprendizagem dos objetos
matematicos, € preciso ter cuidado para ndo confundir o objeto matematico e suas
representacdes, porque um mesmo objeto matematico pode ser representado de diversas formas.
Os numeros, por exemplo, sdo objetos matematicos, enquanto as escrituras decimais ou
fraciondrias sdo representagdes desses. Para Duval (2004, p. 14), “toda confusdo entre objeto e
sua representacao provoca, com o decorrer do tempo, uma perda de compreensao”.

Segundo Duval (2012b), um sistema semiotico & considerado um registro de
representacdo semiotica quando permite o exercicio das trés atividades cognitivas semioticas:
a formacéo, o tratamento e a conversao.

A primeira atividade semiotica é a formag&o de uma representacdo identificavel, ou seja,
a formacéo de uma representacdo de algum objeto matematico em um dado registro semidtico.
A formacéo implica na selecdo de informagdes referentes ao contetido a representar. Para Duval

(2012b, p. 271), “esta selecdo se faz em funcdo de unidades e de regras de formagéo que séo
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proprias do registro cognitivo no qual a representagdo ¢ produto”. Por exemplo, ao representar
um tridngulo no registro figural, pode-se desenhar trés segmentos que se encontram em seus
extremos. As pessoas que visualizam esta figura identificam que se trata de uma representacédo
do objeto triangulo.

Por sua vez, o “tratamento de uma representacdo é a transformacéo desta representacéo
no mesmo registro onde ela foi formada” (DUVAL, 2012b, p. 272). Desta forma, o tratamento
¢ uma forma de reescrever uma mesma informacdo, mantendo-se a referéncia ao objeto e
permanecendo no mesmo registro de representacdo semidtica. Sendo assim, cada registro
possui regras proprias de tratamento. Por exemplo, ha um tratamento no registro algébrico
guando resolve-se uma equacéo (a equagdo x — 1 = 5 pode ser reescrita como x = 5 + 1).

Por fim, a conversio ocorre entre registros distintos. E a transformagdo de uma
representagdo em uma outra representagéo, “conservando a totalidade ou uma parte somente do
contetdo da representacdo inicial” (DUVAL, 2012b, p. 272). Esta atividade semiotica ndo
possui regras proprias e por esta causa, costuma ser mais dificil cognitivamente para 0s
estudantes. Um exemplo de conversdo € quando passa-se da lei de formagdo de uma funcéo,
em registro algébrico, para sua representagdo grafica no plano cartesiano.

Das trés atividades semidticas, a conversdo assume um importante papel para a
aprendizagem matematica, pois para ser realizada, requer conhecimentos dos diferentes
registros de representacdo envolvidos. Por isso, Duval (2012b, p. 282) enuncia sua hip6tese de
aprendizagem levando em consideragdo a operacdo semidtica de conversdo: “a compreensao
(integral) de um contetido conceitual repousa sobre a coordenagdo de ao menos dois registros
de representacao, e esta coordenacdo se manifesta pela rapidez e a espontaneidade da atividade
cognitiva de conversao”. Ou seja, a aprendizagem ocorre quando um individuo representa um
objeto matematico em ao menos dois registros e consegue converter esse objeto de um registro
a outro espontaneamente.

Para Duval (2004), h4 quatro grandes categorias de registros: o geométrico ou figural,
0 algébrico ou da lingua formal, o grafico e o registro da lingua natural. O registro em lingua
natural € o mais apropriado para cumprir a funcdo de comunicacgéo, entretanto, outros sistemas
semioticos também podem realizar esta funcdo. O discurso em lingua natural ou formal ndo sé
comunica informagdes, mas também permite tratamentos sobre estas informacdes.

Nesse sentido, o autor destaca que a lingua formal da Matematica baseia-se na logica de
Frege e utiliza-se de quatro unidades elementares: as letras com funcdo proposicional; 0s
simbolos com fun¢des de quantificadores; as letras com funcdo de variaveis e 0s simbolos com

funcéo de operadores e conectivos 16gicos. Por sua vez, o registro figural é puramente visual e
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ndo discursivo. Esse registro é englobado pelas figuras geométricas. Outro registro visual é o
grafico, em que informagdes sdo organizadas de forma grafica, por exemplo em um plano
cartesiano ou grafico de setores. Nesse registro, a escala, a cor, a orientacdo e o tamanho sao
variaveis muito importantes, pois “essas variaveis podem representar relagdes de ordem, de
proporcionalidade e de semelhanga” (DUVAL, 2004, p. 158).

Em atividades matematicas, estes diferentes registros nao aparecem isoladamente, e por
esta razdo Duval (2011, p. 99) afirma que “pensar em Matematica mobiliza sempre pelo menos
dois registros”. Ha uma complementaridade entre 0s registros para que possa ser possivel o
pensamento e a comunicacdo de raciocinios matematicos (DUVAL, 2004). No caso da
Geometria, a mobilizacdo da lingua natural e do registro figural para a desconstrucéo das formas
e de um terceiro registro, o algébrico, para calcular as relagdes numéricas estabelecidas pela
figura acompanhada da escrita.

O registro figural ampara a designacao das figuras e de suas propriedades, enquanto o
registro em lingua natural enuncia defini¢cdes, teoremas e hipGteses da Geometria. Para esse
autor, as figuras geométricas possuem um importante papel heuristico. Nesta mesma
perspectiva, Menoncini (2018, p. 27) defende que as figuras geométricas “exercem um papel
fundamental na construgdo de conhecimentos matematicos: recorre-se a elas para compreender
um conceito, para reconhecer ou aplicar uma propriedade, para demonstrar um teorema, para
resolver um problema, etc”. Nesse sentido, a articulagdo do registro geométrico com outros
registros é fundamental para as atividades matematicas.

Para Duval (2004, p. 159), “uma figura geométrica € a configuracdo de ao menos duas
unidades figurais elementares”, sendo indissocidvel de suas unidades figurais (adimensional é
0 ponto; unidimensional é a reta ou curva; bidimensional € um poligono; tridimensional é um

poliedro e assim por diante), conforme mostra a figura a seguir.
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Figura 11 — Unidades figurais

OBJETO VISIVEL
Dimensio 0 Dimensio 1 Dimensio 2
Forma Forma Forma Forma
retilinea curvilinea retilinea curvilinea
Aberta Fechada Aberta Fechada
. —_ X 3 Q O
Ponto Reta; Arco; Angulo;  Triangulo; Curvacom  Oval;
segmento curva cruz quadrado; ponto duplo; redondo
de reta retﬁngu]_o C‘Llsplde

Fonte: Menoncini (2018, p. 28) e Duval (2004, p. 159)

Como se observa na Figura 11, as unidades figurais compdem toda e qualquer figura
geométrica. Elas podem pertencer ou ndo a mesma dimensao da figura. Por exemplo, poligonos
sdo formas retilineas fechadas, de dimensdo 2, mas sdo formadas por formas retilineas de
dimensao 1 e dos pontos de dimenséo 0.

A respeito dos tratamentos figurais, baseada em Duval, Rempel (2021, p. 17) discorre
que “os tratamentos figurais, sdo operagdes realizadas sobre as unidades figurais de uma figura
geométrica com objetivo de transformé-la em outra figura”. Duval (2004) defende que as
operacOes mereoldgicas de reconfiguracdo e de desconstrucdo dimensional sdo os principais
tratamentos que podem ser realizados sobre a figura. Sobre isso, ele afirma que “as operagoes
mereoldgicas de reconfiguracdo se apoiam sobre a percepcdo. O simples reconhecimento
perceptivo das figuras pode ser uma ajuda ou, ao contrario, um obstaculo para resolver um
problema” (DUVAL, 2011, p. 92).

Assim, a reconfiguracdo baseia-se na transformacéo de unidades figurais em outras
figuras de mesma dimensdo cujo formato final pode ou ndo ser igual a figura inicial. Um
exemplo de reconfiguracdo é apresentado na figura a seguir, sobre uma demonstracdo do

Teorema de Pitagoras no registro das figuras.
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Figura 12 — Reconfiguragdo de uma figura geométrica em unidades de mesma dimensao

/

ﬂ.\

11
Fonte: Duval (2005, p.40)

Na Figura 12, Duval (2005) decompde a representacao inicial do quadrado em quatro
tridangulos retangulos e um quadrado menor. Estas subfiguras sdo todas bidimensionais. A
figura final, formada por estas pecas reconfiguradas, tem a mesma dimenséo da figura original.

O segundo tratamento figural descrito por Duval é a desconstrugdo dimensional, que “se
faz contra a percepcao, isto é, contra o reconhecimento imediato de unidades 2D/2D*° ou 3D/2D
que se impde a primeira vista e que bloqueiam o reconhecimento de outras unidades figurais”
(DUVAL, 2011, p. 93). A desconstrucdo dimensional implica em visualizar uma figura e
identificar as unidades figurais presentes nela que estdo em dimensdes inferiores. Por exemplo,
em uma figura bidimensional, as unidades inferiores sdo as retas e os pontos. A Figura 13

mostra uma desconstrucdo dimensional.

Figura 13 — Exemplo de desconstru¢do dimensional

| ] [ ]

mm oo ot

Fonte: Adaptado de Duval (2011, p.89)

Na Figura 13, a figura original é transformada em outra figura bidimensional, a partir
do tracado dos segmentos de retas e pontos que séo unidades figurais 1D e 0D, indo ao encontro

da afirmagdo de que a desconstru¢do dimensional “permite analisar a transformagdo de uma

100D, 1D, 2D e 3D indicam dimensdes 0, 1, 2 e 3, respectivamente.
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forma dada em outra de mesma dimensao mesmo que ela pareca completamente diferente”
(DUVAL, 2011, p. 89).
N&o apenas os tratamentos figurais sdo exercitados em Geometria, mas também as

diferentes conversoes:

A ilustracdo é a conversao de uma representacdo linguistica em uma representacéo
figural. A traducéo é a conversao de uma representacao linguistica numa lingua dada,
em outra representacao linguistica de outro tipo de lingua. A descricdo é a conversao
de uma representacdo ndo verbal (esquema, figura, grafico) em uma funcéo
linguistica. (DUVAL, 2012b, p. 272).

Desta forma, a ilustragédo, a descricdo e a tradugdo sdo exemplos de conversdes que
envolvem os registros da lingua natural e das figuras.

No que se refere as conversoes, Duval (2012b, p. 276) enfatiza que “a conversao das
representacdes semidticas é a primeira fonte de dificuldade a compreensdo em Matematica”.
Por esta razdo, Duval afirma que “das trés atividades cognitivas ligadas a semiose, somente as
duas primeiras - a formagao e o tratamento sdo levados em conta no ensino” (DUVAL, 2012b,
p. 277). A conversdo é mais complexa e se relaciona com a necessidade de coordenacéo de dois
registros de representacdo distintos para um mesmo objeto matematico. Se ndo ocorre a
conversdo de um desses dois registros para 0 outro, e vice-versa, ndo ocorre a coordenacéo e,
consequentemente, ndo ocorre a aprendizagem do objeto matematico representado, segundo
Duval (2004).

De acordo com Duval (2012b), os insucessos na conversao de registros sugerem noesis,
mas ndo semiose. Insucessos na conversdo sdo muito comuns em Geometria, por exemplo
quando o estudante 1€ um problema com enunciado em lingua natural e necessita converté-lo
em uma figura para resolver esse problema, porém, mostra dificuldade em interpretar o que 1€
em lingua natural e consequentemente, ndo consegue realizar a conversao de ilustracéo.

Portanto, os tratamentos figurais e as conversdes sdo extremamente importantes na
aprendizagem de Geometria. Aprender a ver as figuras, sob o olhar geométrico, implica em
operar sobre ela de modo que a nova figura traga algum ganho de conhecimento em relacéo a
anterior. Assim, Duval (2004) traz a tona as apreensdes geométricas, que sdo interpretagdes que

emergem quando se esta diante de uma figura geométrica.
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3.4 APREENSOES GEOMETRICAS

Duval (2005, 2012a) utiliza a denominacdo “apreensdes geométricas” para analisar as
interpretacdes que afloram quando o individuo interage com figuras. Em sua obra, ele apresenta
quatro tipos de apreensdes geométricas:

1. A apreensdo perceptiva ou gestaltica: diz respeito ao reconhecimento visual de
formas, de maneira imediata e automatica. Ela permite identificar rapidamente uma forma sem
exigir conhecimentos matematicos. Cada pessoa pode exprimir uma apreensdo perceptiva
distinta.

Por exemplo, na Figura 14 podem prevalecer as leis da Gestalt quando a pessoa
reconhece primeiramente o retdngulo e o quadrado sobreposto a ele. Somente com um olhar
mais cuidadoso, percebe um hexagono, dois tridngulos e dois pentagonos ndo convexos. As leis
da Gestalt implicam no reconhecimento imediato da forma global de uma figura, mas dificultam

que unidades figurais de dimensdes inferiores sejam identificados nela (MENONCINI, 2018).

Figura 14 — Exemplo de apreensio perceptiva

Fonte: Adaptado de Duval (2011, p. 87)

2. A apreensdo discursiva: manifesta-se quando um enunciado de um problema
geométrico é acompanhado por um desenho ou uma figura. O registro discursivo se liga ao
figural e colabora com sua interpretacéo.

Esta apreensdo é perceptivel na maioria dos exercicios de Geometria trabalhados na
escola. Ela mobiliza principalmente a atividade cognitiva de converséo, pois revela-se quando
trabalha-se concomitantemente com o registro discursivo (lingua natural ou formal) e registro
figural. Nesse sentido, a ilustracdo e a descricdo sdo exemplos de conversdes que mobilizam a
apreensdo discursiva, pois relacionam o enunciado em lingua natural (ou formal) com alguma

figura. E possivel identificar esta caracteristica na figura que segue.
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Figura 15 — Exemplo de apreensdo discursiva

ACBC' e AB'CB sdo0 paralelogramos,
prove que A é o meio geométrico C'B’.
B C

c’ A B’

Fonte: Duval (2012a, p. 122)

Na Figura 15 é possivel identificar um trapézio com um triangulo inscrito ou também,
trés triangulos justapostos, que ndo correspondem as figuras descritas no enunciado. A
identificacdo dos paralelogramos contida no enunciado ndo é tdo imediata quanto a
identificacdo do trapézio ou dos tridngulos. Entretanto, o enunciado facilita a visualizacéo deles.

3. A apreensdo sequencial: é a apreensdo requerida em construcdes geométricas, em
gue existe uma sequéncia de passos a ser observada e seguida para a construcdo de um desenho
geomeétrico.

4. A apreensao operatoria: refere-se as modificacGes que podem ser realizadas com
uma figura inicial graficamente ou mentalmente, podendo ser do tipo:

a) Oticas: sdo observadas ao deformar, ampliar ou reduzir figuras iniciais e transforma-

las em outras, que sdo as suas imagens. Exemplo: homotetia.

Figura 16 — Exemplo de apreensédo operatoria Optica, a homotetia

Fonte: Duval (2004, p. 167)

Os quadrados da Figura 16 séo semelhantes. O primeiro é transformado no segundo a
partir da homotetia, que preserva a forma e orientacdo da figura original, mas modifica seu
tamanho.

b) Posicionais: relacionam-se com a mudancga de posicao, geralmente em relagdo uma

reta, um eixo ou plano. Exemplos: rotagdo e translagéo.
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Figura 17 — Exemplo de apreensdo operatoria posicional, a rotagao

Fonte: Duval (2004, p. 173)

A Figura 17 apresenta um desenho que € rotacionado em 90° no sentido anti-horario,
produzindo uma nova figura.

c) Mereoldgicas: dizem respeito a divisdes de uma figura em subfiguras, ou acréscimo
de outras figuras. S&o comumente utilizadas em questdes de Geometria e existem trés modos
de efetuar a decomposicao figural:

Decomposicdo estritamente homogénea: a figura final mantém a forma da figura inicial,

pode-se observar isso no exemplo abaixo:

Figura 18 — Exemplo de decomposigdo estritamente homogénea

I/

/ IV F4 £
i F. 2
r, .-—._,—
i 4 i
P i A
4 ¥

i r # /

Fonte: Duval (2005, p. 21).

Decomposicdo homogénea: a figura final possui partes idénticas da figura inicial,

conforme a seguinte ilustracdo:

Figura 19 — Exemplo de decomposi¢dao homogénea

Fonte: Duval (2005, p. 21)

Decomposicdo heterogénea: a forma da figura final é totalmente diferente da forma da

figura inicial.
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Figura 20 — Exemplo de decomposi¢do heterogénea

Fonte: Duval (2005, p. 21)

E possivel identificar que as decomposicdes transformam uma figura inicial em outra
figura através de cortes e reconfiguragdes. Esta nova figura formada sempre traz alguma

contribuicdo em relagdo a figura anterior, conforme pontua Duval (2011).
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4. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O presente trabalho configura-se como uma pesquisa bibliogréafica, com analise de
dados qualitativa. A pesquisa qualitativa ndo fundamenta-se em dados quantitativos e, segundo
Creswell (2010, p. 184) "os procedimentos qualitativos se baseiam em dados de texto e imagem,
tém passos unicos na analise de dados e usam estratégias diversas de investigacdo”. Além disso,
o carater bibliografico da pesquisa se deve as fontes analisadas para a concretizagdo do trabalho,
que séo inteiramente bibliograficas. Segundo Gil (2002, p. 44) “a pesquisa bibliografica ¢é
desenvolvida com base em material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos
cientificos”.

Sendo uma pesquisa bibliografica, para organizar e interpretar os dados coletados
recorre-se a analise de contetdo de Bardin (2016), por meio da realizacdo de trés fases: a
pré-andlise, que corresponde a formac&o do corpus de documentos; a exploracdo do material
e tratamento dos resultados; e a inferéncia e interpretagéo.

A pré-andlise corresponde a formacdo do corpus de documentos. Neste trabalho, o
corpus € uma amostra de trés colecGes de livros didaticos de Matematica dos anos finais do
Ensino Fundamental, distribuidas no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2020.
Inicialmente observam-se todos o0s volumes das trés cole¢des e identificado que em todos eles,
somente 0s volumes do 9° ano do Ensino Fundamental apresentam o Teorema de Pitagoras.

Assim, a amostra € composta apenas pelos livros didaticos do 9° ano que seguem:

1. PATARO, Patricia Moreno; BALESTRI, Rodrigo. Matematica essencial 9° ano:
Ensino Fundamental, anos finais.1. ed. S&o Paulo: Scipione, 2018.

2. DANTE, Luiz Roberto. Telaris Matematica, 9° ano: Ensino Fundamental, anos
finais. 3. ed. S&o Paulo: Atica, 2018.

3. SAMPAIO, Fausto Arnaud. Trilhas da Matematica, 9° ano: Ensino Fundamental,
anos finais. 1. ed. S&o Paulo: Saraiva, 2018.

Como critério para a escolha destas colecGes € considerado o ultimo PNLD, de 2020, a
versdo do professor e 0 acesso digital aos materiais. De fato, as cole¢des estdo disponiveis na
versdo de professor através de uma plataforma de acesso a livros didaticos digitais, chamada e-

docente®!, das Editoras Atica, Saraiva e Scipione. A escolha da versdo do professor justifica-se

11 Disponivel em: https://www.edocente.com.br/. Acesso em 15 jul. 2022.


https://www.edocente.com.br/
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pelo fato de que € uma versdo que contém orientagfes aos professores e conta com comentarios
de como as validacdes do teorema podem ser exploradas em sala de aula, com sugestdes
adicionais e com mais detalhes do que a versao do aluno, ndo disponivel no site.

Na segunda fase, a analise propriamente dita, € explorado o material selecionado na fase
anterior, ou seja, o olhar volta-se para 0 Teorema de Pitagoras. Por Gltimo, na terceira fase da
anélise do conteudo, os resultados da avaliagdo dos materiais selecionados fornecem
informacBes que permitem “adiantar interpretagdes a proposito dos objetivos descritos na
pesquisa” (BARDIN, 2016, 131). Nesta fase, sdo utilizadas trés categorias para analisar as
validacdes do Teorema de Pitdgoras em livros didaticos. Estas categorias ficam definidas a
priori, com base em Balacheff e Duval. No que tange a Balacheff, sdo identificados os tipos de
raciocinio matematicos presentes nas valida¢es do Teorema de Pitagoras, e quanto a Duval,
0s registros e operacfes semioticas explorados. Assim, as categorias ficam definidas a priori

da seguinte maneira:

Categoria | - Tipos de Raciocinio matematico:
1.1 Explicacao
1.2 Argumentagéo
1.3 Prova:
e Pragmatica: Ostensdo; Exemplo genérico; Empirismo ingénuo
e Intelectual: Demonstracédo
Categoria Il - Registros e operac6es semioticas:
I1.1 Registros: Lingua natural, registro algébrico (lingua formal), registro geométrico
(registro figural).

I1.2 OperacOes: Tratamentos e conversoes.

Para este trabalho, buscando articular os tipos de raciocinio matematico propostos por
Balacheff com os registros semiéticos de Duval, fez-se necessario redefinir a nomenclatura da
prova pragmatica por ostensao e da prova intelectual do tipo demonstracao, segundo os registros
de representacdo semioticos predominantes nas validagdes do Teorema de Pitagoras. Como o
recurso a ostensao recorre a analise das figuras e pode servir de suporte para diversos tipos de
raciocinios matematicos, a prova pragmatica por ostensdo passa a ser denominada prova
pragmatica por ostensao figural sempre que explorado essencialmente o registro das figuras
e seus tratamentos. Ja a prova intelectual do tipo demonstracgdo, que envolve essencialmente 0s

registros geométrico e algébrico, passa a ser denominada demonstracdo geomeétrica-
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algébrica, enquanto que uma prova intelectual que envolve essencialmente o registro algébrico,
denomina-se demonstracgao algébrica.

A prova pragmatica por empirismo ingénuo se diferencia da pragmatica por exemplo
genérico, pois neste primeiro tipo de prova sdo utilizados valores numéricos para validar o

Teorema de Pitagoras, enquanto que no segundo, valores genéricos.
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5. ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

Nesta secdo sdo apresentadas as andlises dos trés livros didaticos selecionados,
conforme os objetivos da pesquisa e as categorias de analise definidas na secdo anterior. Desta
forma, objetiva-se encontrar nos trés livros didaticos de colecGes distintas, todos do 9° ano do
Ensino Fundamental, quais tipos de raciocinios de validacdo séo utilizados para o Teorema de
Pitagoras (explicagcdo, argumentacdo, prova ou demonstragdes). Em seguida, busca-se
identificar quais registros semioticos e operacdes semidticas sao mobilizados nestas validagdes
do teorema.

Desta forma, esta secdo divide-se em trés partes, uma subsecdo para cada livro didatico
analisado.

5.1 ANALISE DO LIVRO DIDATICO DA COLECAO MATEMATICA ESSENCIAL

No livro da versao do professor da colecédo “Matematica Essencial”, de Pataro e Balestri
(2018), o Teorema de Pitagoras é explorado no Capitulo 9 denominado “Relag¢des no tridngulo
retangulo”. Anteriormente a esse capitulo, os autores apresentam o “Capitulo 8 — Semelhanga”,
no qual, entre outras coisas, exploram a semelhanca de triangulos, conte(ldo necessario para o
préximo capitulo, em particular para validar o Teorema de Pitdgoras para quaisquer triangulos
retdngulos. Neste livro, hd comentérios destinados aos professores nas margens esquerda e
direita de cada pagina do livro didatico.

Os autores iniciam o Capitulo 9 — Relac¢des no triangulo retdngulo — com informacdes
sobre a topografia, ciéncia das medicdes, e do uso do teodolito. Segundo Pataro e Balestri
(2018, p. 188), o teodolito € um instrumento que “determina com precisao a medida dos angulos
de inclinagdo ou desvio, tanto na horizontal quanto na vertical”. O livro didatico busca
primeiramente discutir brevemente situagcdes praticas em que pode ser Util o conhecimento
sobre relagcBes métricas e trigonometria no tridngulo retdngulo, como medir a altura de uma
montanha ou 0 comprimento de uma ponte sobre um canion.

SO depois de introduzir esta nogao préatica acerca dos triangulos retangulos, os autores
propdem o estudo das relacbes metricas no triangulo retdngulo e com base nestas relacgdes,
apresentam posteriormente o Teorema de Pitagoras. Pataro e Balestri (2018, p. 190) iniciam o

estudo das relagbes métricas no triangulo retdngulo nomeando os elementos do tridngulo
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retangulo: “a hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto e é o maior lado do tridngulo retangulo”
e 0s catetos sdo os menores lados do triangulo retangulo. Depois, eles exploram as relaces

métricas no triangulo retangulo, conforme visualiza-se nas Figuras 21, 22 e 23.

Figura 21 — Introducdo as relagdes métricas: semelhanca de triangulos
Subfigura 21.1 -

A

A hipotenusa é o lado
oposto ao angulo
reto e € o maior

lado do triangulo
retangulo. B

E: hiﬂotenusa
c AB e AC: catetos

hipotenusa

Agora, veja esse triangulo com a altura relativa a hipotenusa |AD) tracada.
A

D [«

Ao tracar a altura, podemos destacar os trigngulos retangulos ABC, ADC e ABD.
Veja como podemos verificar se esses triangulos sdo semelhantes entre si.

Subfigura 21.2 -

Inicialmente consideramos os trés triangulos separadamente.

A A A
A ’ ‘ ‘
B C B D D C
«Observando os triangulos ABC e ADC, podemos notar que BAC = ADC, pois
sdo retos, e que ACB = ACD, pois sao comuns aos daois triangulos.

A A
BAC D‘c
Assim, AABC ~ AADC.

«Observando os triangulos ABC e ABD, podemos notar que BAC = ADB, pois
sdo retos, e que ABC = ABD, pois sdo comuns aos dois tridngulos.

| |
m

m

=)

Nustragdes

Ronakdo Lucena

B
Assim, AABC ~ AABD.

Como os triangulos ADC e ABD sdo semelhantes ao triangulo ABC, esses
triangulos sao semelhantes entre si, ou seja, AABC ~ AADC ~ AABD.

Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 190)
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Na Figura 21, o registro geométrico auxilia na visualizacdo da propriedade de
semelhanca dos tridngulos. Para o estudo desta propriedade, observa-se tratamentos figurais ao
ser tracada a altura relativa a hipotenusa (Subfigura 21.1) e ao separar o triangulo original ABC
nos triangulos ADC e ABD (Subfigura 21.2). Estes tratamentos figurais permitem realizar a
operacdo semidtica de decomposicdo homogénea, porque mesmo com a decomposicao, ao ser
tracada a altura AD relativa a hipotenusa BC, a figura formada permanece com o formato inicial.
Por fim, os autores retomam o conteudo discutido no capitulo anterior do livro: a semelhanca
de tridngulos. Eles afirmam que o tridngulo ABC é semelhante ao tridngulo ADC, obtido pelo
tratamento figural de decomposic¢ao. Analogamente, afirmam que o triangulo ABC e o triangulo
ABD séo congruentes e concluem que os trés triangulos ABC, ADC e ABC sdo semelhantes.

Para prosseguir o estudo das relagdes métricas no triangulo retangulo, Pataro e Balestri
(2018, p. 191) verificam que “em um triangulo retangulo a altura relativa a hipotenusa divide-
0 em dois outros triangulos retangulos, que sdo semelhantes a0 maior e, consequentemente,
semelhantes entre si. Para descobrir as medidas dos lados e da altura dos tridngulos formados a
partir do tratamento figural representado pela insercao do traco da altura do triangulo retangulo,

0s autores utilizam as letras minudsculas a, b, ¢, m, n e h:

Figura 22 — Relagdes métricas no triangulo retangulo

a: medida do comprimenta da hipotenusa

b e £: medida do comprimentn dos catetos
h: medida do comprimento da altura relativa
a hipotenusa

m e n: medidas dos comprimentos das
projecdes dos catetos sobre a hipotenusa
sendo a=m+n.

C

a

Como em triangulos semelhantes os lados correspondentes sdo proporcio-
nais, podemos escrever as seguintes proporcoes.

*Em relacao aos trigngulos ABC e ABD.

A A d
==
a_bh
c ! € h === a-n=c-c
c
B 3 c B = o a-h=b-c cl=a-n C-

«Em relacao aos trigngulos ABD e ADC.

4 &
' . m~ h
b c h C n
T h h E—m h-h=m-n E—H
M , 0 — c c-m=b-h h=m-n c-h=b-n

Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 191)
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Visualiza-se na Figura 22 a exploracdo de operacdes semidticas de conversdo entre 0s
registros geométrico e algébrico. Os autores encontram, através da mobilizacao destes registros,
as relaces entre as medidas dos lados dos triangulos ABC, ABD e ACD. Para isso, utilizam-
se da semelhanca de triangulos verificada anteriormente. A semelhanca de tridangulos implica
que a razdo entre lados correspondentes de triangulos semelhantes é a mesma. Com isso, 0s

autores realizam tratamentos algébricos para chegar as relacfes enunciadas, por exemplo:

a Cc 2
—=—— a'n=c¢c'c—>a-n=c
c n

Em seguida, eles chegam as relagcdes métricas para os tridngulos ABC e ABD, e para 0s
triangulos ABD e ADC.
Considerando as relacGes métricas ja realizadas, a atividade posterior propde aos alunos

o0 desenvolvimento de outras relagdes métricas, como se observa na Figura 23:

Figura 23 — Exercicio sobre relagdes métricas no triangulo retangulo

Em relacdo aos tridngulos ABC e ADC demonstre que as relacdes b”=a - m,
a-h=b-cec-m=>b-hsdoverdadeiras. fespoustanas wie iacdes ao professor

A A

B C 8] L 2&

m

a

Dessa maneira, temos as seguintes relacdes métricas no tridngulo retédngulo.

a=m+n c-m=b-h

c‘f=a-n
. As relacdes repetidas
b"=a-m sdo consideradas
W =m-n uma dnica vez.

c-h=b-n a-h=b-c
Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 191)

Na lateral desta atividade, ainda na pagina 191, Pataro e Balestri (2018, p. 191) colocam
como orientagdo ao professor: “estimule os alunos a verbalizarem e a escreverem com palavras
estas expressoes durante as discussdes desenvolvidas no estudo da pagina”. O intuito desta
orientacdo é fazer com que os alunos respondam o porqué de cada relagéo encontrada, com suas
proprias palavras. Com base em Balacheff (2000), esta orientacdo pode ser entendida como um
estimulo aos alunos para a promocao do raciocinio do tipo explicacdo. Caso a explicacdo do
aluno se ancore em argumentos fortes, ela se torna uma argumentagéo e caso obtenha apoio de

uma comunidade, este simples exercicio pode culminar em uma prova (BALACHEFF, 2022).
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Com base em Duval (2005), Pataro e Balestri (2018), ao incentivar que os alunos verbalizem e
escrevam com suas palavras seu raciocinios, estdo explorando o registro da lingua natural e 0s
tratamentos possiveis neste registro.

Voltando as Figuras 21, 22 e 23 e considerando as categorias de analise relativas ao tipo
de raciocinio matematico utilizado, as rela¢cbes métricas no triangulo retangulo provadas por
Pataro e Balestri (2018) sdo demonstracOes, visto que Pataro e Balestri (2018) retomam
definicbes e propriedades matematicas, como a definicdo de hipotenusa. Sdo demonstractes
geométricas-algebricas, pois mobilizam o registro figural e o registro algébrico
simultaneamente.

Os autores ndo apresentam a prova do Teorema de Pitagoras logo apds o estudo das
relacBes métricas. Primeiro demonstram as relacBes métricas no triangulo retangulo e em
seguida propdem que os alunos utilizem-nas para a resolucdo de exercicios. Em sequéncia,
Pataro e Balestri (2018) apresentam um breve texto historico sobre Pitgoras, enunciam o
teorema da seguinte forma “em todo tridngulo retangulo a soma dos quadrados das medidas dos
catetos ¢ igual ao quadrado da medida da hipotenusa” (PATARO; BALESTRI, 2018, p. 194).
Apds isso, citam um exemplo de triangulo retangulo para o qual vale a propriedade, o triangulo
retangulo de lados 3, 4 e 5 unidades de comprimento. Por ultimo, mostram “recortes de textos
antigos com demonstragdes do Teorema de Pitagoras”, conforme Figura 24.

Figura 24 — Recortes de textos antigos com demonstracdes do Teorema de Pitagoras

Reproducao

T 3 e & £) £ propo-

P b 3 oA = A Zangle

[~} = -] -}

Grega, por volta Ardbica, por volta do Francesa, do ano 1564. Chinesa, do ano 1607.
do ano 800. ano 1250.

Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 194)

De acordo com a Figura 24, Pataro e Balestri (2018) utilizam a expressdo
“demonstracdes do Teorema de Pitdgoras” para mostrar as diferentes provas para o referido
teorema, produzidas por civilizagfes antigas. Pela classificacdo de Balacheff, elas sdo provas
pragmaticas por ostensdo, devido ao fato de mobilizarem apenas a acéo sobre figuras. No

entanto, conforme as categorias de analise definidas, sdo provas pragmaticas por ostensdo
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figural. Apds esta exposigao historica no livro didatico, uma validacdo do Teorema de Pitdgoras
é apresentada, conforme a Figura 25.

Figura 25 — Prova do Teorema de Pitdgoras em Pataro e Balestri (2018)

Observe uma demonstracao do teorema de Pitagoras utilizando algumas das

relacoes metricas estudadas anteriormente.
A

B D

Ranalda Lucena

e

a
Nesse tridngulo, temos que b" =a-m e c2=a - n. Adicionando essas relacoes
membro a membro, temos:

b°+c2=a-m+a-n <— fatoramos am + an colocando a em evidéncia
|I]2+Cz= a- [m+ ﬂ) €&—— como m+ n = a, substituimos m + npor a
b°+c2=a-a
b’ +c2=a?

Portanto, a?=b” + c2.

Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 195)

Na apresentacdo do Teorema de Pitdgoras acima, observa-se uma prova intelectual,
classificada como uma demonstracdo, pois ela se utiliza da lingua formal para expressar o
raciocinio matematico. Esta prova utiliza relagdes métricas no triangulo retangulo, obtidas
anteriormente a partir de conversdes entre 0s registros geométrico e algébrico, além de explorar
tratamentos algébricos. Por ser uma demonstracdo que envolve essencialmente os registros
geomeétrico e algébrico, é uma demonstracdo geométrica-algébrica.

Seguindo a analise do livro didatico, os autores apresentam outra forma de provar o
Teorema de Pitagoras com as relagdes métricas no triangulo retangulo ABC. Esta é deixada
como exercicio aos alunos e € apresentada com o seguinte enunciado: “a partir do triangulo
ABC e utilizando as relagdes (métricas) b2=a-m,c-h=b -n,a-h=»b-c e
a = m + n,demonstre o Teorema de Pitdgoras” (PATARO; BALESTRI, 2018, p. 195). Mas
na margem inferior do livro, encontrada somente na versdo do professor, € disponibilizada a

prova desse enunciado (Figura 26):
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Figura 26 — Outra prova do Teorema de Pitagoras em Pataro e Balestri (2018)

Adicionando essas relacdes membro a

c-h=b-n -%:% membro, temos:

hElJ-Tr‘I 2l o 1) bi +c?’=a-m+a-n ¢— fatoramos a-m+ a-n colocando aem evidéncia
' ' b*+c?=a-(m+n) ¢« temosm+n=a

a-h=b-c E=ael b*+c?=a-a

h=IJ = b® +c2=a?

o

Portanto,a?=b’ + cZ

Fonte: Pataro e Balestri (2018, p. 195)
A prova apresentada na Figura 26 € uma prova intelectual do tipo demonstracao. Por ser

essencialmente algébrica, é classificada como demonstragdo algébrica. Além disso, mais a
direita nela ha pequenas incursdes em lingua natural como forma de clarificar os tratamentos
algébricos realizados na prova. Estas incursdes sdo sinalizadas por flechas azuis, no lado direito
das equacoes.

Logo depois da apresentacdo do teorema e sua prova, 0s autores ainda afirmam que é
verdadeira a reciproca do Teorema de Pitagoras: “se em um triangulo o quadrado da medida do
comprimento de um lado é igual a soma dos quadrados das medidas do comprimento dos outros
dois lados, entdo esse triangulo é retangulo” (PATARO; BALESTRI, 2018, p. 195). Entretanto,

N&o apresentam uma prova para isso.

5.2 ANALISE DO LIVRO DIDATICO DA COLECAO TELARIS MATEMATICA

No livro didatico da colecdo “Telaris Matematica”, do autor Dante (2018), o Teorema
de Pitagoras é explorado no Capitulo 6, denominado “Relagdes métricas nos tridngulos
retangulos”. Anteriormente a esse capitulo, ha o Capitulo 5 “Geometria: semelhanca, vistas
ortogonais e perspectiva”, em que as nogdes de perpendicularismo, projecdo ortogonal e
semelhanca de triangulos séo trabalhadas. Assim como Parato (2018), Dante (2018) também
inicia o Capitulo 6, no qual explora o Teorema de Pitdgoras, com uma problematizacdo em que
instiga os leitores a descobrirem o tamanho de um fio que é esticado do topo do prédio até o
ponto mais alto de uma arvore.

O autor explora primeiramente verificagdes empiricas do Teorema de Pitagoras. Uma

sugestdo dada aos professores na margem lateral do inicio do Capitulo 6 diz:

Para esta aula, prepare com antecedéncia conjuntos de palitos contendo 8 unidades
em cada um deles. [...] Identifique em cada palito as medidas de comprimento, em
centimetros, que devem ser de 3 ¢cm, 4 cm, 5¢cm, 6 cm, 9 cm, 10 cm, 12 cme 13 cm.
Pergunte aos alunos se, usando 3 palitos desses quaisquer, eles conseguem construir
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um tridngulo retngulo. [...] Espera-se que tenham sido encontradas apenas 2
respostas: 3 cm, 4 cme 5 cm; 5 cm, 12 cm e 13 cm. [...] Verifique se algum aluno
conseguiu encontrar uma relacdo entre essas medidas. Nesse momento, apresente a
eles o teorema de Pitagoras. (DANTE, 2018, p. 184).

Neste trecho percebe-se o carater empirico e pratico empregado pelo autor para a
verificacdo do Teorema de Pitagoras. Esta forma de verificacédo é descrita por Balacheff (2000)
como uma prova pragmatica do tipo empirismo ingénuo, visto que espera-se que a partir de
dois exemplos de tridngulos retangulos (o triangulo de lados 3 cm, 4 cm e 5 cm; e o tridngulo
de lados 5 cm, 12 cm e 13 c¢cm) os alunos concluam que o quadrado do maior lado deles possui
area igual aos quadrados dos seus lados menores, para qualquer triangulo retangulo.

No corpo das paginas do livro didatico, Dante também propde tarefas que envolvem o
recurso a ostensdo e que levam a conjecturar que o quadrado da hipotenusa em um triangulo

retdngulo € igual a soma dos quadrados dos catetos. Percebe-se isso na imagem que segue:

Figura 27 — Conjectura do Teorema de Pitagoras

| E){plﬂrﬂr e descobrir e IE N&o ascraua ne lhro!
Examineg o triangulo retangulo ASC Ele tem um dngulo reto no wértice A e ladas com medidas de comprimento
abec
Obsare quee:

lado € b contém & regides triangulares da malha. Indicamaos
a medida de area por B

* aregido quadrada em que a medida de comprimento de cada
lade & ¢ contém &4 regides triangularas da malha. Indicamos

*+ aregiao quadrada em que a medida de comprimento de cada ‘ ‘ ‘ ‘ -

it v it M

B F
a medida de drea por . ——— 1 5
- - a . ]
1+ Quantas regides triangulares formam a regido quadrada em c ‘
gue a medida de comprimento de cada lade é o? Coma indica L
A b [

mios a medida de draa? 8 regibes trisngulares; a7

2+ Compare a medida de drea da regido quadrada de lados com
medida de comprimento @ com a soma das medidas de drea
das regifes quadradas de lados com medidas de comprimanta
be ¢ Como alas 5307 lguais_ (8 = 4 + 4)

I+ Podemos afirmar que o = b + 7 S

Fonte: Dante (2018, p. 185)

O autor consegue através da atividade descrita na Figura 27 explorar uma prova
pragmatica por empirismo ingénuo, que mobiliza os registros em lingua natural e figural,
predominantemente. Esta atividade pressupde o olhar dos alunos para a ilustracdo a direita,
composta por um tridngulo retangulo isosceles, de modo que a partir deste triangulo seja
possivel conjecturar o Teorema de Pitdgoras. Desta forma, a ilustracdo pode levar a falsa

conclusdo de que, o que é conjecturado so vale para esse tipo de triangulo retangulo.
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Sé depois da atividade apresentada na Figura 27, Dante (2018, p. 184) enuncia o
Teorema de Pitagoras: “em todo tridngulo retangulo, o quadrado da medida de comprimento do
lado maior € igual a soma dos quadrados das medidas de comprimento dos outros 2 lados. Esta
relacdo é chamada de Teorema de Pitagoras”. Ou seja, primeiramente o autor verifica a validade
do Teorema para um caso particular e em sequéncia o enuncia.

Ap0s enunciar o Teorema de Pitagoras, Dante (2018) verifica a validade dele para um

caso particular de triangulo retangulo, conforme Figura 28.

Figura 28 — Constatagdo do Teorema de Pitagoras

b==4
B ‘ ‘ c=3
b2
a ¢ 3 a’ = ‘ ‘ + 2
b
C A
25 = 16 + 9
a’ b? c?

Fonte: Dante (2018, p. 185)

Na Figura 28, Dante (2018) realiza a operacdo de tratamento figural por meio da
decomposicdo da figura inicial em trés novas figuras, que séo trés quadrados de lados 5, 4 e 3
unidades de comprimento. Esta decomposicdo permite identificar que a area do quadrado de
lado 5 equivale a soma das areas dos quadrados de lados 3 e 4. Ou seja, a verificacdo acima
poderia ser descrita como uma prova pragmatica por empirismo ingénuo, visto que o autor
pretende concluir que a relagdo a? = b? + ¢? vale para valores particulares a =5, b = 4,
¢ = 3 e, portanto, deve valer para quaisquer triangulos retangulos de medidas a, b e c.

Para novamente possibilitar que os estudantes concluam que a relagéo a? = b% + c2 é
valida para qualquer triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, Dante (2018) recorre a
uma prova pragmatica, desta vez, uma prova que envolve o manuseio de material concreto,

através de construcdo de desenhos, recortes, sobreposicdes e colagens, conforme Figura 29.
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Figura 29 — Prova do Teorema de Pitdgoras com recortes e colagens

[Explorar e descobrir (&) [} o sserava no uret

Construa, em uma folha de papel sulfite, um tridngulo retangulo qualguer. Indique as medidas
de comprimento dos 2 lados menores por be ce a medida de comprimento do lado maior por g,
como mostra esta figura.
Em seguida, construa 3 regides guadradas: uma com lado de medida de comprimento g, outra  p a
com lado de medida de comprimento b e outra com lado de medida de comprimento ¢, como nesta
figura.

Pinte a regidao quadrada maior de marrom, a menor de verde e a outra de azul.
Faca recortes e colagens com essas figuras de modo que a regido pintada de marrom {que tem medida de
area @”) seja totalmente coberta pelas regides azul (que tem medida de area b?) e verde (que tem medida de area c”).
Uma dica: recorte a regiao azul nos tracejados indicados acima. azul
Sabe o que vocé estara verificando experimentalmente com essa montagem? Que g = & + ¢ |=»

Fonte: Dante (2018, p. 186)

A prova do Teorema de Pitagoras apresentada anteriormente € do tipo pragmatica, visto
que incentiva os estudantes a utilizarem recursos praticos como recortes e colagens de figuras.
Ela ndo propde o uso de medidas de comprimento dado que o autor solicita primeiramente a
construcdo de um triangulo retangulo qualquer, genérico. Assim, devido ao carater genérico
desta prova e ao recurso a ostensdo que ela impde, é possivel caracteriza-la como uma prova
pragmatica do tipo exemplo genérico. Dante (2018) chama esta prova de verificacdo
experimental, ndo chegando a cit4-la como uma demonstracdo. Entretanto, esta prova também
pode ser classificada como uma prova pragmatica por ostensao figural, ja que a verificagdo do
Teorema pode ocorrer essencialmente com base na figura, isto €, por meio da operacdo
semiotica de reconfiguracdo, como observa-se no quadrado que aparece na resolucdo e que é

reapresentado na figura a seguir.
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Figura 30 — Reconfiguragdo na prova do Teorema de Pitdgoras com recortes e colagens

Fonte: Adaptado de Dante (2018, p. 186)

Esta representacdo do quadrado é obtida a partir da justaposicdo dos quatro triangulos
retdngulos em azul e do quadrado em verde, 0s quais aparecem na resolucdo da atividade
mostrada na Figura 29. Para esta justaposicdo, realiza-se o tratamento figural de reconfiguracéo
através do manuseio do material concreto, ou seja, por meio do recorte e da reorganizagdo do
quadrado e dos triangulos.

Dante (2018), ap6s a prova pragmatica da Figura 29 traz algumas atividades para a
verificacdo se a soma dos quadrados dos dois menores lados de tridngulos acutangulos (com
todos angulos menores do que o angulo reto) e de obtusangulos (com um angulo maior do que
0 angulo reto) resultam no quadrado do lado maior. SO depois o autor apresenta quatro
diferentes provas tedricas do Teorema de Pitdgoras. A primeira, também utiliza as relacdes
métricas que o autor trabalha de forma muito parecida com Pataro e Balestri (2018), conforme

a proxima figura.

Figura 31 — Prova do Teorema de Pitdgoras com relacdes métricas
Subfigura 31. 1 —

- AL

Consideremos o tridngulo ABC retangulo em 4, com a altura AH relativa 3 hipotenusa.

Temos que: | a=m+ n [l
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Subfigura 31.2 —

Vamos considerar os triangulos retangulos HBA e ABC
Colocando os 2 triangulos na mesma posigao, podemaos perceber melhor os @ngulos e os lados corres-

pondentes (homdlogos).
A : 4
b u d i
L [ o y - ¥
Ky h i ", - [ ., H
F, ‘__-" '-.._L__‘ * ___-i.;.?“-..___‘ h i ", i
AT o Y. d .
B m H B8 a C B c A B a s g

Os 2 triangulos tém um angulo reto (sio tridngulos reténgulos) e tém o angulo B comum; logo, pelo
caso Al de semelhanga de tridngulos, temos AARC ~ AHBA
Se os triangulos sio semelhantes, entao os lados homologos tém medidas de comprimentao proporcionais,

0 QUE NOS PEFMItE BSCTever:

2ob_
c h m
Dessas proporgdes, chegamos a estas relagies.
ci=am | ah=hc | (N ch=tm |\
Subfigura 31.3 —
Yamos considerar agora os tridngulos ABC e HAC .
A A ;f
. H
. N ~b 4
B a C H n [

Esses 2 triangulos témum angulo reto e o angulo € & comum; portanto, sao semelhantes: AABC ~ AHAC
Como os lados homdlogos tém medidas de comprimento proporcionais, escrevemos as proporgies:

b

a_9_f
b n h

Delas, obtemos estas relagdes.

F=an |\ bh=nc | () gh=bec | (vII)

Adicionando os 2 membros das igualdades Il e W, obtemos:

b =an L
) £:|1+c1=an+am=:rb‘+r:‘=a{n+m]
c=am

Coma @ = m + n, da relacao I, obtemos:

P+o=ga=kF+ci=a

Fonte: Dante (2018, p. 189)

A prova apresentada na Figura 31 difere das provas trazidas por Pataro e Balestri (2018)

em alguns poucos detalhes, mas Dante realiza apenas um tipo de prova com as relagoes
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métricas, ndo duas, como Pataro e Balestri (2018) sugerem. Mesmo assim, a prova do Teorema
de Pitagoras utilizando relacfes métricas em Dante (2018), ¢, assim como a prova de Pataro e
Balestri (2018), uma demonstracdo geomeétrica-algébrica.

Logo em seguida, Dante (2018, p. 190) traz o titulo “Outras demonstracdes para o
Teorema de Pitgoras”, em que apresenta as outras trés provas para o referido teorema, todas
de carater tedrico, ndo experimental, como as trazidas antes da prova com relacdes métricas.

Visualizam-se estas provas na Figura 32, Figura 33 e Figura 34.

Figura 32 — Primeira prova tedrica do Teorema de Pitdgoras em Dante (2018)

= Vamos determinar a medida de area da regiao limitada por este trapézio de 2 maneiras: pela formula
(B+b)-h ) _ ) o
A= -——— e pelo calculo das medidas de area das 3 regides triangulares.

Esta demonstracdo é atribuida a James Garfield (1831-1881),
na epoca, congressista norte-americano e, mais tarde,
202 presidente dos Estados Unidos.

_ (b+f)'(b+f):b2+2bc+62

regido trapezoidal ) 2 (”
regiao trapezoidal - Areglém triangular | + Areglé: triangular il + Al'eg\'ao triangular 1l =
¢  oa [ cb _ 2bc+a
= Aregléotrapezc-ldal ==t =+=—=— “”
2 2 2 2

lgualando os resultados de | e Il, obtemos:

2bc + _ b* + 2bc + ¢
2 2

=a=b+c

Fonte: Dante (2018, p. 190)

Dante (2018) realiza a prova acima utilizando-se da formula da area de um trapézio e
da formula da area de triangulo, visto que a figura apresentada é um trapézio constituido por 3
triangulos. Para melhor observar as bases b e ¢ do trapézio e também sua altura h = b + c,
pode-se recorrer a apreensao operatoria posicional para rotacionar a figura 90° em sentido
horario. Como a area do trapézio é igual a soma das areas dos triangulos, o autor iguala o
resultado encontrado e chega a prova do Teorema de Pitdgoras para triangulos retangulos de
catetos b e c e hipotenusa a, conforme os triangulos azul e verde presentes no trapézio. Esta
prova mobiliza essencialmente os registros figural e algébrico, por isso pode ser caracterizada
como demonstracdo geometrica-algébrica.

A segunda prova de carater teorico para o Teorema de Pitdgoras trazida por Dante
(2018) é apresentada na Figura 33.
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Figura 33 — Segunda prova tedrica do Teorema de Pitdgoras em Dante (2018)

Uma demonstragao bastante curiosa do teorema de Pitagoras foi apre-
sentada pelo matematico hindu Bhaskara (1114-1185), que elaborou
esta figura e escreveu embaixo "Aqui esta”. Um verdadeiro enigma que
a Algebra nos ajuda a solucionar.

Tragamos & triangulos retangulos com hipotenusa de medida de com- a
primento g e catetos de medidas de comprimento b e ¢. A medida de
area da regiao quadrada maior (@) € igual a soma das medidas de area

das 4 regioes trlangulares(A ’ %)eda medida de area da regiao qua- < b-c

drada menor (b — cf?

Assim:

bc
0’—A~7*(b—()-':>0'——2b(~-b'—20c+ e=a=0+

Fonte: Dante (2018, p. 190)

Aqui, Dante (2018) traz a verificacdo tedrica da prova pragmatica com recortes e
dobraduras explorada na Figura 29. Como o autor afirma, a autoria desta prova seria de
Bhaskaral? e esse matematico teria provado o Teorema de Pitagoras a partir das ilustracdes
acima e teria dito “aqui estd”. Ou seja, para o préprio Bhaskara a figura por si so ja era o
suficiente para provar que o Teorema de Pitagoras era valido para qualquer triangulo retangulo.
Tendo isso em vista, se a prova dada acima fosse constituida apenas pela figura da direita, ela
poderia ser classificada como pragmatica por ostensdo figural, visto que seria baseada
essencialmente na visualizagdo da figura.

Entretanto, da forma que Dante apresenta a Figura 33, para que a prova se concretize,
além do registro figural também se utiliza o registro algébrico para generalizar o que €
visualizado na figura. Assim, tal validagéo classifica-se como uma prova intelectual do tipo
demonstracdo geométrica-algébrica.

A terceira prova tedrica trazida por Dante (2018) é uma prova descrita como classica
por possivelmente ter sido a prova dada por Pitagoras, de acordo com Eves (2004). Esta prova

ja e apresentada na Figura 9 do presente trabalho, explorada na secédo de Referencial Tedrico,

12 Bhaskara Akaria (1114-1185) é um matematico, astrdnomo e astrélogo indiano. Ele é conhecido no Brasil por
causa do nome concedido a férmula resolutiva da equagao de segundo grau, porém, em outros paises esta formula
ndo é chamada de “férmula de Bhaskara”, ela é denominada “férmula resolutiva da equagdo de segundo grau”, e
acredita-se que nem tenha sido Bhaskara a primeira pessoa a chegar nela (ROQUE, 2012).
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subsecdo “Provas do Teorema de Pitadgoras ao longo da histéria”. Ela pode ser caracterizada

como uma prova pragmatica por exemplo genérico:

Figura 34 — Terceira prova tedrica do Teorema de Pitagoras

Uma terceira demonstracao € obtida comparando medidas de area (de acordo com historiadores, a
demonstracao de Pitagoras deve ter sido uma demonstragao geométrica semelhante a que segue).
As 2 regioes quadradas tém lados de medida de comprimento b + ¢

Logo, elas tém a mesma medida de area.

Retirando das 2 regioes quadradas 4 regioes triangulares congruentes, o que sobra na primeira (a?) &
igual ao que sobra na segunda (&* + ¢?). Entao:

ad=br+c

~
~
s/Arquivo da editora

co de imagen

~N
stragoes: Ban

€ b b c

1T

Fonte: Dante (2018, p. 191)

Trata-se da provavel primeira prova para o Teorema de Pitagoras, a mesma trazida na
Figura 9. Observando a Figura 34, para que a figura inicial, a esquerda, transforme-se em uma
nova figura de mesma area (a direita), é necessario realizar a operacdo semidtica de
reconfiguragéo, decompondo a figura em subfiguras de mesma dimens&o. Por isso, tal validacéo
trata-se de uma prova pragmatica. A figura por si s6 prova o teorema, ndo sendo necessario
maior suporte algébrico além das letras simbolizando a medida dos lados das figuras
geométricas envolvidas. Logo, ela pode ser considerada um exemplo de prova pragmatica por
ostensdo figural.

Dante (2018) traz variadas formas de provar o Teorema de Pitagoras, e nas margens
laterais do livro, destinadas a orientagdes dos professores, ele argumenta sua escolha por exibir
diversas provas para um mesmo teorema e justifica ser de suma importancia apresentar provas
dos teoremas aos estudantes ou estimula-los a chegar nelas em vez de apenas apresentar-lhes

férmulas prontas.

Os alunos, frequentemente, preocupam-se com a memorizagdo das férmulas e a
aplicagéo delas nas resolugdes das atividades, sem que haja um processo reflexivo. E
importante, sempre que possivel, criar situacdes e contextos que deem sentido aos
assuntos e formulas apresentados, seja fazendo demonstracdes, seja chegando a elas
intuitivamente. E interessante que o aluno perceba que ha um raciocinio e uma
sequéncia légica para chegar a tais resultados. (DANTE, 2018, p. 189).
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Segundo Dante (2018) o aluno precisa ser incentivado a buscar as férmulas
intuitivamente, como ele mesmo sugere nas provas pragmaticas e experimentais para o
Teorema de Pitagoras (Figura 27, 28 e 29), envolvendo materiais concretos como palitos de
churrasco ou recortes e sobreposi¢cdes em papel. O autor conclui afirmando que é importante
estimular o raciocinio dos estudantes e sua reflexdo, para que eles saibam porque vale

determinada formula, mesmo que ao resolver os exercicios, eles apelem a férmula pronta.

5.3 ANALISE DO LIVRO DIDATICO DA COLECAO TRILHAS DE MATEMATICA

O terceiro e ultimo livro didatico analisado é intitulado “Trilhas de Matemaética” ¢ ¢ de
autoria de Sampaio (2018). Esse livro possui uma organizagdo distinta dos demais. Ele é
dividido em unidades e cada unidade conta com capitulos.

O Teorema de Pitagoras € apresentado na Unidade 4, denominada “Tridngulo retangulo
e circunferéncia”. Esta unidade é antecedida pela Unidade 3, “Proporcionalidade e
semelhanga”, na qual explora-se a semelhanca de triangulos, além de uma breve parte teérica
sobre razdo e propor¢do. A Unidade 4 é dividida em trés capitulos, sendo que o Capitulo 10 é
intitulado “Relag¢des métricas no tridngulo retangulo”, o Capitulo 11 é “Razdes trigonométricas
no tridngulo retangulo” e o Capitulo 12 é “Circunferéncia, arcos e relagdes métricas”. O
Teorema de Pitagoras é abordado no Capitulo 11 desta unidade.

O autor inicia o Capitulo 11 referenciando a existéncia de tridngulos retdngulos na
arquitetura, em catedrais medievais, telhados de casas e pistas de skate. Em seguida, retoma o
conceito de angulo reto, de projecdo ortogonal, define catetos e hipotenusa de triangulos
retdngulos. Na sequéncia, assim como Dante (2018), Sampaio (2018) investiga um triangulo
retdngulo em especial, o de lados 3, 4 e 5 e traz o enunciado do Teorema de Pitagoras, sem
apresentar sua prova.

Ao enunciar o teorema apenas com a observagdo da sua validade a partir do triangulo
retangulo de catetos 3, 4 e hipotenusa 5, 0 autor realiza uma prova que Balacheff (1988; 2000)
caracteriza como prova pragmatica por empirismo ingénuo, na qual realiza-se conclusdes
apenas visualizando alguns exemplos particulares. SO depois da verificacdo para esse caso
particular e de enunciar o teorema, 0 autor prova que a relacdo observada no exemplo do

tridngulo retangulo com lados 3, 4 e 5 sempre € valida, conforme Figura 35.
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Figura 35 — Prova do Teorema de Pitagoras
Subfigura 35.1 —

Considere o tridangulo ABC representado abaixo e a figura obtida pela composicao de quatro tridngulos
congruentes a ele.

Banco de magens feaquive da adiors

B C

Se considerarmos gque o quadrildtero menor obtido na composicao faz parte da figura, obteremos um
quadrado BCDE com lado de medida a.

E a D
b C b g
X :
0 g
C Fl
g c-bX ? %
b-¢ B\ | ¢
&
B a C
Subfigura 35.2 —
Veja que o quadrildatero menor também & um * Pela adicao das medidas das areas dos 4 triangu-
quadrado e temn lado de medida c — b. los com a medida da area do quadrado menor.
A medida da area do quadrado BCDE pode ser Sendo A, a area dos quatro triangulos e A, a
calculada de dois modos diferentes: medida da area do quadrado menor, temaos:
» Pela multiplicacao das medidas de seus lados. E o
: E a D b . b
.‘_i 0
s . (b-c
N\ A
; _ _
: d g y " b A, =2bc
g
&
i B C
L a C 3 D
Medida da area total: a* ,
= A
c-b A =(c —b)
c-b : A, =c*=2bc+ b
c—-b
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Subfigura 35.3 —

A medida da area do quadrado BCDEéasomade A e A
Areatotal: A + A,
Area total: 2bc + ¢ — 2bc + b’
Area total: b* + 2
Entdo, como a medida da area do quadrado BCDE pode ser representada por a° e por (b* + ¢%), conclui-
mos gue:
bZ 4+ {-E = aZ

£ verdade também que, se em um tridngulo cujo comprimento dos lados mede a, b e ¢, vale a relacao
a* = b* + 2, entdo ele & um tridngulo retdngulo com hipotenusa de medida a.

Fonte: Sampaio (2018, p. 123-124)

Na subfigura 35.1, Sampaio (2018) inicia a prova usando o registro da lingua natural
para enunciar o triangulo retdngulo ABC com medidas genéricas a, b e c. Em seguida, partindo
deste triangulo e realizando tratamentos no registro das figuras, cria um quadrilatero de lado a,
formado pela justaposicdo de quatro tridngulos retangulos congruentes ao triangulo inicial.
Devido ao fato de que os angulos B e € sdo complementares, o quadrilatero de lado a é na
verdade um quadrado. Dentro desse quadrado de lado a, ha um quadrado cujos lados medem
¢ — b. Também percebe-se, na subfigura 35.1, um tratamento figural ao preencher o quadrado
interno de lado ¢ — b.

Logo em seguida, na subfigura 35.2, 0 autor propde duas formas para calcular a area do
quadrado de lado a, ambas usando tratamento algébrico: multiplicando a por a; ou somando a
area (A,) dos quatro tridngulos retdngulos congruentes de catetos b e ¢ e hipotenusa a, com a
area (A,) do quadrado de lado ¢ — b. Para concluir a validagdo do teorema, na subfigura 35.3
0 autor soma as duas areas A, e A, para encontrar a area do quadrado BCDE de lado a. Ele
também calcula a area desse quadrado pelo produto dos lados, ou seja, multiplicando a por a,
obtendo a?. Desta forma, ao igualar estas duas areas, chega na relagéo conhecida como Teorema
de Pitagoras. Ao longo desta validacdo, observa-se que as figuras e a lingua formal se apoiam
mutuamente, o que leva a classificar esta prova como intelectual do tipo demonstragéo.

A prova apresentada na Figura 35 € uma demonstracdo que parte de tratamentos sobre
a figura, ou seja, € baseada na acao sobre uma figura, a0 mesmo tempo que mobiliza o registro
algébrico, com alguns trechos em lingua natural. Desta forma, dado seu carater geral e sua
validade, esta prova € definida como uma demonstracdo que mobiliza os registros figural e
algébrico, portanto, trata-se de uma demonstracédo geometrica-algébrica.

Sampaio (2018) também traz em uma margem lateral do livro, contida apenas no

material do professor, uma sugestdo para que o professor instigue os alunos a construirem o



73

quadrado BCDE, composto por quatro triangulos retangulos de catetos b e ¢ e hipotenusa a,
assim como com o quadrado ¢ — b, conforme figura que segue retirada da segunda ilustragéo,

mais & direita, contida na Subfigura 35.1:

Figura 36 — Figura de apoio para a prova do Teorema de Pitagoras em Sampaio (2018)

B C

Fonte: Sampaio (2018, p. 123)

Esta mesma figura constituida de quatro triangulos retangulos de lados a, b e ¢ e do
quadrado central de medida ¢ — b pode ter um grande potencial pedagdgico e pode servir como

recurso para a prova do Teorema de Pitagoras, como aponta Sampaio (2018, p. 123).

[...] peca aos alunos que reproduzam em uma folha, com régua e lapis, a segunda
figura apresentada na pagina. Depois, peca que recortem os triangulos e o quadrado,
de modo que possam manipul&-los ao acompanhar cada passo da demonstracéo.
Expligue que, no caso de materiais manipulaveis, as medidas s&o determinadas (e ndo
sdo apenas representacBes) e, por isso, o trabalho ndo se caracteriza como uma
demonstracdo, mas como um caso particular.

Nesse trecho, o autor sugere, assim como Dante (2018), que o professor estimule o0s
alunos a verificarem experimentalmente a validade do Teorema de Pitigoras através de uma
prova pragmatica, com utilizacdo de recortes e manipulacdo de objetos fisicos, no caso, 0s
quatro triangulos retangulos e o quadrado em papel.

Sampaio (2018) propde a construcdo de uma figura qualquer, com medidas genéricas,
ndo com medidas estabelecidas. Além disso, este tipo de prova que recorre a manipulacdo de
objetos é caracterizada como prova pragmatica justamente por se apoiar na a¢dao sobre uma
figura. Sampaio (2018) nesse quesito, caracteriza esta prova como uma verificagdo para um
caso particular, ndo como uma demonstracdo. Desta maneira, a prova pode ser classificada
como pragmatica por ostenséo figural, ja que recorre essencialmente a acéo sobre uma figura.

Tanto Sampaio (2018) quanto Balacheff (1988) concordam que a prova utilizando-se de
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recortes, justaposicGes e manipulacdo de figuras ndo é uma demonstragdo, como aponta a frase
final da citacdo anterior de Sampaio (2018).

Assim como Pataro e Balestri (2018), Sampaio (2018) apds chegar a relagcdo do Teorema
de Pitagoras também afirma que vale a reciproca do teorema, sem demonstra-la. Na margem
lateral do livro, pégina 124, o autor cita o trabalho de Wagner (2015) que contém uma
demonstracdo da reciproca do Teorema de Pitadgoras. Ou seja, Wagner (2015) prova a afirmacéo
de que “se em um tridngulo cujo comprimento dos lados medem a, b e ¢, vale a relagdo a? =
b? + c?, entdo ele é um tridngulo retangulo com hipotenusa de medida a” (SAMPAIO, 2018,
p. 124). Para tal demonstracdo, Wagner (2015) considera um tridngulo qualquer ABC com
medidas AB = ¢, BC = aeCA = b. Ele divide esse problema em dois casos: o caso do
triangulo acutangulo e o caso do triangulo obtusangulo e atraves de demonstracdes por absurdo,
chega a demonstracédo da reciproca do Teorema de Pitdgoras. No primeiro caso, ele supde que

o triangulo ABC ¢ acutangulo (Figura 37).

Figura 37 — Prova da reciproca do Teorema de Pitagoras: 1° caso
12 caso: A < 90°
[maginemos que b < ¢, Assim, o ponto D), projeciao de C sobre AB,

cai no interior do lado AB. Sejam AD =re CD =h.

C

- 2 s » 3 ] 2 1
Como o trifngulo ADC & retangulo, temos b° = b= + 2%, Como o

triangulo BN é retangulo, temos:

- 2 10 o] . R - ..
ou seja, a° < b + o7, que contradiz a condi¢io inicial.

Fonte: Wagner (2015, p. 9)
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Wagner (2015), ao supor que os angulos do triangulo ABC séo agudos, chega a uma
contradicdo, pois nesse caso ndo vale a relagdo a? = b? + c2. Ap6s a conversdo entre a
representacdo do triangulo acutangulo no registro das figuras, a representacao em lingua formal,
e tratamentos algebricos, Wagner (2015) prova que em triangulos acutangulos de lados a, b, ¢
cujo maior lado é o lado a, vale a inequagédo a? < b? + 2.

Em seguida, o autor parte para o segundo caso: o tridngulo obtusangulo, ou seja, o

triangulo com um angulo maior que o angulo reto (Figura 38).

Figura 38 — Prova da reciproca do Teorema de Pitagoras: 2° caso

29 caso: A = 00°

Agora, o ponto D) cai fora do lado AB.

C

.l'|;

(s mesmos cilculos que fizemos no caso anterior nos levam a
a ] oy
a- = b +¢ 4+ 2er,
. o aa o ) NP
ou seja, a- > b= 4 ¢, novamente contradizendo a condig@o inicial.
Demonstramos entdo que em um tridngulo ABC, de lados a, be ¢,
: PR T R
A< =a" <b +¢°
; T o5
A=00"=a" =b+¢
. .- o o Q- - -
Assim, a condigio a= = b* + ¢ implica necessariamente que A = 907,

Fonte: Wagner (2015, p. 9-10)

Também explorando a conversdo entre os registros da figura e da lingua formal, e
realizando tratamentos algébricos, Wagner conclui que para triangulos obtusangulos cujos
lados medem a, b e ¢, sendo o0 maior lado de medida a, vale a inequacgdo a? > b? + c2. Desta
forma, comprova que a relacdo a? = b? + ¢? ocorre apenas em triangulos retangulos de

hipotenusa a e catetos b e c.
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A prova da reciproca do Teorema de Pitagoras apresentada em Wagner (2015) é também
uma demonstracdo geométrica-algébrica que conta com conversdes entre o registro figural e o
algébrico. Alem disso, tracar a altura nos triangulos acutangulo (Figura 37) e obtusangulo
(Figura 38) a partir da projecéo ortogonal do ponto C sobre a reta formada pelos pontos A e B
configura um tratamento figural, bem como a manipulacao algébrica das equacdes encontradas
explicitam a presenca de tratamentos algébricos.

Prosseguindo a analise do livro didatico de Sampaio (2018), o autor apresenta na
margem inferior da pagina 122, dois trabalhos que exploram com maior profundidade
validacgdes para o Teorema de Pitdgoras: um artigo e um video. No artigo de Leal, Nunes, Souza
(2016) sdo apresentadas quatro diferentes provas para o teorema. Uma delas é uma prova muito
parecida com a prova que Sampaio (2018) explora em seu livro didatico, uma prova envolvendo
congruéncia de triangulos. Parte-se de um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c,
desenha-se um quadrado ABCD de lados b + c. Sobre os lados desse quadrado sdo marcados
0s pontos, M, N, P, Q, de modo que: AM = BN =CP = DQ =be MB = NC = PD =
QA = c, conforme Figura 39.

Figura 39 — Prova do Teorema de Pitdgoras com congruéncia de triangulos

D _® __"P_ _E:- o
i Y]
A e il LS
L
o
._‘ -'*, e
L o A
e’y b 8
\ -!'L_.-"
0 L ) il
4 B = /
K et '
Bh c
4 p M e B

Fonte: Obra de Eduardo Wagner “Teorema de Pitigoras e Areas”

Pela congruéncia dos tridngulos QAM, MBN, NCP e PDQ descritos acima,
0s dngulos agudos destes tridngulos retdngulos medem o e 8 , de acordo com a
figura acima.
Como a + B = 90° segue que cada angulo interno do quadrilatero MNPQ deve ser
reto. Isso demonstra que MNPQ € um quadrado de lado a.

Dai a area do quadrado de lado b +c € igual 4 soma da area do quadrado
de lado a com a area de quatro tridngulos retangulos de catetos b e ¢

Isto &:
(b+¢)® = 4¥+ a? = b?+ 2bc+ ¥ = 2bc+a® = b*+ *=4df, como queriamos
demonstrar.

Fonte: Leal, Nunes, Souza (2016, p. 27)
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A prova (Figura 39) é parecida com a prova em Sampaio (2018). Porém na prova de
Leal, Nunes, Souza (2016), o quadrado externo possui lados de medidas b + ¢, enquanto o
quadrado interno tem lados de medida a unidades de comprimento. Em Sampaio (2018), o
quadrado externo possui lados medindo a e o quadrado interno medindo ¢ — b. Assim sendo, a
principal diferenca entre estas duas provas e a reconfiguracdo dos triangulos retangulos de
catetos b e c e hipotenusa a, contidos nas figuras que ancoram as duas provas, conforme imagem

a sequir.

Figura 40 — Comparagao entre prova com congruéncia de triangulos em Sampaio (2018) e
Leal, Nunes, Souza (2016)

'3 a D D ¢ 8 p
b - \<
B a
0 / ”
\\ 2 ‘
a\\ a
\ a
c \ 5
\ 2 /a/,/’/ B b
18 .\‘ —a
A b M c B

Fonte: Sampaio (2018, p. 123) e Leal, Nunes, Souza (2016, p. 27)

A representacdo do quadrado a esquerda é usada por Sampaio (2018) enquanto que a
representacdo do quadrado a direita, por Leal, Nunes e Souza (2016). Ambas as provas
envolvem o registro figural e o registro algébrico como predominantes, sendo, portanto,
demonstracdes geométricas-algébricas. Nelas ocorrem conversdes entre os registros figural e
algébrico, bem como diversos tratamentos algébricos. Existem poucas diferencas entre as duas
provas, mas € possivel observar que na prova de Leal, Nunes e Souza (2016) a lingua natural é
mais utilizada do que na prova de Sampaio (2018).

Ainda no artigo de Leal, Nunes e Souza (2016), outras trés provas do Teorema de
Pitagoras sdo exploradas, uma delas é a prova classica, apontada como a possivel prova
realizada por Pitagoras. Esta também € explorada por Dante (2018) na Figura 34. A segunda
prova baseia-se em relagcdes métricas no triangulo retangulo, conforme explora-se em Pataro e
Balestri (2018) e Dante (2018).
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A Ultima prova e inédita entre os livros didaticos analisados no presente trabalho.
Segundo Leal, Nunes e Souza (2016) um livreiro e corretor da bolsa de valores londrino,

chamado Henry Perigal formula, em 1873, a seguinte prova para o Teorema de Pitagoras:

Figura 41 — Prova de Henry Perigal para o Teorema de Pitagoras 13

Fonte: Leal, Nunes, Souza (2016, p. 29)

Trata-se de uma prova essencialmente figural, ou mesmo, uma prova pragmatica
baseada na ostensdo, como Balacheff (2000) a classificaria. Ao reconfigurar os quadrilateros
contidos no quadrado sobre o cateto ¢ e o quadrado sobre o cateto b dentro do quadrado formado
sobre a hipotenusa a, conclui-se que o quadrado sobre a hipotenusa a possui a area do quadrado
sobre o cateto b somada a area do quadrado sobre o cateto b. Como ja afirmado, o registro
semidtico predominante nesta prova € o registro das figuras, sendo os tratamentos figurais as
operacOes semioticas predominantes. Logo, a prova de Perigal pode ser caracterizada, entdo,
como prova pragmatica por ostensao figural.

Além disso, em trés das quatro demonstra¢c6es contidas no artigo de Leal, Nunes e Souza
(2016), os autores apontam como referéncia a obra de Wagner (2015), ja citada aqui na prova
da reciproca de Pitagoras. Analisando a obra de Wagner (2015), visualiza-se exatamente as
mesmas demonstracdes para o Teorema de Pitagoras contidas em Leal, Nunes e Souza (2016),

escritas somente com algumas modificagGes de escrita em lingua natural. A Gnica prova contida

13 A prova de Perigal envolve essencialmente a acdo sobre uma figura, ou seja, € uma prova pragmatica
(BALACHEFF, 2000). Uma forma de agir sobre esse tipo de prova é utilizando-se de ambientes de Geometria
dindmica. Nobriga (2019) propfe a utilizagdo em sala de aula das provas dinamicas, descritas por ele como
“demonstragdes dinamicas” por serem provas realizadas inteiramente em ambientes de Geometria dinamica como
0 GeoGebra. Um exemplo de como explorar a prova de Perigal apresentada na Figura 41 é a prova dindmica
realizada por Nébriga e disponivel no link: https://www.geogebra.org/m/WG6VtwBB. Acessado em 30 jul. 2022.


https://www.geogebra.org/m/WG6VtwBB
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apenas em Leal, Nunes e Souza (2016) e ndo em Wagner (2015) é a prova utilizando
congruéncia de triangulos, explicitada na Figura 35.

Outra obra citada nas margens do livro didatico de Sampaio (2018) é um video
denominado “O Legado de Pitagoras”, dividido em trés partes. Os videos trazem a historia de
Pitagoras e outros matematicos e exploram em especial as contribuicdes da Matematica grega.
O segundo video é o que cita provas do Teorema de Pitagoras. Nesse video, afirma-se que a
primeira demonstracdo usando figuras na Geometria de Euclides é a do Teorema de Pitagoras
(O LEGADO, 2010). A demonstracdo dada por Euclides para o Teorema de Pitagoras é citada

no video e pode ser encontrada na Proposicao 47 do livro 1 da obra Elementos de Euclides.

Figura 42 — Prova de Euclides para 0 Teorema de Pitagoras

Nos m&ngur’ﬂs rrrﬁncr_ruf::rs, 0 qumfmdo sobre o lado que se estende sob o
ﬁngufo reto ¢ l'guuf aos quﬂﬁfmdﬂs sobre os lados que contém o ﬁngufo reto.

Seja o triingulo retingulo ABC, rendo o dngulo sob BAC reto; digo que
o quadrado sobre a BC € igual aos quadrados sobre as BA, AC.

Fiquem, pois, descritos, por um lado, o quadrado BDEC sobre a BC, ¢,
por outro lado, os GB, HC sobre as BA, AC, e, |,'!-E|{'! A, ﬁquv tragada a Al
]ﬁ;aralr.];\ a qualquer uma das BD, CE; e ﬁqunn ligadas as AD, FC. E, como

cada um dos ingulos sob BAC, BAG ¢ reto, entio, as duas reras AC, AG,

H Nio postas No mMesmo lado, fazem relati-
vamente a algumn reta, a BA, e no ponto

K A sobre ela, os ingulos adjacentes iguais a

) dois retos; portanto, a CA estd sobre uma
F reta com a AG. Pelas mesmas coisas, entao,

também a BA esti sobre uma reta com a

AH. E, como o ﬂngl.ﬂu sob DBC ¢ igu;ﬂ
ao sob FBA; pois, cada um € reto; flique

adicionado o sob ABC comum; portanto,

o sob DBA rode é igu;l.l a0 sob FBC rodo.

DL E

E como, por um lado, a DB & igun] aBC, e,
por outro lado, a FB, i BA, entio, as duas DB, BA sio iguats s duas FB, BC,
cada uma a cada uma; e o ﬁngu]n sob DBA € igual a0 ;'inguln sob FBC; por-
tanto, a base A | €] igual i base FC, e o triingulo ABL) é 'rgn;:] a0 rrlﬁngu]ﬁ

FRC: &, pot um lado, o p:ir:ﬂvlngr:mm RI.

é| o dobro do tridngulo ABD;
pois, tanto tém a mesma base BD) quanto estio nas mesmas }'!:Ir‘:ﬂt’tl:lﬁ 518
AL: e, por ourro lado, o quadrado GB ¢ o dobro do trifingulo FRC: pois,
I .| & F
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entio, sendo ligadas as AE, BK, serd provado também o paralelogramo
CL igual ao |.|Lmdr‘u.{o HC; portanto, o u]u.h.imr.]m BDEC todo € igual aos
quadrados GB, HC. E, por um lado, o quadrado BDEC foi descrito sobre
a BC, ¢, por outro lado, os GB, HC, sobre as BA, AC. Portanto, o qlmldr.uiu
:‘;('Il_:lr‘l_' (4] |r|\[l!l t’l(j f:-' iglli'l] S ‘lllél\[rilﬂlf'l'ﬁ h‘l:lll_‘."r(,' [ ] Ii'll:,:ll:'IH I’l.“"l.., .""I.'.-‘

E""I:]rLEIr'Il(T. TS lTli‘i]'lgllli!l.h rl..,":lrlgl]](}ﬁ. (8] |I|'r.|"||.lrr|\_|_‘, }\l!lll_"rk' h ]:l(_l('l' (I'll(,' L1
l.,".h“_'r'll.ll\,' HI::Il_:l (4] ﬁTlgLII_I::I el li-' igl“ll s l:l”;lxl_'ri'lll:lli'lﬁ hl:lll_‘."l'l:,' 0% |r|\[1 b l:llJl.," Tl I::]'I'I

¥ |ﬁr1;:'1h]n reroy] O -:'|IJ-:' [l it | ]‘ll'x':'l.‘it‘: |‘.\11:a'lr'.'i|'.

Fonte: Euclides (2009)

A prova dada por Euclides possui um carater especial, visto que é antiga e de época
anterior ao periodo de desenvolvimento da algebra na Europa (ROQUE, 2012). Ela néo utiliza-
se do registro algébrico, apenas da lingua natural. Nao sdo utilizados simbolos para indicar
segmentos, triangulos, ou outros objetos matematicos. Visualiza-se, mesmo assim, um
mecanismo que Euclides utiliza possivelmente para reduzir a quantidade de caracteres em sua
escrita, em algumas partes do texto ele se refere a um quadrado citando apenas uma de suas
diagonais, por exemplo, quando cita o quadrado GB, na verdade, ele estd se referindo ao
qguadrado AGFB. Por ser uma prova essencialmente em lingua natural, ela ¢ uma prova bastante
extensa. Confirma-se desta forma, o que Duval (2004) afirma em sua teoria, de que a introducéo
do registro algébrico possibilita uma economia de escrita, se comparado ao uso da lingua
natural. Além disso, os registros utilizados nesta prova sdo os registros em lingua natural e o
figural, ocorrem essencialmente tratamentos em cada um desses registros e, conversdes de um
registro a outro e vice-versa. Estas conversfes sdo chamadas de ilustracfes quando partem da
lingua natural para o registro figural, como ocorre no inicio da prova. Ou sdo denominadas
traducdes quando ocorre 0 contrario, ou seja, quando elas partem do registro figural para o em
lingua natural. Traducbes estdo presentes até o final da prova. Assim, mesmo que
predominantemente envolva o registro em lingua natural, dado seu carater figural, é possivel
afirmar que a prova dada por Euclides € uma prova pragmatica por exemplo genérico.

No video afirma-se ainda que nos dltimos dois milénios o Teorema de Pitagoras é
provado de mais de trezentas formas distintas e nem todas sdo provas dadas apenas por
matematicos. O video expde a demonstracdo apresentada pelo livreiro e corretor da bolsa de
valores Henry Perigal (Figura 41) e a prova dada pelo 20° presidente estadunidense James
Garfield (Figura 32) presente no livro didatico de Dante (2018).

Ainda nas margens do seu livro didatico, Sampaio (2018) sugere aos professores

reflexdes a respeito do ensino de “demonstragdes”:
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Verifique se os alunos entendem o propdsito de uma demonstragdo. Como eles estdo
desenvolvendo gradativamente o pensamento abstrato, pode ser que demorem para
entender a utilidade de uma demonstracao: atestar a veracidade de um resultado (tese)
a partir de premissas que sdo consideradas verdadeiras (hip6tese). Para que os alunos
entendam a ideia do teorema, peca que relacionem o quadrado da medida do
comprimento de cada lado do triangulo retangulo a medida da area do quadrado cujo
lado tem a mesma medida de comprimento. (SAMPAIO, 2018, p. 122).

Nesta orientacdo aos professores, Sampaio (2018) realiza uma sugestdo para que 0s
alunos entendam a ideia por trds do Teorema de Pitagoras, que é relacionar os quadrados sobre

cada um dos lados de um triangulo retangulo com as respectivas areas desses quadrados.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

A anélise de trés livros didaticos do 9° do Ensino Fundamental permite estabelecer
algumas conclusdes a respeito de como o Teorema de Pitagoras € validado nesses materiais,
quais 0s raciocinios matematicos explorados e quais 0s registros e operacdes semidticas
predominantes nas provas encontradas.

Verifica-se que todos os trés livros didaticos, das coleces Matematica Essencial,
Telaris e Trilhas de Matematica, apresentam mais de uma forma de validar o Teorema de
Pitagoras. Dentre os raciocinios matematicos requeridos nas validacdes, as provas intelectuais
sdo as mais recorrentes e quase todas as provas encontradas recorrem ao registro algébrico em
algum momento. Acredita-se que isso ocorre devido ao fato de que os livros didaticos
analisados sdo do ultimo ano do Ensino Fundamental, logo, os alunos ja possuem contato com
a linguagem algébrica em sua escolaridade. Assim, provas contendo esse registro semidtico sdo
recorrentes no material analisado.

Entretanto, apenas uma prova encontrada nos livros didaticos € essencialmente
algébrica. Ou seja, nos livros analisados ha apenas uma demonstracédo algébrica, a prova dada
como exercicio aos alunos por Pataro e Balestri (2018) envolvendo relagdes métricas no
triangulo retangulo (Figura 26) e explanada por eles no material aos professores. A grande
maioria das provas encontradas na pesquisa utilizam-se do registro figural como registro de
apoio, mas a validacdo matematica da prova é ancorada no carater genérico concedido com a
utilizacdo do registro algébrico, indo ao encontro ao que afirma Menoncini (2018), que as
figuras podem contribuir para provar teoremas e possuem um papel fundamental na construgédo
de conhecimentos matematicos. Isso também vai em dire¢do a teoria de Duval, que afirma que
a complementaridade da utilizacdo de registros de representacdo favorece o entendimento da
mensagem matematica transmitida (DUVAL, 2004). De fato, as figuras estdo mais proximas
da concretude da realidade do estudante e isso pode justificar a preferéncia didatica da utilizagdo
destas em provas matematicas. A conversao da representacao figural para a linguagem algebrica
é simbolica, porém, é mais préatica e rapida e traz o carater generalizador que a figura por si s0
n&o alcanca.

Assim, verifica-se que de fato, em provas matematicas, 0s registros semidticos se
complementam entre si, especialmente o0s registros algébrico e geométrico. O uso simultaneo
dos dois registros semioticos implica na realiza¢do de conversdes nas provas apresentadas nos

livros didaticos. Portanto, se 0 aluno entende a passagem de um registro a outro na prova, a
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premissa de Duval sobre a compreensdo se confirma. Desta forma, mesmo que as conversoes
entre o registro figural e o algébrico sejam identificadas nos livros didaticos, isto ndo significa,
necessariamente, que o aluno consiga aprender. A aprendizagem ocorre caso o aluno faca, de
fato, a conversdo. Cabe pontuar também que, 0s matematicos superestimam demonstracdes
puramente algébricas, por sua elegancia. Para Duval, estas provas implicam essencialmente em
operacOes de tratamento, enquanto as provas dos livros didaticos analisadas em sua maioria
utilizam-se concomitantemente do registro algébrico e geométrico, ou seja, para Duval, estas
ultimas possuem maior potencial para despertar a aprendizagem dos estudantes, mesmo que as
outras sejam matematicamente mais elegantes.

Quanto aos livros didaticos analisados, observa-se que todos eles iniciam a apresentagédo
do Teorema de Pitagoras com um triangulo retangulo especial, o tridngulo retangulo de lados
medindo 3, 4 e 5 unidades de comprimento. Verifica-se que o quadrado do maior lado
(hipotenusa) é igual a soma dos quadrados dos menores lados (catetos) para esse triangulo
retdngulo em especial, e, utilizando-se de um raciocinio que Balacheff (1988) chama de
empirismo ingénuo, os autores afirmam que o teorema vale para quaisquer triangulos
retangulos. Ou seja, neste momento os trés livros didaticos introduzem o Teorema de Pitagoras
por meio da relacdo a® = b? + c?, e s6 depois disso, 0 provam.

As provas trazidas pelos autores dos trés livros didaticos para o Teorema de Pitagoras
sdo variadas. Por exemplo, Dante (2018) sugere primeiramente verificacbes experimentais, que
utilizam-se de recortes de figuras em papel ou palitos e a acdo sobre esse material. Ou seja,
Dante (2018) recorre primeiramente a provas pragmaticas. SO depois traz provas intelectuais,
que se utilizam da lingua formal e possuem carater generalista. Sampaio (2018) também traz
em margens laterais da sua obra a sugestdo de que os alunos acompanhem a prova que ele
propGe para 0 Teorema de Pitagoras (Figura 36) utilizando-se de desenhos, recortes e
sobreposicdes. Ou seja, ambos 0s autores sugerem provas pragmaticas para iniciar o0 processo
de validacdo do referido teorema. A Unica colecdo que ndo sugere verificacdes experimentais,
envolvendo manipulagdo de material concreto para iniciar o processo de validacdo do Teorema
de Pitagoras é a Colecdo Matemaética Essencial, de Pataro e Balestri (2018).

Além disso, a analise dos livros didaticos permite visualizar outro detalhe em comum
em todas colecdes de livros didaticos analisadas: as sugestdes fornecidas aos professores, nas
margens das paginas dos livros. O livro didatico de Pataro e Balestri (2018) por exemplo, traz
a sugestdo que os alunos exponham em sua linguagem cotidiana o que é enunciado no Teorema
de Pitagoras, ou seja, que sejam exercitados os raciocinios de explicacdo e argumentacdo nos

estudantes. O livro de Dante (2018) apresenta mais provas para o Teorema de Pitdgoras do que
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os demais e destina suas margens laterais para discorrer a respeito da importancia das provas
em Matemaética, para que os alunos se conscientizem que as formulas ndo s&o prontas, elas séo
advindas do raciocinio matematico e sdo validadas através de provas e demonstracdes. O livro
de Sampaio (2018) traz em suas margens laterais referéncias e links que direcionam a variados
trabalhos que apresentam diferentes provas para o Teorema de Pitdgoras. Entretanto, nas trés
colecdes, as margens laterais com informac0es e sugestdes de ensino sdo exclusivas para 0s
livros didaticos da versdo do professor, fica a cargo dos docentes coloca-las em pratica na sala
de aula.

Outra consideracao advinda da analise dos livros didaticos é que os autores chamam de
demonstracdo até mesmo algumas provas que recorrem apenas a figuras ou a acédo sobre elas.
Segundo Balacheff (1988) as provas desse tipo ndo sdo demonstracdes, sdo apenas provas
pragmaticas. Tanto provas pragmaticas como provas intelectuais aparecem em livros didaticos.
Em alguns momentos a explicacdo e a argumentacdo também sdo contempladas, por meio de
sugestBes aos professores ou exercicios aos estudantes. Todos os raciocinios de validagdo
possuem a mesma finalidade: verificar e validar uma afirmacdo matematica. Seguindo esse
mesmo viés, Balacheff (2022, p. 831) afirma que “a demonstra¢do deve ocupar seu devido lugar
na atividade matemaética e, a0 mesmo tempo, coexistir com outras formas de validacdo
necessariamente decorrentes da argumenta¢dao ou mesmo da persuasdo”. Verifica-se que a
demonstracdo coexiste com outras formas de validacao nos livros didaticos analisados.

O presente trabalho atinge seu objetivo, pois articula as teorias de Balacheff e Duval
através das validacGes do Teorema de Pitagoras encontradas nos livros didaticos analisados. E
possivel com a andlise dos trés livros didaticos conectar os registros de representacdo
semioticos com as formas de raciocinio de validacdo. Esta articulacdo entre as duas teorias é

apresentada no quadro a seguir:
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Quadro 1 — Articulagéo entre as teorias de Duval e Balacheff

Tipo de raciocinio

Registro semidtico

predominante

Operacoes semidticas

predominantes

Explicagdo e Argumentagéo

Lingua Natural

Tratamento em Lingua

Prova

Natural
Pragmatica | Por ostensao Figuras Tratamento figural
figural
Empirismo Figuras e lingua Converséo e tratamento
ingénuo natural
Exemplo Figuras e lingua Conversdo e tratamento
genérico natural
Demonstracédo Figuras e algébrico | Conversdo e tratamento
Intelectual | geométrica-
algebrica
Demonstracdo | Algébrico Tratamento algébrico
algébrica

Fonte: Autora

Este quadro permite concluir que cada forma de raciocinio de validagdo em Matemaética

pressupde pelo menos um registro semidtico predominante, conforme é possivel observar nos

livros didaticos analisados. A respeito disso Sampaio (2018), em uma margem lateral do seu

livro didatico, afirma que ““as diferentes demonstracdes do Teorema de Pitdgoras permitem ao

aluno transitar entre diferentes representacdes de um mesmo objeto de conhecimento, além de

favorecer a perspectiva histérica da produgédo do conhecimento” (SAMPAIO, 2018, p. 122). De

fato, o presente trabalho encontra validagdes diversas para o Teorema de Pitagoras, envolvendo

diferentes registros semiéticos, sendo que todas elas sao formas validas de raciocinio.

As dificuldades encontradas nesse trabalho sdo essencialmente voltadas ao

entendimento dos referenciais teoricos adotados. Balacheff, por exemplo, possui uma escrita

densa e complexa. Realizar traducdes de sua obra e entendé-las ndo é uma tarefa simples.

Entretanto, mesmo com as dificuldades, o presente trabalho consegue cumprir seu objetivo.
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