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RESUMO

Este trabalho apresenta uma revisao historica do calculo fracionario, descrevendo as prin-
cipais defini¢oes e aplicacoes do tema desde seu inicio em 1695 até os dias atuais, comen-
tando brevemente as publicagoes do tema no Brasil. Sao apresentados os pré-requisitos
do calculo fracionario, como a funcao gama, a funcao beta e a funcao de Mittag-Leffler.
Sao definidas a integral fracionédria de Riemann-Liouville e as derivadas fracionérias de
Caputo e de Riemann-Liouville, as quais sao exploradas com exemplos, que sao compara-
dos ao calculo classico. Diversas aplicacoes do célculo fracionario sao abordadas. Como:
(i) a generalizagao fracionaria das equagoes do decaimento radioativo e do crescimento
populacional, que sao aplicadas ao decaimento radioativo do césio-137 e do crescimento
populacional do Brasil; (ii) a generaliza¢ao da segunda lei de Newton para uma equagao
diferencial fracionaria e resolvida para algumas ordens fracionarias; (iii) a generalizagao
da equacao logistica para uma ordem arbitraria. Com a solucao fracionaria da equagao
logistica é realizado um ajuste de curva envolvendo os infectados pela Covid-19 na cidade

de Chapeco-SC.

Palavras-chave: Calculo fracionario. Integral de Riemann-Liouville. Derivada de Ca-

puto. Aplicagoes.



ABSTRACT

This paper presents a historical review of fractional calculus, describing the main defini-
tions and applications of the theme since its inception in 1695 to the present day, briefly
commenting on publications on the subject in Brazil. Prerequisites for fractional calcu-
lus are presented, such as the gamma function, the beta function, and the Mittag-Leffler
function The Riemann-Liouville fractional integral and the Caputo and Riemann-Liouville
fractional derivatives are defined and explored with examples compared to classical calcu-
lus. Several applications of fractional calculus are covered as: (i) the fractional generaliza-
tion of the radioactive decay and population growth equations, which are applied to the
radioactive decay of cesium-137 and population growth in Brazil; (ii) the generalization
of Newton’s second law to a fractional differential equation and solved for some fractional
orders; (iii) the generalization of the logistic equation to an arbitrary order. With the
fractional solution of the logistic equation, a curve fitting is performed involving those
infected by Covid-19 in Chapeco-SC.

Keywords: Fractional calculus. Riemann-Liouville integral. Derivative of Caputo. Ap-

plications.
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1 INTRODUCAO

O Calculo de Ordem Arbitraria é conhecido atualmente como Célculo Fracionario-
CF, pois em sua fase inicial, a primeira menc¢ao a uma derivada de ordem nao inteira foi
feita com uma derivada de meia ordem. Posteriormente se desenvolveu a possibilidade
de estender as derivadas para qualquer ordem, ou seja, inteira, fracionaria, e até mesmo
complexa.

A motivacgao pela escolha do CF como tema deste trabalho de conclusao de curso se
deu pela inquietacao gerada com o calculo tradicional, que possibilita apenas integracoes
e derivagoes de ordem inteira. Também, pelo impopularidade das derivadas e integrais de
ordem arbitraria. A escolha pelo Célculo de ordem arbitraria também passa pelo interesse
do orientando na aplicacao da matemaética, mais precisamente com os conceitos do calculo
diferencial e integral.

Com este trabalho pretende-se explicar como os estudos em calculo de ordem nao
inteira evoluiram desde Leibniz e L’Hopital até a atualidade no que tange seu desenvol-
vimento matematico.

No Capitulo 2 é realizada uma revisao historica do CF, desde seus primoérdios até os
dias atuais, considerando as defini¢oes e formulagoes mais importantes produzidas. Essa
se¢ao inicial ¢ uma introducao ao tema, de modo que o leitor perceba a importancia
desse assunto que é visto como o calculo da modernidade. O conceito do CF, pode ser
comparado a mudanca necesséria na antiguidade, com o surgimento dos niimeros racionais
para suprir as lacunas deixadas com os numeros inteiros (CARVALHO; OTTONI, 2018).

No Capitulo 3 sao apresentadas algumas fung¢oes que sao vistas como pré-requisitos
para o CF, como a fung¢ao gama que é conhecida como fatorial generalizada, a funcao beta
que também é chamada de integral de Euler de primeiro tipo, e a fungao de Mittag-Leffler
que é conhecida como a generalizacao da exponencial.

No Capitulo 4 é apresentada a definicao de integral fracionéria de Riemann-Liouville,
e em um capitulo subsequente as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e de Mi-
chele Caputo. A ultima é uma das definigbes mais utilizadas e aplicaveis das derivadas
fracionarias (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) por esse motivo ela sera a definigdo adotada
nesse trabalho.

No Capitulo 5 é feita uma comparacao entre a derivada fracionaria de Caputo e a
derivada fracionaria de Riemann-Liouville, mostrando que a derivada de uma constante é
igual a zero com a formulacao de Caputo, o que nao acontece com a de Riemann-Liouville.

A partir das definigoes de integral e derivada fracionéria serao resolvidas algumas
integrais fracionarias, como da fungoes seno, cosseno, exponencial, polindmiais e algumas
derivadas fracionarias como das fungoes seno, cosseno, exponencial, de polinémios e da

funcao constante. Na resolucao dessas derivadas e integrais fracionarias é realizada uma



comparacao com o calculo classico e é evidenciado que a derivada e integral fracionaria
de primeira ordem coincide com a resolu¢ao do céalculo cléassico.

As primeiras aplicagoes do CF sao datadas do inicio do século XX, com o passar
do tempo a utilizacao do célculo de ordem arbitraria ganhou mais forga, principalmente
com o avang¢o dos meios de comunicagoes. Atualmente, o CF é utilizado por exemplo
em problemas matematicos envolvendo equacgoes diferenciais fracionarias, que buscam
otimizar resultados encontrados com equacoes diferenciais ordinarias.

No Capitulo 6 sao apresentadas algumas aplicagoes do CF, como a generalizagao da se-
gunda lei de Newton, do decaimento radioativo, do crescimento populacional e da equagao
logistica. Nessas aplicagoes sao comparadas as solugoes inteiras das equacoes diferenci-
ais com as suas solugoes fracionarias, ou de modo equivalente, comparando os resultados
obtidos com o célculo fracionario com os resultados do célculo classico.

A primeira aplicacao do CF é a generalizacao da segunda lei de Newton, obtendo
solugoes para equacoes fracionarias intermediarias a solucao classica de primeira ordem
(velocidade), a solugdo de segunda ordem (aceleragao) e a solugdo de terceira ordem
(conhecida como jerk). A segunda aplicagao é uma simula¢do envolvendo o Césio-137
e seu decaimento radioativo, envolvendo a solucao classica e também algumas solucoes
fracionarias.

A terceira aplicacao é a generalizacao do crescimento populacional, que é aplicado ao
crescimento da populagao brasileira. A tultima aplicagao é a generalizacao da equagao
logistica e consiste em um ajuste de curva envolvendo a sua solucao fracionaria, aplicada

ao nuamero de infectados pela Covid-19 no inicio do pandemia no ano de 2020, em Chapeco-

SC.
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2 EVOLUCAO HISTORICA DO CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo serd apresentada uma revisao historica do CF, se dividindo em duas
secoes. A primeira é relacionada ao desenvolvimento do Calculo fracionario no mundo, e

a segunda a sua evolucao no Brasil.

2.1 O CALCULO FRACIONARIO NO MUNDO

Nessa secao serao apresentadas as contribuigoes mais relevantes para o desenvolvi-
mento do calculo fracionario, as mais importantes podem ser conferidas na Figura 1 que

busca sintetiza-las.

Figura 1 — O desenvolvimento do Calculo Fracionario apresentado em uma linha de tempo

1

1695 1819 1823 1832 1847

Troca de Em um livro de 700 Resolugdo do Derivada Derivada
correspondéncias entre paginas, Lacroix dedicou problema da fracionaria de fracionéria de
Leibniz e 'Hopital duas para o CF Tautécrona por Liouville RrEmET

Abel

1

1869 1969 1974 2015

Nomenclatura de Derivada 12 conferéncia Publicagao do 1° livro sobre CF 1° livro brasileiro
integral fracionaria fracionaria de sobre o CF no no mundo, por Oldham e sobre CF, por
de Riemann-Liouville Caputo mundo Spanier Camargo e
Oliveira

Fonte: Os autores, 2023.

A ideia por tras do CF se originou durante o desenvolvimento simboélico do célculo
tradicional com Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643- 1727).

O primeiro registro é de 1695 em uma troca de correspondéncias entre Guillaume
Frangois Antoine, Marqués de L’Hopital (1661-1704), e Leibniz (OLDHAM; SPANIER,
1974) que é explicado por Camargo e Oliveira (2015, p.5).

Leibniz formulou uma questao envolvendo uma possivel generalizagao
da derivada de ordem inteira para uma ordem em principio, arbitraria.
L’Hépital devolveu a pergunta para Leibniz. Questionando-o no caso
particular em que a ordem da derivada fosse meio. Em uma audaci-
osa e profética resposta, Leibniz apresenta o resultado e afirma: isto é,
aparentemente, um paradoxo que um dia vai gerar varias consequéncias
importantes. Assim tem inicio o Calculo Fracionario.
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A formulagao proposta por Leibniz consiste na substitui¢ao da ordem de derivagao
inteira positiva n, por g, que pode assumir valores reais ou complexos. A generalizagao
proposta por Leibniz é descrita da seguinte forma:

1
Dily(a)] = (x) = - y().

A nomenclatura do Calculo de ordem nao inteira como Calculo Fracionario pode ser
justificada pela pergunta feita por L’Hopital a Leibniz, que foi apresentada anteriormente.
Essa pergunta envolvia uma derivada de meia ordem , nao considerando outras possibili-
dades, como nimeros complexos ou irracionais (OLIVEIRA, 2018).

Outra ocorréncia do uso do CF aconteceu em uma correspondéncia trocada em 1697
entre Leibniz e John Wallis (1616- 1703). O apontamento feito por Leibniz foi que o
produto infinito de Wallis! para o niimero 7 poderia ter sido resolvido através de uma
derivada de meia ordem (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Em 1730 Leonhard Euler (1707-1783) incomodado com a ideia de generalizar a hipotese
da ordem da derivada, escreveu em uma dissertacao que o entendimento poderia ser
melhor explicado com o auxilio de interpolagoes na derivada (CAMARGO; OLIVEIRA,
2015). Muito tempo depois, em 1772 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) contribuiu de
forma indireta com o CF, quando desenvolveu a lei dos expoentes, apresentada a seguir.

(CAMARGO, 2009).
dm dny B d(m+n)y
dz™dzn — dxlmin)’

No momento em que essa formulacao foi desenvolvida ainda nao estava demonstrado

que m e n podem assumir valores arbitrarios, em uma fungao y(z), ou seja, o uso da
lei nao é correto do ponto de vista matematico. Posteriormente foi demonstrado que
essa lei nao é valida em algumas situagoes, e mesmo assim contribuiu diretamente para o
desenvolvimento do CF (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

No século XVIII, em 1812, Pierre Simon Laplace (1749-1827) definiu a derivada fracio-
naria como uma integral (TORRELLI, 2021). Silvestre Frangois Lacroix (1765-1843), em
1819, foi o primeiro matemaético a citar as derivadas de ordem arbitraria em um livro. Das
700 paginas do livro, a derivada de ordem fracionaria esteve presente em duas péaginas.

A definicao feita por Lacroix consiste em obter a n-ésima derivada para um mondémio

y(x) =2 comm € Z , com m <0 en <m como (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

drz™ m! S
= T
dzm  (m —n)!

Substituindo o fatorial pela funcao Gama, n por o e m por [, com « e 3 fracionarios,

obtém-se a derivada fracionaria para mondémios, proposta por Lacroix (CAMARGO; OLI-

oo 2n 2n

L O produto infinito de wallis para 7 é dado por: anl (27%1 . 2n+1) =13
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VEIRA, 2015).
dar- ™ rpg+1) _
= D[Pl = T (B-aq)
dz" D] F(ﬂ—a+1)x

Jean Baptista Joseph Fourier (1768-1830) em 1822 também contribui com o desenvol-

vimento do célculo fracionario e deu um significado para derivadas de ordemn = 1,2, 3, ...
de uma funcao real f . A derivada de ordem n arbitraria foi definida por Fourier através
de uma integral da seguinte forma(TORRELLI, 2021).

Dif(@) =5 [ Z s [ Z 1" cos(a) [t — &) + "2

Apos longos anos de estudos e desenvolvimento do CF, Niels Henrick Abel (1802
— 1829) em 1823 o aplicou para resolver o problema da Tautécrona. Que consiste em
determinar a forma de uma curva lisa C? | dada pelo grafico da fungio f : [a,b] C R — R
coma <0 <be f(0)=0. Tal que, uma particula qualquer que caia sobre a curva C' e
esteja sujeita a acao da gravidade, nao importando qual o ponto inicial de contato com a
curva, leva o mesmo tempo para atingir o ponto (b, f(b)) (OLDHAM; SPANIER, 1974).

A solugao do problema consiste em considerar que a derivada de uma fungao constante
nao é sempre nula no CF, fato que depende da formulacao utilizada para resolver o pro-
blema (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). Um exemplo pode ser visto a seguir, onde uma
fungao constante é aplicada na formulag¢ao de Lacroix e nao resulta em zero (OLDHAM,;
SPANIER, 1974).

1
%a) = (nt)").

Apos a aplicacao de Abel o CF nao foi desenvolvido por quase uma década, somente
com Joseph Liouville (1809-1882) em 1832 novos resultados foram publicados. Acredita-se
que Liouville tenha se inspirado na aplicagao de Abel e na integral de Fourier. Liouville
teria formulado duas definicoes para a derivada fracionaria, a primeira com bastante
restrigoes somente podendo ser utilizado em determinada classe de fung¢oes (MILLER,;
ROSS, 1993).

Para tentar amenizar as restri¢oes, Liouville definiu uma segunda formulacao baseada

na integral da funcao gama, que é apresentada a seguir, com z =a + bt € a,b € R:

['(z) = / e ¥ 1dt.
0
A partir da fungao gama Liouville formulou a defini¢ao de derivada fracionéria, como:

D) = (~1)° - (%) a—

em que, « é fracionéario e a > 0 (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

2

Uma curva C é lisa quando a derivada da paremetrizacao da curva C é continua e diferente de zero.
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Com essa formulacao Liouville apresentou uma defini¢ao util para fungoes complexas
com a parte real maior que zero. Liouville também foi o primeiro a tentar resolver equacoes
diferenciais com operadores fracionarios. A solugao feita por Liouville em uma de suas
anotagoes consistia em encontrar uma fungdo complementar (MILLER; ROSS, 1993).

Em 1847, Georg Friedrich Bernard Riemann, (1826-1866) em um artigo que escreveu
durante a sua graduacao definiu a derivada fracionaria. Apds sua morte um trabalho
seu foi publicado, em que apresentava a definicao de integral fracionaria a partir de uma
generalizagao da série de Brook Taylor (1685-1731). A integral definida por Riemann é
conhecida atualmente como integral fracionaria de Riemann-Liouvile e serd apresentada
a seguir. O motivo desse nome conjunto é a semelhanga entre as defini¢oes que Riemann
e Liouville publicaram e também a unificacao das defini¢oes, que foi feita posteriormente
(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

sl = s [ @ b+ )

sendo u(x) uma fungao qualquer.

Com ¥(z) sendo uma func¢ao complementar, que busca resolver a ambiguidade que a
derivada de Liouville apresentava no limite inferior ¢ da integragao. Posteriormente essa
definicao foi ajustada e melhorada, de modo que se tornasse mais acessivel, pois a funcao
complementar dificultava o uso da integral (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Em 1880 Arthur Cayley (1821- 1895) buscou rescrever a integral fracionaria de Riemman-
Liouville, removendo a fun¢ao complementar ¥(z). O resultado obtido pode ser conferido
a seguir, com R(a) > 0 (OLIVEIRA, 2018).

1

I @) = / - o) f)dy.

Sendo I® um operador integral de ordem o € R, e f(x) uma fun¢do. Uma observagao
importante é que quando ¢ = 0 tem-se a definicao de Riemann para integral fracionaria e
quando ¢ = —oo tem se a defini¢ao de Liouville para a derivada fracionaria (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Anton Karl Grunwald (1838-1920) em 1867 unificou os resultados de Riemann e Liou-
ville e a partir das limitacoes dessas defini¢oes definiu uma derivada fracionaria. Que apos
algumas contribuigoes de Aleksey Vasilievich Letnikov (1837-1888) passou a ser chamada
de derivada fracionaria de Grunwald-Letnikov (OLIVEIRA, 2018). Grunwald definiu a
derivada se baseando em um limite de um quociente de diferengas, e Letnikov contribuiu
para o melhoramento da definicao. “A importancia da derivada de Grunwald-Letnikov,
entre outras razoes reside no fato de ter ampla aplicabilidade em problemas numéricos”
(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015, p.68).

A nomenclatura de integral fracionédria de Riemann-Liouville foi influenciada por um

trabalho feito por Nicolay Yakovlevich Sonin (1849-1915) que em 1869 utilizou uma fungao
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integral de Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) para formular a derivada de ordem n de
uma fungao analitica (OLIVEIRA, 2010).

Uma grande mudanga na aplicabilidade do CF aconteceu com Oliver Heaviside (1850-
1925), que durante as tltimas décadas do século XIX publicou varios artigos aplicando
o CF em equagdes diferenciais lineares através do uso de operadores generalizados (CA-
MARGO; OLIVEIRA, 2015). Esses métodos foram utilizados por Heaviside para resolver
problemas na fisico-matematica, como o de transmissao de correntes elétricas em cabos e
alguns problemas da teoria do eletromagnetismo (OLIVEIRA, 2018).

No século XX, no periodo de 1900 a 1970 h& pouco desenvolvimento do CF, se compa-
rado ao periodo posterior a década de 70 (MILLER; ROSS, 1993). Nesse periodo houve
grande contribui¢ao da derivada fracionaria de Hermann Krauss Hugo Weyl (1885-1955)
que é definida por (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015), como:

Dw®f(t)] =w™*f(t) = ﬁ /000 2 f(z + t)dz.

Em 1919 Thomas John Ianson Bromwich (1875-1929) demonstrou que os resultados de
Heiviside estavam corretos, o que nao havia sido feito por ele. Acredita-se que Heaviside
nao os tenha demonstrado pela sua inexperiéncia como cientista (OLIVEIRA, 2018). Em
1936, Harold Thayer Davis (1892-1974) descreveu a teoria dos operadores lineares com o
CF e suas aplicagoes no livro "The Theory of Linear Operators"(DAVIS, 1936).

Até 1970 algumas outras contribuigoes se destacaram, mas nao foram tao relevantes
como as que vieram a ser desenvolvidas a partir da década de 70. Camargo e Oliveira
(2015, p. 21) destacam que “foram muitos os pesquisadores que contribuiram para o tema,
porém, a maioria dos cientistas, em particular os engenheiros, nao levaram a sério o CF”.

A partir de 1970 o uso do CF comegou a mudar, devido a grande variedade de definigoes
para derivadas e integrais fracionarias o seu uso era restrito e visto como um campo da
matematica pura, e muito abstrato. Na década de 70 varias aplicagcoes comecaram a surgir
transformando o CF em uma area muito utilizada e discutida.

Em 1969 Caputo prop6s uma nova derivada de ordem arbitraria, conhecida hoje como
derivada de Caputo. A definicao de Caputo consiste em efetuar uma derivada de ordem
inteira e posteriormente uma integral de ordem arbitraria, justamente o inverso da formu-
lagao de Riemann-Liouville (CARVALHO; OTTONI, 2018). A defini¢ao dada por Caputo

pode ser conferida a seguir:
“D7[f(x)] =c I;D"[f ()],

em 5 € C tal que R(8) > 0, n o menor inteiro maior que R(S) e v = n — F , o que
implica que 0 < R(v) < 1. Também é necessario que z > 0 , onde ,I? é a integral de
Riemann-Liouville de ordem v avaliada em f(z) e ¢ é uma constante.

A formulagao de Caputo é parecida com a conhecida definigao de Riemann-Liouville.

Um dos pontos positivos da derivada fracionaria de Caputo é a derivada de qualquer fungao
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constante ser nula, o que nao acontece na derivada de Riemann-Liouville. O fato de nao se
ter sempre uma derivacao nula ao derivar uma fungao constante causa alguns problemas
quando se busca interpretar a derivada como uma taxa de variacao, ou seja, a formulagao
de Riemann-Liouville nao pode ser representada fisicamente de forma imediata, diferente
da definicao de Caputo que pode ser representada de maneira imediata quando aplicada
a transformadas integrais. Nessa definicao também nao se faz necesséario o uso de uma
fungao complementar (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015)

Em 1971, Caputo e Mainardi aplicaram a defini¢ao da derivada fracionaria de Caputo
em um trabalho, em que estudam a dissipagao em solidos, que pode ocorrer de duas formas.
A primeira conhecida como: histerese estética, que é caracterizada pela independéncia
entre a perda de energia por ciclos de materiais e a frequéncia deles. Acredita-se que
a perda tenha alguma associagao, com a tensao e a deformagao nao linear do material
que gera a perda de energia. A segunda conhecida como: viscosidade, é caracterizada
pela perda de energia associada aos gradientes de velocidade, que sao estabelecidos pela
vibragao (CAPUTO; MAINARDI, 1971).

Apos a definicao de Caputo o CF passou a se desenvolver a passos largos, as inovagoes
tecnoloégicas e de comunicacao também contribuiram para isso. Em 1974 aconteceu a
primeira conferéncia internacional dedicada ao CF, organizada por Bertram Ross (1917-
1993) em New Haven, nos Estados Unidos, que foi patrocinada pela Fundagao Nacional
de Ciéncia (MILLER; ROSS, 1993). Esta conferéncia é apontada por Camargo e Oli-
veira (2015) como a grande contribui¢do ao CF no século XX, pois a partir dela o tema
se difundiu e o niimero de pesquisadores dedicados ao tema cresceu significativamente,
estimulando uma grande quantidade de publicagoes.

Atualmente a definigdo de Caputo é muito utilizada em varias éreas do conhecimento,
principalmente no estudo de equacoes diferenciais de ordens arbitrarias, que possuem
dependéncia temporal. Muitas vezes as equagoes diferenciais fracionarias sao utilizadas
para refinar o resultado de algumas aplicagoes, como pode ser feito com o decaimento
radiativo e com a equagao logistica (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Nesse mesmo ano foi publicado o primeiro livro dedicado exclusivamente ao CF, ela-
borado por Oldham e Spanier (1974). O livro tem uma se¢ao que apresenta uma revisao
historica, que foi feita por Ross e com aplicagoes do calculo de ordem arbitréria, na Qui-
mica e Fisica. Na revisao historica feita por Ross, sao expostos os ntumeros de artigos
publicados entre 1695 e 1974, sendo mais de 150.

A segunda conferéncia internacional sobre o CF aconteceu em 1984, na University of
Strathclyde, em Glasgow na Escocia, que também foi organizada por Ross, a seu anda-
mento foi semelhante ao da primeira edi¢cao. O que a diferencia da primeira é a pergunta
que ficou apo6s conferéncia, que se baseia na possibilidade de achar uma interpretacao
geométrica para a derivada fracionéria, pergunta que motivou varios novos pesquisado-

res a se dedicarem ao assunto, consequentemente aumentando a quantidade de trabalhos
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(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

A terceira conferéncia internacional sobre o CF foi realizada em 1989, na Universi-
dade de Nihon, Tokyo, Japao. O motivo dela ter sido realizada nesse local era o centé-
simo aniversario da Universidade. Ao fim da conferéncia um problema foi proposto aos
participantes, que pedia qual a dimensao fracionaria do metrdé de Tokyo (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Em 1993 Miller e Ross publicam um livro dedicado as equagoes diferenciais fracioné-
rias, nele foi feito um levantamento que afirma que entre 1974 e 1993 foram publicados
mais de 400 artigos sobre o CF(MILLER; ROSS, 1993). Totalizando mais de 550 artigos
entre 1695 e 1993.

Em 1998 Carl Lorenzo e Tom Hartley propuseram uma interpretagao geométrica para
a derivada fracionaria de Grunwald-Letnikov, através da analise numérica. Nesse mesmo
ano Virginia Kiryakova cria a revista FCAA- Fractional Calculus and Applied Analysis,
que é exclusiva para publicagoes sobre o CF (OLIVEIRA, 2018).

Em 1999 Igor Podlubny publica o livro Fractional Differential Equations: An Intro-
duction to Fractional Derivatives, Fractional Differential Equations, to Methods of Their
Solution and Some of Their Applications. Que pode ser visto como uma introducao ao
CF (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

No ano de 2006 Anatoly Alexandrovich Kilbas, Hari Mohan Srivastava e Juan José
Trujillo publicam um livro onde varias aplicacoes do CF podem ser encontradas em relacao
a teoria do célculo integral e diferencial (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Apos esse ano varios outros livros e artigos sao publicados no mundo, que podem
ser conferidos na revisao historica feita por Camargo e Oliveira (2015) em seu livro Cal-
culo Fracionario e na dissertacao de Oliveira (2018): Calculo Fracionario: contribui¢oes
historicas e aplicagoes fisicas.

Atualmente existem revistas e sites que se dedicam exclusivamente ao Calculo Fraci-
onario, em consulta feita na internet, buscando por sites, revistas ou jornais sobre o CF,
foram encontradas: A revista Fractional Calculus and Applied Analysis (FCAA)? com
inicio em 1998, do Instituto de Matemaética e Informatica da Académia de Ciéncias da
Bulgéria. O site Fractional Calculus Modelling (FRACALMO)? com inicio em 2010 e a

revista Fractional Differential Calculus (FDC)®, com inicio em 2011.

2.2 0O CALCULO FRACIONARIO NO BRASIL

O primeiro autor a mencionar o CF no Brasil, foi Aguinaldo Prandini Ricieri em 1992,
publicou um livro com o titulo: Derivada Fraciondria, Transformada de Laplace e Outros
Bichos (RICIERI, 1993).

3
4
5

Disponivel em: http://www.math.bas.bg/ fcaa/
Disponivel em:http://www.fracalmo.org/
Disponivel em:http://fdc.ele-math.com/


http://www.math.bas.bg/~fcaa/
http://www.fracalmo.org/
http://fdc.ele-math.com/
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No final do século XX também foram realizados estudos sobre o CF em um grupo de
fisicos, liderado pelo professor Ervin Kaminski Lenzi, os trabalhos desse grupo se retem
aos seguintes temas: Aspectos das equagoes de difusao e difusao anomola (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Em 2009 Rubens Figueiredo Camargo apresenta sua tese de doutorado orientada por
Edmundo Capelas de Oliveira com o titulo Cdlculo Fraciondrio e Aplicagoes que faz um
estudo completo sobre a derivada e integral fracionaria (CAMARGO, 2009).

Heron Silva Oliveira em 2010 apresenta sua dissertacao de mestrado com o titulo Intro-
dugao ao Célculo de Ordem Arbitraria onde ¢ feita uma revisao histérica bem detalhada e
pode ser visto como um bom material para iniciar os estudos no CF (OLIVEIRA, 2010).
Ainda em 2010 Francesco Mainardi, uma das grandes referéncias mundiais do CF, visitou
a Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) para ministrar um minicurso e esta-
beleceu uma colaboragao com a Universidade para estudar a completa monotonicidade de
uma fungao e problemas de viscoelasticidade (OLIVEIRA, 2018).

Em 2011, Felix Silva Costa defendeu sua tese orientada por Edmundo Capelas de Oli-
veira, que relacionava a fun¢ao H de Fox com aplicagdes no Célculo Fracionario (COSTA,
2011).

Em 2015, Rubens Figueiredo Camargo e Edmundo Capelas de Oliveira publicaram o
primeiro livro dedicado exclusivamente ao Calculo Fracionério no Brasil. O livro apresenta
uma revisao historica, o desenvolvimento de formulagoes como a de Caputo, Riemann-
Lioville, de Weyl e de Grunwald-Letnikov, entre outras. Também conta com exemplos de
aplicagoes e exercicios sobre o assunto (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

A partir do lancamento desse livro, outras dissertacoes e teses foram apresentadas,
praticamente em sua maioria sendo orientadas por Edmundo Capelas de Oliveira, ou um
de seus orientandos, Rubens Figueiredo e Felix Silva Costa. Diante disso, pode se dizer
que Oliveira é um dos grandes responsaveis pela difusao do CF no Brasil.

Em consulta a Biblioteca Brasileira de Teses e Dissertagoes feita no inicio de margo
de 2023 foram encontradas 51 teses ou dissertagoes, utilizando um filtro que restringia os
trabalhos a apresentarem o termo Calculo Fracionario em seu titulo, no resumo ou nas
palavras-chave. Buscando encontrar a evolugao em pesquisas apés o livro de Camargo
e Oliveira (2015) foi utilizado o seguinte filtro, teses e disserta¢oes posteriores a 2015 e
foram encontrados 34 trabalhos, o que mostra novamente a importancia do livro publicado.
Como exemplo se tem a dissertagdo de (OLIVEIRA, 2018) ¢ de (TORRELLI, 2021). Em
comparagao com outros pafses, ainda h& muito a progredir, visto que atualmente ha
poucos grandes centros de pesquisa no assunto. Como referéncia tem-se a da Unicamp,
liderado por Edmundo Capelas de Oliveira.

A producao de artigos sobre o Calculo Fracionario é bem restrita, em consulta ao portal
de periddicos da Capes e buscando pelo termo “Calculo Fracionario” sao encontrados

12 artigos, entre os quais somente cinco apresentam o termo em seu titulo. Sendo os
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seguintes artigos: - Uma introduc¢ao ao célculo fracionério e suas aplicagoes em circuitos
elétricos, que explica como o CF pode ser aplicado em circuitos elétricos (ANDRADE;
LIMA; DARTORA, 2018). - Método de diferengas finitas nao local aplicado ao calculo
fracionario. Que consiste em apresentar um método numérico para aproximar solucoes de
equagoes diferencias fracionarias (CARDOSO; SANTOS; CAMARGO, 2016).

- Célculo fracionario aplicado ao problema da tautocrona que busca discutir e resolver o
problema da tautocrona, assim como fez Abel (RAMOS; CAMARGO, 2012).

-Solugao da equagao de Bessel via célculo fracionario. Nesse trabalho é estudado um caso
particular de equagao hipergeométrica confluente, a equacao de Bessel, com ordem p,
onde se utiliza o céalculo de ordem nao inteira para resolver o problema (RODRIGUES;
OLIVEIRA, 2015a).

-Introducao as técnicas do célculo fracionéario para estudar modelos da fisica matematica,
que busca introduzir formas de utilizar o célculo de ordem nao inteira em problemas
fisico-matematicos (RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015b).

Em consequéncia dos poucos resultados obtidos no portal de periddicos da Capes,
uma busca foi realizada no Google Académico utilizando o mesmo filtro, o termo “Calculo
Fracionario” no titulo. Como resultado foram encontrados 64 trabalhos, sendo 24 artigos
ou trabalhos submetidos a eventos, os outros 40 trabalhos sao teses, dissertagoes, mono-
grafias ou resumos. Os artigos em sua maioria buscam explicar algumas caracteristicas
do CF e também suas aplicagoes.

- O artigo “Introducao ao Calculo Fracionario com aplicacoes” explica algumas defini¢oes
e mostra algumas aplicagoes do CF (CARVALHO; OTTONTI, 2018). No artigo “Elementos
do Calculo Fracionario” sao apontados os pré requisitos do CF, como a fun¢ao gamma e
também como resolver equagoes diferenciais fracionarias (TIEPPO; GUZZO, 2018).

- Um trabalho apresentado no XL Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Com-
putacional — SBMAC, com o titulo “Sobre o efeito de memoria no calculo fracionario”,
destaca o fendémeno do efeito da memoria do CF, explicando como a derivada fracionaria
depende de seu passado (LOPES et al., 1997).

Diante desse crescimento nas publicagoes sobre o calculo de ordem nao inteira, pode
se dizer que nos ultimos anos a popularidade do CF vem aumentando, destacando a sua

importancia para a Matematica e as outras ciéncias.
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3 AS FUNCOES GAMA, BETA E DE MITTAG-LEFFLER

Os principais pré-requisitos do CF sao as fun¢oes gama, beta e Mittag-Lefller, tam-
bém é necessario ter um bom dominio do célculo tradicional, em particular da derivada,
integral, e da nocao de limite. A funcao gama é fundamental na definicao da integral e
derivada fracionéria, ja a fungao beta é importante para varias demonstracoes e célculos
de integrais e derivadas fracionarias. A funcao de Mittag-Leffler é essencial nas resolugoes

de equagoes diferenciais fracionarias.

3.1 FUNCAO GAMA

A fung¢a@o gama foi definida de varias formas ao longo da histoéria, trés merecem desta-
que: a definicao de Euler, a de Gauss, e a de Weierstrass. Pela praticidade da definicao,
em forma de integral, é utilizada a definicao de Euler nesse trabalho. E também por ela
estar vinculada as defini¢oes de integral e derivadas fracionérias utilizadas nesse trabalho.
Gauss define a fung¢ao gama como um processo de limite e Weierstrass a define como um
produto infinito (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

A funcao gama também é chamada de fatorial generalizado, esse termo se justifica
pela fungao generalizar o fatorial para qualquer valor real diferente dos inteiros negativos.
Como a fungao gama tem uma relacao com o fatorial se faz necessario definir o fatorial

de n.

Definicao 1 Fuatorial de n.

Seja n € N, o fatorial de n denotado por n! € definido da sequinte forma:

nl=(n)(n—1)(n—2)...(2)(1).

A Definicao 1 pode ser reescrita em fungao de uma integral impropria, conforme a definigao

a seguir:

Definicao 2 Futorial de Euler.
Seja n € N, o fatorial de Euler é definido como:

nl = /O (ln(é))"dm. (3.1)

A integral de (3.1) pode ser simplificada utilizando a seguinte substituigao: t = ln(%),
o que implica que t = —In(x), assim, —t = In(z). Aplicando a fungao exponencial tem-se
que: et = €@ Dessa forma quando z — 0 = t - 00 e quando z — 1 = t — 0.

t

Simplificando, como = = e ¢, entao dv = —e~'dt. Substituindo em 3.1, obtém-se: n! =

- 0 t"e~tdt, invertendo os limites da integracao, tem se a definicao a seguir:
oo
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Definicao 3 Futorial de Euler como uma integral impropria.
Sejan € N, o fatorial de Fuler como uma integral impropria € definida como:

n! = lim t"e~"dt. (3.2)

w—r 00 0

A func@o gama pode ser definida a partir da relagdo I'(n+1) = n! e de (3.2), onde n é
substituido por um nimero complexo da forma z = x + yi, com z,y € R e x > 0. Assim

a fungao Gama pode ser escrita como:

Definicao 4 Funcao Gama com expoente complexo.
Seja z € C com Re(z) > 0, define-se a func¢ao gama de z, denotada por I'(z), como:

['(z) = lim t*~le~tdt.

w—00 0

Para os propositos do célculo fracionario é sempre sugerido que se adote um nimero

p € R, com p > 0, na Defini¢ao 4. Assim a funcao gama pode ser reescrita como:

Definicao 5 A representacao da Fun¢ao Gama com expoente real.
Seja p € R com p > 0, define-se a funcao gama com expoente real como:
w

['(p) = lim tP~te~tdt.

wW—00 0

A funcao gama também pode ser reescrita de algumas outras formas, a primeira pode

ser encontrada substituindo ¢t = u? na Definicao 4, assim dt = 2udu

w
['(z) = lim e tdt
wW—r00
0
w 2
= lim w2 Qudu
wW—>00 0
w 2
= 2 lim uFu e ultdu
wW—00 0
w 2
= 2 lim u* e du. (3.3)
wW—r00 O

A segunda forma pode ser encontrada substituindo e~ por v em (4), entao —e~'dt =

du t

du, o que implica que, dt = =%, como e~

= u aplicando a funcao logaritmica segue que,
In(e™*) = In(u), implicando em ¢ = In(%). Observe que quando ¢ — 0 tem-se que u — 1,

e quando t — oo tem-se que u — 0. Aplicando essas substituicoes ¢ obtida a seguinte

I(z) = /10 (m (%))Zl_iudu:

integral:
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Invertendo os limites de integracao se obtém:

I(z) = /01 (m(%))Z_I du.

A funcao gama tem a seguinte propriedade, I'(z+1) = 2I'(z), com a qual é possivel usar
um resultado conhecido de um niimero para encontrar o seguinte, que serd demonstrado

a seguir:
Teorema 1 Seja z € C entio I'(z + 1) = 2I'(2)

Demonstragao:
Pela Definicao 4,

w w

I(z+1) = lim tE Dot — lim t*e tdt.

Aplicando integracao por partes, com u = t*, dv = e~ tdt. Assim, du = zt*"'dt e

v = —e ', obtém-se que:

F(z+1)= lim {—tzet I —/ —etth1dt} ,
0

wW—r00

como t*e¢~" — 0 quando t — co e —t* = 0 quando t = 0 tem se:

w

I'(z+1) =0+ z lim e 't ldt = 2T(2)

w—00 0

Portanto,
I'(z+1) ==2I(2).

Exemplos da fungao Gama:
Exemplo 1 Calcule I'(1) pela defini¢ao.

Resolugao:

[(1)= lim [ e dt.

wW—r00 0

Como é uma integral impropria:

‘ ~1
'l = lim t%e”ldt = lim —e ¥ = lim <_+1> _
wW—00 0 wW—00 w—00 ew
= 0+1=1.
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Como citado anteriormente, o Teorema 1 pode ser utilizado para encontrar outros valores

para a fungdo gama, a partir de I'(1).

Exemplo 2 Determine os valores de I'(2),T'(3),...,['(n + 1), utilizando Teorema 1 e o

Ezxemplo 1.
Resolugao:
re) = ri+n=1I1r(1)=1-1=1!
ra) = re+1)=2r2)=2-1=2!
rd = r@3+1)=3r3)=3-2-1=3!
') = I'd+1)=4I'd) =4-3-2-1=4!

'm—=1) = I'(n—-1)—-14+1)=n-2Tn—-2)=n—-2)-n—3)-...-2-1=(n—2)!
I'n) = 'n—=1+1)=n-1DI'n—-1)=Mn—-1)-(n—2)-...-2-1=(n—1)!
I'n+1) = I'h+1)=nl'(n)=n-(n—1)-...-2-1=nl! (3.4)

Observagao Assim, foi demonstrada a propriedade n! = I'(n + 1), citada no inicio dessa

Secao.
Exemplo 3 Determine F(%) pela definigao.

Resolucgao:

1 w
I'(<z) = lim et dt
2 w—oo Jo
Substituindo ¢ = u?, tem-se que dt = 2udu. Se t = 0, entdo u = 0, e se t = w entao
u = y/w assim:
Vw Ve oo

1 2
I'(=) = lim 2¢ " utut du = 2 lim e " du

. Integral que pode ser reescrita elevando ambos os lados ao quadrado,

w S

1 2 2
['(=)? =4 lim e du-lim [ e dv.
2 wW—00 0 S$—00 0

Assim: . o s
['(=)? =4 lim - lim / / e~ () dudy.
2 o Jo

wW—00  S—00
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Fazendo uma mudanga de variaveis para coordenadas polares, com u = rcos(f) e
v = rsen(f). Tem-se que 0 <7 < ooe 0 <0 < 7. Aplicando essas substituicoes ¢ obtida

a seguinte integral:

1 vory
[(=)? = 4lim/ / re”" dfdr =
2 w—o0 [ 0

w

= 4 lim 97’€_T2‘§ dr =2 lim re " dr =
_ . (_1) —r2\|w _ : -1 —w 0
= QWJE)I;OT(e Mo —27‘(’1}1_{10107(6 —e’),
como e~ — 0 quando w — oo e €’ = 1, obtém-se:
1 1
[(z)P=2r--=m.
(2) TG =T
Assim, tirando a raiz de ambos os lados
1
L7 = V.

Logo, I'(3) = /7.

O

Exemplo 4 Determine os valores deI'(3),I'(2),1'(2),T(2),T(%),T(%) a partir do Exem-

plo 3 e do Teorema 1.

Resolugao:
F(g) = F(%—Fl):—l—‘(_):%ﬁ
rd) - ré+p-2rd)- 2 lrt
rd) - rC+n-2rd)- 23 Bos
F(%) = F(§+ >=§F<§>=§.%ﬁ:% .

3.2 FUNCAO BETA

A funcao beta assim como a fun¢@o gama, é necessaria para resolver alguns problemas

do calculo fracionario, por exemplo, na resolucao de integrais de polindémios. Diante
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disso, sera apresentada a sua definicao e na sequéncia algumas propriedades basicas dessa

funcao.

Definicao 6 Funcao beta.
Seja z,& € C com Re(z) >0 e Re(§) > 0. A funcao beta de z e &, denotada por B(z,§),

€ definida como:
1
B(z,€) :/ 1 — 1)t at.
0

Segue da definigao a simetria da funcao beta, apresentada no teorema a seguir:

Teorema 2 Simetria na funcgao beta.
Seja z,& € C com Re(z) > 0 e Re(§) > 0, entdo.

Demonstragao:
O Teorema sera demonstrado com a substituicao x =1 —t, logot =1 —x e dt = —dx.

Set=0=z=1eset=1= 2z =0, assim:
0 0
B — 1 — z—1 &-1 —dr) = — 1— z—1 f—ld —
0 = (- @ ) =~ [ - @
1 1
= /(1—x)z_1(3:)5_1dx:/ t71 (1 — )"t = B(€, 2)
0 0

O que demonstra a simetria da fungao beta.
O

A funcao Beta também pode ser reescrita como uma integral trigonométrica, da se-

guinte forma:

Teorema 3 A funcgao Beta como Integral trigonométrica.
Seja z,§ € C com Re(z) >0 e Re(§) > 0, entao

s

B(z,6) =2 /O " (sen(8))% 1 (cos(8))% 1 db.

Demonstragao:

Introduzindo a mudanga de varidvel t = sen?() tem-se que dt = 2sen(6)cos(0)df. Se
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t=0=60=0eset=1= 60=7. Substituindo na Defini¢ao 6,

™

B(z,§) = /02(86n2(9))z_1(1 — sen?(0))* ! 2sen(6)cos(6) df =

[VE]

= 2 [ (sen(6))**2(cos(0))* % sen(f)cos(6) df =

(sen(9))* 2 (cos(0))*2dl =

[VE]

(sen(0))*(cos(0))* db.

I
S— %f\

O

As funcoes gama e beta, possuem uma relacdo entre si que é mostrada no teorema a

seguir.

Teorema 4 Relacao entre as fungoes beta e gama.
Sejam z,§ € C com Re(z) >0 e Re(§) > 0 entao:

I'(z)I'(E)
B(z,6) = —22&)
Demonstragao:
Partindo de I'(2)I'(§) e utilizando a Defini¢ao 4 e o resultado obtido em (3.3), tem-se
P

I'(z)I'() = 2 lim e 4210t .9 lim o522 1 Jg

wW—00 pP—00

= 4 lim - hm/ / e 218" 221 oy —
W—00 P—o0

= 4 lim - lim/ /6_(t2+52)t2§_132z_1d3dt

w—oo p—oo [

Mudando para coordenadas polares, com t = rcosf,s = rsenf), segue que 0 < r < 00 e
0<b<3,e
I(z)-T - lim / / - (rcos(0))* (rsen(0))**~* rdrdf.
q—00

Colocando r em evidéncia:

3 raq
L)rE) = 4- lim/ /e_TQT(HQE_HQZ_I)(003(6’))25_1(sen(Q))Q’z_l drdf =

q—o0

— 4 lim / / 26421 (0s(6)) % (sen(6)) 2 drd.

q—o0

Separando as integrais, pelas dependéncias de r e 6:

I'(z)I'(§) = 4 lim ' e T p2EtA -1 gy /2(605(9))251(8671(9))221 de.
0

q—0o0 0
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Assim, como:

Tem-se que:

Logo segue que:

3.3 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER

A funcao de Mittag-Leffler compoem muitas solugoes de equagoes diferenciais fraci-
onarias, de forma similar a como a funcao exponencial compoe as solucoes de equacoes
diferenciais ordinérias. Diante disso, a funcao de Mittag-Leffler é conhecida como a gene-
ralizacao fracionaria da exponencial.

A fungao de Mittag-Leffler pode ser encontrada envolvendo vérios pardmetros, mas
para os propositos desse trabalho essa funcao seré definida somente com um e dois para-

metros, da seguinte forma:

Definicao 7 Funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros
Sejam a, f € C, Re(a) > 0, com Re(B) > 0, a fun¢ao de Mittag-Leffler de dois parame-
tros, denotada por E,g(z), € definida da sequinte forma:

oo
Zk

Eop(z) = Tlak+ 3)’

k=0
A funcao de Mittag-Leffler de um parametro pode ser obtida diretamente da Defini-

¢ao 7, considerando [ = 1, assim.

Definicao 8 A funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro
Sejam o € C, com Re(a) > 0, a fun¢ao de Mittag-Leffler de um pardmetro, denotada

por E,(z), € definida da segquinte forma:

oo Zk
E.(2) = ;m

Essas funcoes serao importantes para resolver equacgoes diferenciais fracionarias no
Capitulo 6. Na figura a seguir serao apresentados os graficos da fungao de Mittag-Leffler
com alguns valores de «, incluindo o = 1 que coincide com a funcao exponencia. Observe
na Figura 2 o comportamento dessa funcao especial que é encontrada em vérias solugoes

de equacoes diferencias fracionérias.
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Figura 2 — As fungdes de Mittag-Leffler com os parametros o € {0.8,1,1.5,2,3}

14 T T T T T
—a=0.8

20 ——a=1
—a=1.

ol a=1.5
o a=2

ghl—a=3

w® 6r

4+

2 -

0

_2 1 1 1 1 1

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

Fonte: Os autores, 2023.

Na Figura 2 é possivel ver que as fungoes de Mittag-Leffler com «r # 1 possuem valores
menores que zero, o que nao acontece com a exponencial. E para os nimeros positivos as
funcoes com a > 1 possuem valores menores que a exponencial para um mesmo valor do
dominio, e a fungdo com o < 1 apresenta valor maior que a exponencial para o mesmo

valor do dominio.
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4 INTEGRAL FRACIONARIA

No célculo fracionario, h4 uma inversao na ordem de estudo em relacao ao célculo
tradicional, primeiramente ¢ estudada a integracao e posteriormente a derivacao. Também
é utilizado o conceito de integral de ordem superior, ou seja, de ordem n, fato que é
conhecido para a derivada de ordem n por exemplo (TIEPPO; GUZZO, 2018).

4.1 INTEGRAL DE RIEMANN-LIOUVILLE

A integral fracionaria que serd apresentada nesse trabalho é a de Riemann-Liouville,
que depende diretamente da notacao de integral de ordem n, que pode ser escrita da

seguinte forma:

oI f(2)] :/Ox /0 /0/0 Fwo) do des... dy o dy 1.

A integral de ordem n também pode ser representada pela formula para integrais

repetidas de Cauchy, conforme apresentado no préximo teorema.

Teorema 5 Integragao sucessiva de Cauchy

Seja f(x) uma fungao continua e n € N, a integral sucessiva de f(x) € dada por:

1

o] = 5y / o — ) () dy

A demonstracao do Teorema 5 pode ser conferida no livro de Das (2020). A seguir

sera definida a convolugao, que é necessaria para a definicao da integral fracionéria.

Definicao 9 Convolugao
Sejam f(x) e g(x) duas fungoes, respectivamente, no intervalo [0,00]. A convolugao de

f(z) e g(x), denotada por (f * g)(x), € definida como:
(72 9)0) = @) w9(0) = [ Fw)ate — o)y

Observe que a integral de ordem n pode ser escrita como a convolugao de f(x) com
g(z) =z
E possivel generalizar o resultado do Teorema 5, utilizando a Definicdo 9, para uma

n—1

integral de ordem real, ou seja a integral com ordem arbitraria, que é o objetivo dessa
se¢do. A generalizagao ¢ obtida a partir da relagdo I'(n + 1) = n!. Desse modo se define
a generalizacao da integral de ordem n € N para a ordem v € R.

Outra diferenga para o célculo tradicional é a existéncia de duas definicoes para a
integral, uma chamada de integral a direita e outra de integral a esquerda, que serao

definidas a seguir.
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Definicao 10 Integral de Riemann-Liouville a direita

Seja f(x) uma fungao continua no intervalo [a,b], e v € Ry. A integral a direita de
Riemann-Liouville de ordem v, no intervalo [a,b], com —oo < a < b < oo, denotada por
AP f(x)], € definida como:

[ f( /f — )" dy.

A integral a direita pode ser entendida como a integral que considera todos os pontos
futuros de x até b, que sao os pontos que estao sendo integrados. Dessa forma nao ha uma
interpretacao fisica para a integral a direita, uma vez que nao se conhece os pontos futuros
a . A integral a esquerda atua de forma diferente da integral a direita, e apresenta uma

interpretacao fisica, como pode ser visto a seguir.

Definicao 11 Integral de Riemann-Liouville a esquerda
Seja f(x) uma fungao continua no intervalo [a,b], e v € Ry. A integral a esquerda de

Riemann-Liouville de ordem v, no intervalo [a,b], com —o0 < a < b < oo, denotada por
J2[f(2)], € definida como:

oLy [f (2 /f (x —y)" dy.

Na integral a esquerda de x, sao levados em consideragao todos os pontos anteriores a
x, ou seja, o passado de a até x é utilizado na integragao, o que garante uma interpretacao
fisica da integracao.
Nota: Em virtude da falta de uma interpretacao fisica para a integral a direita, esse tra-
balho se atera ao desenvolvimento da integral a esquerda, com o parametro a = 0. Vale
destacar que para os propositos do calculo fracionario a integral a direita é igualmente
importante, principalmente na obtencao de solugoes para equacgoes diferenciais fraciona-
rias.

A seguir serao apresentados alguns exemplos envolvendo a integracao fracionaria de

Riemann-Liouville

Exemplo 5 Determine a integral de ordem v de f(x) = z*, com u,v € R, u >0 ev > 0:

Resolugao:

Da Defini¢ao 11 com a = 0 e f(z) = z“, tem-se que:

oLl = % / )y dy,



colocando z em evidéncia:

ol [2"]
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Fazendo a substituigao s = £, tem-se que ds = %. Sey=0=s=0,esey=x=s=1.

Entao,

ol [x"]

Pela Defini¢ao 6.

xv—l 1 )
z¥s%(1 — 8)" "xds
fy ) w9

vt 1 .
s“(1—s)"""ds
toy 0
1
/ s"t(1 — 5)v s,
0

varu

(v)

1
/ s"tH1 — 5)"tds = B(u 4+ 1,v),
0

e pelo Teorema 4 segue que,

ol ("]

a2t Do)l (u+1)
I'(v) T(v+u+1)’
_ vt [(u+1)
-7 Plo+u+1) (4.1)

O

Logo qualquer funcao do tipo x* poderé ser integrada com ordem v € R utilizando

(4.1).

Exemplo 6 Determine a integral de:

a) Primeira ordem de x3;
b) Meia ordem de x3;

¢) Ordem % de x3;

d) Ordem 3 de 23;

e) Ordem 2 de x3.

DUt o O

Resolugao:

a):

Utilizando (4.1) tem-se:



]1[ 3]_ 1+3 F(3+1) _ 4 F(4)
R Y F VR G}

Por (3.4) tem-se que I'(n) = (n — 1)!, assim:
3! 3-2-1 1 2t
ofi[xg]:x‘l 4 4 - _ 7

TR I P N T R
Observe que utilizando o calculo tradicional o mesmo resultado é obtido:

x 4
/ L
0 4
b):

De (4.1) com v = 1 e u = 3, tem-se,

1 1 I 1 4 |
ijz[x?)] _ 313, # — 5. (9) g 39
[(z+3+1) I'(3) I'(3)
Pelo Exemplo 4 segue que,
5131 I 6 B z32ﬁ
of2 [a¥] = 2% - oo = 22 T
16
c)
Por (4.1) com v = } e u = 3, segue que,
ofacé [2°] = wits. —F<3 1) =z - L) =% - 3! .
F(z+3+1) (%) I'(%2)

Calculando T'(%) no GeoGebra, obtém-se,

19
1 6-x6 19
I8 (2%) = ———— =0,808037 - 5 .
ol (@) = 7 55a05 v
d)
De (4.1) com v =32 e u =3,
oI (2% = 2348 TG+ o T4
I +3+1) I
Pelo Exemplo 4 segue que,
9
o s 62 91927
oLl = S =T g,
32
e):
De (4.1) v = % e u = 3, segue que,
0.7%[$3] = g3t3. B+ _ S ')
I +3+1) I'()
Pelo Exemplo 4 obtém-se,
11
Olm% . 62 e 384\/m

3 = —-———: ==
=] = %ﬁr 103957

31
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O

Na Figura 3 sao plotados os gréficos de 23, da integral de primeira ordem de 23, e
das integrais fracionarias de 3, obtidas no Exemplo 6. Pode se ver que as integrais
fracionarias de ordem entre zero e um ficam entre a fungao e sua integral classica e as de

ordem maior que um ficam a direita da integral de primeira ordem.

3 3 g .1.3.1.5 3
Figura 3 — As integrais de ordem 1; 3;5; 555 de @
4.5
4]
351
3]
2.5 1 - Jflx) = a?
ol
o . glx) = %
= . 32
hix) = x2 -
1.5 1 ") ! 357
B ) =0,808037 - 2
1]
2 192/7
. k(x) = a2 945
) 384 /7
1« = m
- [(x) = a2 10395
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Fonte: Os autores, 2023.

Na Figura 3, onde g(x) é a integral de primeira ordem de f(z), h(z) de meia ordem,

j(x) ¢ a integral de ordem ¢, k() ¢ a integral de ordem 3 e I(z) ¢ a integral de ordem 3.
Exemplo 7 Determine a integral de ordem v de e, com v,k € R, v > 0.

Resolugao:

Tem-se pela Definicao 11 que,

1 T
TV kx — _ v—1_ky
04y [6 ] F(U) /0 ([L’ y) € dy



Como a série de Taylor de e** ¢,

et = E 0 o Vo € R.
Assim,
1 T B 0 (ky)n
JY kzy _ov—1 d
0 :c[e ] F(U)/O (l’ y) e n! Y

k’I’L

oy ) e =3

Usando o resultado encontrado para a integral do polindémio dado pelo Exemplo 5.

i k" C(n+ 1)zt
Fn+1) T(n+v+1)

n=0

n=0

Fazendo as simplificagoes obtém-se que:

kn n—+uv

]”U kx:
0 an—}-v—l—l

n=0

Para o caso em que v = 1 obtém-se:

k.nxn—l—l ( k’SL’ k? 3 k.nxn—l—l )
4+ )

— (n+1)! S TR TR AR PO 3

Multiplicando o lado direito por %:

i k,nanrl N k‘l‘ N k’2$3 N N knl,nJrl N
— €x R “ . PR .
0 . ol 3l (n+1)!

k
k
k32 2 /{:31‘3 knJrlanrl 1
_ L Yoo )LD

(x+2 LI R i s TR )k:

Adicionando +% — % no lado direito,

o knxn+1 k}2 2 ]{73$3 kn+1xn+1 1 1
= k - e - - R P —
20: ! ( R I TR A i TR ) IR

1
k
k)2$2 kaS k,nJrlanrl

— 1 k - - -
(+x+2'+3!+ +(n+1)!+>

OO n eka:
+ Z n! ?

n=0

ol

Aqui —% representa a constante de integracao da integral indefinida.

Exemplo 8 Determine a integral de ordem v de sen(zx), com v € R, v > 0.



Resolugao:
oIZlsen(u)] = g7 [ o =9 tsen(y)ay

Usando a série de Taylor de sen(x), dada por

00 k 2k+1
sen(z Z 2k I Vr € R.

k=0

Obtém-se que,

. 1 x v . k: 2k+1
ol [sen(z)] = W/ - Z 2k+

_ S <_1)k 1 ‘ v—1, 2k+1
T 2kt F(v)/o (o =) dy.

k=0

Note que a integral

1 /x
(ZL’ —y v—1y2k’+1 — 0[;) $2k+1 )
T J, ) (277)

Assim, oIY[sen(z)] fica

v 2k+1
oly[sen(x ZO 2k+1 (oLy(z="T)).

Pelo Exemplo 5 tem-se que

- T(2k +2) ok
Iv — . +1+v.
ol [sen(z ZO 2k:+ (F(2k+1+v+1)> v
Como (2k + 1)! = T'(2k + 2), segue que
> p2k+1+v
olsen(z :ZF2k—|—1—|—v+1)

=0

Para o caso em que v = 1 tem-se:

oIisen(@) =

(_1)k . 2k141
T2k +1+1+1)

(_1)k . 2k+2

=2 (2k +2)!

x?  xt 2

Somando +1 — 1 no lado direito obtém-se,

2 4 6
1 (1T
oL [sen(z)] =1 (1 5 + TR + - )

2 4 6 . L. .
em que (1 -+ G-t ) ¢ a série de Taylor do cos(z), assim,

e (_1)k:$2k

Jdlsen(z)] =1— o)

(]

=1 — cos(z).
k=0

Nesse caso 1 representa a constante da integracao indefinida.

34



Exemplo 9 Determine a integral de ordem v de cos(z), comv € R e v > 0.

Resolugao:

oI [cos(z)] = % / (2 — )" cos(y)dy.

Usando a série de Taylor do cos(x) dada por,

o (_1)kx2k
cos(z) = Z — Vo e R.
prt (2k)!
Obtém-se que
I e ()R
JY — o \v—1 d
o~ (-DF 1 / ¢ 1, 2%
— : v d
k=0
Como | .
v —y)" Yy = I2(2),
o . ¢
segue que
Eleos(a)] = 3 S (12 (a)
— (2k)! *
Pelo Exemplo 5
- [(2k + 1) o
I’ — g2kt
ol [cos(x ZO < 2k—|—v+1)> v
Como (2k)! = T'(2k + 1), obtém-se
e 2k+v
I’U
olz[cos( ZO 2k: Yotl)
Para o caso em que v = 1 tem-se:
> 2k o0 (_1)k .2kt
h N
ol [cos()] ; T2k +1+1) ; T(2k + 2)
o ( ) 2k+1
= Z —(Zk YT sen(x).

T

0

35
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5 DERIVADAS FRACIONARIAS DE RIEMANN-LIOUVILLE E CA-
PUTO

Diferente do que acontece no célculo tradicional, no calculo fracionario é possivel
encontrar varias definicoes de derivadas. Uma justificativa para isso pode ser a caréncia
de representacoes geométricas da derivada de ordem arbitréaria, o que nao acontece com a
derivada inteira, que pode ser representada como a inclinagao da reta tangente a curva, ou
como algum fendémeno fisico, por exemplo, a velocidade (derivada da fungao deslocamento)
(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Neste trabalho serao apresentadas e exemplificadas as defini¢oes para a derivada fra-
cionéria de Riemann-Liouville e de Caputo, ambas dependem da integral fracionaria. A
definicao de Riemann-Liouville pode ser obtida utilizando a ideia de que a integragao
é uma operagao inversa a derivagao, ou seja, I*D®[f(z)] = f(x) em que D* denota a
derivada de ordem «, e da definicao da soma e subtracao de indices, que sera definida a

seguir.

5.1 DERIVADA FRACIONARIA DE RIEMANN-LIOUVILLE

A derivada de Riemann-Liouville seré definida a partir das defini¢oes a seguir.

Definicao 12 Soma e subtra¢do de indices

Sejam a, f € C com Re(a) >0 e Re(f) > 0, a soma e subtragao de indices é dada por:

1°- 1P f ()] = I°TP[f (z)]
D* - I°[f(z)] = D*P[f(z)].

A partir da Defini¢ao 12 e considerando I"[f(z)] = D" [f(z)], é possivel definir a deri-
vada fracionéria Riemann-Lioville. "Em palavras, a derivada de ordem arbitraria, segundo

Riemann-Liouville, equivale & derivada de ordem inteira de uma integral de ordem arbi-

traria” (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015, p.55).

Definicao 13 Funcgao teto
A fungao teto, denotada por [.], e definida como [.| : R — Z, associa a cada © € R o

menor inteiro maior ou igual a x.

Dessa forma, a partir da Definicao 13 se pode definir a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, que seré dividida em duas defini¢oes, uma para a derivada a direita e outra para

a derivada a esquerda.
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Definicao 14 Derivada de Riemann-Liouville a direita

Seja f(x) uma funcao continua no intervalo [a,b]. A derivada a direita de Riemann-
Liouville de ordem m de f(z), comm € Ry e —00 < a < b < o0, que € denotada por
D' [f(x)], € definida da sequinte forma:

Dy [f(2)] = D* - [ L[f ()] = D" - [ Dy'[f(2)]].

Em que k= [m],l=k—m, e D* = ;i—kz denota a derivada de ordem natural k. Assim

1 dk b
DY) = Fger [ ) (o =)y
A derivada a direita apresentada na Defini¢cao 14 pode ser interpretada de forma similar
a integral, ela considera todos os pontos futuros de x até b, o que nao a torna interpretéavel
fisicamente, ou seja, na derivacao o futuro é levado em consideragao. Diferente do que

acontece com a derivada a esquerda que sera apresentada a seguir.

Definicao 15 Derivada de Riemann-Liouville a esquerda

Seja f(x) wma fungao continua no intervalo |a,b]. A derivada a esquerda de Riemann-
Liouville de ordem m de f(z), comm € Ry e —o00 < a < b < o0, que € denotada por
D' f(2)], € definida da sequinte forma:

Dy f(2)] = D [ LIf()]] = D* - [ D [f(2)].
Em que k= [m], l=k—m, e D¥ = ;ft—kz denota a derivada de ordem natural k. Assim

k T
D) = e || 1) =)

A derivada a esquerda pode ser interpretada como a derivada de a até x, em que
os pontos entre a e x sao considerados. Nesse caso tem-se que o passado é levado em
consideracao. Esse efeito é chamado de histerese, que considera a memoria de uma funcao
quando ela é derivada (MAYERGOYZ, 2003).

NOTA: De forma analoga a integral aqui também seré adotada a definigao de derivada
a esquerda com a = 0, uma vez que a derivada fracionaria depende da integral fracionaria.
A derivada fracionaria de polindémios também pode ser generalizada de forma seme-

lhante a integral de polindmios, o que sera feito no exemplo a seguir.

Exemplo 10 Determine a derivada de ordem m de f(z) = z*, com m,u € R.
Resolucgao:

Seja k = [m] e l = k — m, da Defini¢ao 15 segue que

1 d*

DY = —— — xu' o lfld.
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Essa derivada pode ser escrita como:

Pelo Exemplo 5, ¢I![z"] ¢ dada por
F(u+1)
Il ul — ltu, )
olo[2"] = T(l+u+1)

Desse modo (DI*[x"] fica,
d* F(u+1)
DM Y] = —— I4u | )
oD 7] = (x F(l+u+1))
Como [ = k — m, tem-se que:

d* F(u+1)
DM gY] = — . k—m+u )
oDz'la"] dx* (x F(k;—m+u+1)>

Calculando a derivada de ordem inteira k,

I F(U+1) | phmruh F(k—m+1)
oD 2] = F'(k—m+u+1) <k - F(k:—m~|—1—k')>
_ T+l <x-m+u _ M)
F'k—m+u+1) [(=m+1)
I(u+1)

F(k—2m+u+2).(:E_eru'F(k_mle))-

Simplificando as func¢oes gama, segue que,

o Tlu+1)
]_F(u—m~|—1)

u—m

QD;n [l’u
[

Uma dificuldade encontrada na derivada fracionéria de Riemann-Liouville é o fato de a
derivada de uma func¢ao constante nao ser zero. Isso contraria o célculo tradicional, onde
a derivada de uma func¢ao constante é sempre zero. No exemplo a seguir essa propriedade

serd apresentada.

Exemplo 11 Determine a derivada de Riemann-Liouville de ordem m de f(x) = ¢ em

quem € Rt eceR.
Resolugao:
Seja k = [m] e l = k — m, da Defini¢ao 15 segue que

k x
WD = ﬁj— / (©) (¢ —y)dy

= % (j—;) /Ox(w —y)'ldy
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Substituindo ©u = x — y tem-se du = —dy. Se y=0=u=zxesey =1z = u =0, assim
c dv [° c dF [ut]°
oDz'ld (1) da* / (W)™ du =~ 50y (z x)

c d ! c 1d" ,
= ——— [0— =) = = - ——(2"),
(1) dx* l L) [dxk
Comol=k—m

k
c 1 4 2+
C'(k—m) k—mdax*

0Dy [c] = —

Calculando a derivada de ordem k,

- B c 1 F(k—m+1) e
oDyl = —F(k_m)'(k_m)'<r(k—m—k+1)xk k)
B cx™™ F(kz—m—l—l)
T T(k—m+1) T(1—m)
T I(1-m)

O

Desse modo, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma funcao constante
nao é igual a zero. O que nao acontece com a derivada fracionaria de Caputo, que sera

apresentada na secao a seguir.

5.2 DERIVADA FRACIONARIA DE CAPUTO

A derivada de fracionaria de Caputo também depende da integral fracionéria de
Riemann-Liouville, porém h& uma alteragao na ordem de integracao e derivacao em rela-
¢ao a derivada fracionaria de Riemann-Lioville. A derivada de Caputo de ordem arbitra-
ria, ¢ uma integral de ordem arbitraria de uma derivada de ordem inteira (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Neste trabalho serd adotada a derivada de Caputo por se obter zero como resultado
para a derivada de uma fungao constante. O fato da derivada de uma fungao constante
com a definicao de Riemann-Liouville nao ser zero acaba se tornando um inconveniente
para alguns matematicos, pois essa definicao nao pode ser interpretada como uma taxa
de variagao (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). A seguir serao apresentada as defini¢oes
de derivadas de Caputo.

Definicao 16 Derivada de Caputo a direita
Seja f(x) uma fungao continua no intervalo [a,b]. A deriada a direita de Caputo de
ordem q de f(x), com q¢ € Ry e com —0o < a < b < 0o, € denotada por ¢ D}[f(x)], €

definida como
dn

DIl = 1} | 7).
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Em quen = [q] e jy—nn = D" denota a derivada de ordem natural n. Assim,

L'(p)

A derivada a direita de Caputo da mesma forma que a derivada a direita de Riemann-

i) = s [ = e [t

Liouville considera os pontos futuros de  em sua definigao, como consequéncia, ela carece
de uma interpretacao fisica. Ja para a derivada a esquerda que sera definida a seguir tem

uma interpretacao fisica.

Definicao 17 Derivada de Caputo a esquerda
Seja f(x) uma fungao continua no intervalo [a,b]. A integral a esquerda de Caputo de
ordem q de f(x), com q € Ry e —00 < a < b < oo, denotada por CDi[f(x)], € definida
como o

D) = 12 | ).

Em quen = [q] e D™ = CZ/—"H denota a derivada de ordem natural n. Assim,

e At a Fer v

A derivada de Caputo a esquerda, da mesma forma que a derivada a esquerda de
Riemann-Liouville, pode ser interpretada como a derivada de a até x, em que os pontos
entre a e x sao considerados, esse fen6meno conhecido como a histerese. Da mesma forma
como na integral fracionéria a direita de Riemann-Liouville, a derivada a direita também
é importante para a resolucao de equagoes diferenciais fracionarias.

NOTA: Nos exemplos da derivada de Caputo também seré adotado a = 0, uma vez que
sua definicao depende da integral fracionaria. A seguir serao resolvidos alguns exemplos
para contextualizar a definicao de derivada fracionéria de Caputo, iniciando pela derivada

fracionaria de uma funcao constante.

Exemplo 12 Determine a derivada de Caputo de ordem q de f(x) = ¢, com q € Ry e
ceR.

Resolugao:

Seja n = [q| e p=n — q, da Definigdo 17 segue que

D1 = 1 [ et o)

I'(p) dy”
1 r -1
= m/o (x —y)P~0dy.

Logo,
§Dilc] = 0.

x
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Exemplo 13 Determine a derivada de ordem q de f(z) = z*, com g € Ry eu € R,.

Resolugao:

Sejan = [q] e p=n — q, da Defini¢ao 17, segue que,
dn
o Difa") =0 I {%[xu]] :

Assim,

€ Dijat] = ﬁ / @ y>p—1[;§<y“ndy.

A derivada de ordem n de y* é dada por

dym v= (u— n)!y
Com isso,
R L a i K
’ I'(p) Jo (u—n)!

I'(1+u)

T T(p) T(l+u—n) /0 (o =y dy

Substituindo £ = ¢, tem-se que y = wtedy = zdt. Esey=0=t=0esey=ax=1t=1.

I'(1+u)
I'(p) - T(1+u—n

¢ DIfa"] =

)/0 PN — )P ()T wdt

Comop=n—q

(1 n—qg—1l+u—n+1 1
(1+wz / (1 — t)a-tpen gy,
I'n—q)-I'(14+u—n) J,

Como fol(l —t) e dt = B(n — q,u —n + 1) e pela Teorema 4 segue que,

6 D] =

Bn—qu—nt1)= 0= @Mu=n+l) Tn-gllu-ns1)

I'n—qg+u—n+1) I'(—¢+u+1)
Logo,
€ pafy] = (14 u) - av 1 Tn—gl(u—n+1)
o P(n—q)-T(l+u—n)  T(-g+u+1)
Portanto,

P I(1 4+ u)
gD [ﬁ]—m

u—q
. .
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O

Observe do Exemplo 10 e Exemplo 13 que as derivadas do polinémio z* obtidas com
a definicao de Riemann-Lioville e de Caputo sao idénticas. Na sequéncia sera feito um
exemplo numérico de derivada de polindémio usando a definicao de derivada de Caputo,

caso fosse feito com a derivada de Riemann-Lioville, os resultados seriam idénticos.

Exemplo 14 Determine a derivada de Caputo de f(x) = x3:
a) Primeira ordem;

b) De meia ordem;

c) De ordem ¢;

d) De ordem 3;

e) De ordem 2.

Resolugao:

a): Do Exemplo 13 com u =3 e ¢ = 1, segue que

, '1+3) 5, T4
Cplf,.3 3-1 2
Dis?) = — T2 s W
oDl = st T )t
Pelo Exemplo 3, I'(n) = (n — 1)!, assim:
3!

SDLa%] = 2—;552 = 32°.

Perceba que utilizando o célculo tradicional o mesmo resultado é obtido.
b):

Do Exemplo 13 com u =3 e g = %, segue que.

1 ra+3 1 3!
o NGl R S A
[(1+3-3) I'(3)
Assim, usando o resultado do Exemplo 4, tem-se:
o D2z’ = 15§/Ex2 =5 %
c):
Do Exemplo 13 com u =3 e ¢ = é, segue que
1 '+3 3!
¢ D[] = (——i_)1x3_é = s re
L(1+3—5) (%)
Calculando T'(%) no GeoGebra, segue que
Cpol,3 6 i u
o D&z 6 =1,227952x7 .

~ 4,886185
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d):

Do Exemplo 13 com u =3 e ¢ = %, segue que:

8rolw

nolw
w
w

[1’3] — F(l + 3) 133_

C
D -~ 7
’ F(1+3-3) r'3)

Segue do Exemplo 4

C§3_6 ;_24ﬁ§_Sﬁ§
ODf[w]_Mfm_ 3w L o
4

e):

Do Exemplo 13 com u =3 e ¢ = g, segue que

5 ra+3 5 3!
§ D2 (2% __La+3) )5 87 = —— 2
L(1+3—3) ['(3)
Do Exemplo 4 obtém-se
5 6 1 12ﬁ 3
OCDCU{J’.S]: ﬁx2 = T xT2

O

De modo similar ao que aconteceu com as integrais de 22, apresentadas no Exemplo 6,
o grafico das derivadas de ordem menores que um ficam entre o grafico da funcao z*

e o
grafico da derivada de primeira ordem, conforme a Figura 4.
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Figura 4 — As derivadas de ordem 1; %; %; %; g de 23
55
5
4.5
il
3.5
- flx)y = a®
4l
gla) = 3a?
25
k(x) = 1.227952x'7/¢
5
A8T o
| ] hix) = 1;:.__ ate
15
B/ /T o
- Jla) = ?\/_ b2
4
12/
() = —Xﬁ at/?
05 -
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 a5 5 55

Fonte: Os autores,2023.

Na Figura 4, sdo apresentados os graficos de f(z) = 23, sua derivada de primeira

ordem g(z), sua derivada de meia ordem h(z), sua derivada de ordem §,
3

de ordem 3, j(z), e a derivada de ordem 2, m(z) . No grafico h(z) e k(z) estao entre a

k(x), a derivada

f(z) e g(x), o que é esperado, pois h(z) e k() sdo derivadas de menor ordem em relagao
a g(z). Ja j(x) e m(x) estao a esquerda de g(x), pois possuem ordem maior que um, ou

seja, as derivadas de ordens maiores estao a esquerda das derivadas de ordens menores.

Exemplo 15 Determine a derivada de Caputo de ordem q de f(x) = sen(x) em que
geR,.

Resolugao:

Sejan = [q] e p=n — q, da Defini¢ao 17 segue que

§Dtfsenta)] = s [ o=yt | £ Gsent)| o

Como,
dn
%(sen(a:)) = sen(E + ).
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Segue que

CDi[sen(z)] = ﬁ /Ox(x — )Pt [sen <n77r + m)] dy.

Pelo Exemplo 8 e como p = n — ¢, tem-se que,

. fe’e) . n7r + :L,)2k+1+n+q
D =0 I?
o Dilsen(z)] = [sen % 2k: + R

Quando ¢ = 1, tem-se que n = 1 e p = 0 assim,
D [sen(z)] = I° [sen <g + xﬂ :
Como a integral de ordem 0 é a propria funcao, tem-se:
§D![sen(x)] = sen (g + x) = cos(x).
O

Assim a derivada de Caputo de primeira ordem do sen(z) tem o mesmo resultado da

derivada cléssica.

Exemplo 16 Determine a derivada de Caputo de ordem q de f(x) = cos(x) em que
qge R,.

Resolugao: Seja n = [q] e p =n — ¢, da Definigao 17 segue que,

§Dileos(al] = o [ | steost)|

Como,

dn

%(cos(x)) = cos (% + x) ,
Tem-se que,

D% (cos(x)) = ﬁ /Ox(:c — )Pt [cos <% + y)] dy.

Note que, pelo Exemplo 9 e usando que p = n — ¢, obtém-se:

o . (nm 2k+n—
¢ D[cos(x)] =¢ I? [COS (— + a:)} Z T 5_ ntliq)+ . q

=0

Se ¢ =1, tem-se que n =1 e p = 0, assim,

§ Dcos(x)] = I? [cos (g + x)}
Como a integral de ordem 0 é a prépria funcao, tem-se:

§ D}[cos(z)] = cos <g + ZE) = —sen(x)
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Note que a derivada de primeira ordem de Caputo do cos(x) tem o mesmo resultado da

derivada cléssica.

Exemplo 17 Determine a derivada de Caputo de ordem q de f(x) = e**

ke R.

,comqg€eR, e

Resolugao: Seja n = [q] e p =n — ¢, da Definigao 17 segue que,

P = s [o =t e a

I'(p) dy"
Como,
ﬂ[eky] — k"eky
dy™ ’
segue que,
o
FDU) = s [y = a2

Pelo Exemplo 7 a derivada de ordem ¢ de e** é:

C’Dq k:x knz kla'ta
I'(i+qg+1)

Para o caso em que ¢ = 1 tem-se que n =1 e p = 0, assim:
6 Dile™] = k' - o I[e"].
Como a integral de ordem 0 é a propria funcao, tem-se:
S D) = ke
0

Novamente note que a derivada de Caputo de primeira ordem de e** coincide com a

derivada cléssica.
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6 APLICACOES DO CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo serao feitas algumas aplicagoes que envolvem o célculo fracionario, a
primeira delas é relacionada a segunda lei de Newton. Na sequéncia serao apresentadas
aplicacoes envolvendo o decaimento radioativo, o crescimento populacional e um ajuste

de curva com a solugao da equacao logistica.

6.1 GENERALIZACAO DA SEGUNDA LEI DE NEWTON

A segunda lei de Newton, também conhecida como o principio fundamental da dina-
mica, afirma que a forca resultante F' que atua sobre um corpo é igual ao produto da
aceleracao a pela massa m, isto é,

F=am.

Na mecanica classica a aceleracao pode ser obtida através da segunda derivada da

fungao posigao em relagdo ao tempo, assim, se x(f) descreve a posi¢do no instante t,

temos que,
_ dPx(t)
dt?
Dessa forma, a segunda lei de Newton pode ser reescrita como:
d’z(t) F
(t) _F (6.1)
dt? m

A primeira aplica¢do do CF que sera feita neste trabalho consiste em generalizar (6.1)
para uma derivada de ordem ¢, considerando a forga resultante f = % constante, com

qERJr?

dx(t)
= 6.2
LUy, (6.2)
A solugao geral dessa equagao diferencial é dada por (OLDHAM; SPANIER, 1974),

z(t) = L S I
- dt_q 1 2 k .

Usando o Exemplo 5 com ¢(t) = f podemos reescrever z(t) como,

tq
x(t) = ﬁ + Cltq_l + Cgtq_2 + 4 thq—k (63)

em que, ¢; € R, 2 =1,2,...,k, sao as constantes a determinar e k € N ¢é tal que,

0<g<k<qg+1l,seq>0
k=0, seq < 0.
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Dessa forma uma solugao particular da equagao diferencial de (6.2) pode ser encontrada
tomando k condigoes iniciais, que nesse caso serao consideradas contendo derivadas de

ordem inteira. Mais especificamente serao consideradas as seguintes condic¢oes iniciais:

(

(1)

a'(1)
x//(l)

I
_ ==

(6.4)

dF=1x(1) 1
Y dtk—1 - -

Como exemplos, (6.2) seré solucionada considerando ¢ € {1,1.25,1.5,1.75,2,2.25,2.5,2.75, 3}.

Assim, serao consideradas no méaximo trés condigoes iniciais, z(1) = z/(1) = 2”(1) = 1,
de (6.2) com f = 1.
Para ¢ = 1 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solugao geral

t
2(t) = ==+

I'(2)
e a condigao inicial
z(t) =1
Assim,
1
1 — =1
Q?( ) F(Q) + 1 y
de onde segue que,
re)-—1
Cl = ——— =

= 0.
I'(2)
Com isso, obtém se a solucao particular para a velocidade constante

E as seguintes condigoes iniciais:

z(1l) =1
2'(1) = 1.
Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o T(%) = 1, 1330 obtém-se o sistema

1 _
{ —171330 +c+ = 1

5 1. 3. _
msp T 10 — 12 = 1
Resolvendo obtém-se, c;

—0.0015 e ¢ = 0.1326. Logo a solucao particular para a
velocidade proxima de constante é

z(t) = 0,0883t% — 0.0152¢% + 0.1326¢ &
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Para ¢ = 1.5 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solugao geral,

2(t) = —m—— 4 e1t? + ot 7

z(1) =
(1) = 1.

Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o I'(2) = %E = 1.13294 obtém-se

e as seguintes condigoes iniciais:

o sistema
ﬁ + C1 + Cy = 1
{ %4—%01—%02:1.
Resolvendo obtém-se, c; = —0.0045 e co = 0.2523. Logo, a solugao particular para a

equacao com um meio termo entre a velocidade e aceleragao constantes é
() = 0.7523t2 — 0.0045¢2 + 0.2523¢ " =.

Para ¢ = 1.75 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solucao geral,

z(t) = =—— + citi 4 ept i

z(1)=1
(1) =1.

Aplicando as condigdes iniciais na solu¢ao geral e com I'(4}) = 1.6084 obtém-se o sistema:

E as seguintes condicoes iniciais:

1

1 _
{ et ata=1
7 3 1. _
7as3s T ac — 12 = 1.

Resolvendo obtém-se ¢; = —0.0065 e ¢ = 0.3717. Logo, a solucao particular para a

aceleracao proxima a constante é
2(t) = 0.6217¢7 + 0.0065¢1 + 0.3717¢ 1

Para ¢ = 2 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solugao geral,
2

t 1 0
t) = ——~ t t.

z(1) =1
(1) = 1.

Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o I'(3) = 2 obtém-se o sistema:

E as seguintes condigoes iniciais:

%+Cl—|—02:1
1—|—61:1.
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Resolvendo obtém-se ¢; = 0 e ¢ = 0.5. Logo, a solucao particular para a aceleracao
constante é

z(t) = 0.5t> + 0.5
Para ¢ = 2.25 usando (6.3) e (6.4)

tem-se a solugao geral,

t) t Fooiti 4 eotd + eyt
2(t) = ——= +¢ c c .
E as seguintes condicoes iniciais:

Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o F(%) = 2,5493 tem-se o seguinte
sistema

0,3923+Cl+02+63:1
0,8826—’—%61 + }102 - %Cg =1

1, 1032 + %Cl - 13—602 + %03 =1

Cuja solucao é ¢; =

0.0204, ¢ = 0.6143 e c3 = 0.014. Com isso a solugao particular
com aceleragao proxima de constante é

z(t) = 0.3923t7 — 0.0204¢7 + 0.61437 + 0.014¢ 1.

Para ¢ = 2.5 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solucdo geral,

3 1 1
——— + c1t2 + cot2 + 3t 2.

Aplicando as condigoes iniciais na soluc¢ao geral e com o F(%) = 15§/E = 3.32335 obtém-se
o sistema:

ﬁ—FCl—FCQ—FCg =1
ﬁ—i—%clﬂL%Cz—%%:l
vr 14l T 102 153
Cuja solugao é ¢; = —0.0277, co = 0.6527 e c3 = 0.0741. Com isso a solugao particular
para um meio termo entre a aceleragao constante e o jerk constante é

z(t) = 0.3009t2 — 0.0277¢2 + 0.65272 + 0.0741¢ 2
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Para ¢ = 2.75 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solugdo geral,

1

t
T

S

T 3 1
—+ Clt4 —+ 62t4 + Cgt_4.

E as seguintes condigoes iniciais:

z(1) =1
(1) =1
(1) =1
Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o F(%) = 4.4230 obtém-se o

seguinte sistema
02261 —|— C1 + Cy —|— C3 = 1
0.6497 + ey — 3o — Je3 =11
11364 + 2te) — 2o+ Zez =1
Assim a solugao é dada por ¢; = —0.0532, co = 0.6502 e ¢3 = 0.1769. Logo, a solucao

particular para o jerk préoximo de constante é,
2(t) = 0.2261t % — 0.0532t7 + 0.65027 + 0.1669¢

Para ¢ = 3 usando (6.3) e (6.4) tem-se a solucao geral,

t3

= ——— 12 t 0.
I() F(3+1)+01 + cot” + C3

E as seguintes condicoes iniciais:

Aplicando as condigoes iniciais na solugao geral e com o I'(4) = 6 obtém-se:

%+01+C2+C3:1
d42e+te=1
1+ 2c =1.

Cuja solugao é ¢; = 0, co = 0.5 e ¢c3 = 0.3333. Portanto, a solucao particular para o

jerk constante é

1 1 1

O Jerk, que quando traduzido ao portugués é conhecido como solavanco, é definido por
(SCHOT, 1978) como a variagao da aceleragao, ou seja, a taxa com que a acelera¢ao de um
objeto muda em relagao ao tempo. Quando o Jerk é positivo had uma aceleragao, durante

a arrancada de um veiculo hé um jerk positivo, quando é negativo ha uma desaceleracao,
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por exemplo, em uma freada o jerk é negativo. Com isso o jerk é a terceira derivada da
funcao posicao, p
. x(t
jerk(z) = Tg,)7
em que x(t) representa a posi¢ao do objeto no instante t.

O desconhecimento do jerk é esclarecido por ele nao entrar na formulagao de conceitos
dindmicos como forga, momento ou energia (SCHOT, 1978). Uma das aplicagdes do jerk
pode ser encontrado na tese de (TORQUATO, 2019) que faz um estudo de como o jerk
pode indicar a consisténcia geométrica de rodovias, analisando trechos em que saidas de
pistas podem ser mais comuns, por falta de consisténcia geométrica entre as tangentes de
aproximagao e as curvas. Ou seja, a curva ter uma inclinagao contraria ao sentido da curva
ou ser uma curva muito fechada, nesse caso o jerk lateral, a variacao da aceleracgao lateral
do veiculo durante a curva é muito alta, o que pode provocar acidentes em velocidades

altas.

Na figura a seguir sao apresentadas as solugoes particulares obtidas anteriormente.

Figura 5 — Generalizacao da segunda lei de Newton

/
13 x(m) K
/
" R A q=2.5 )
q=1.25 — ¢=2 q=2.75 J
7" g=1.5 07225 — q=3 //

Fonte: Os autores, 2023.
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Na Figura 5 sao apresentadas as solugdes de (6.2) para os valores de ¢ calculados
anteriormente e pode ser visto que as solugoes fracionarias estao entre as solugoes inteiras,
as solugoes para ¢ € {1.25,1.5,1.75} estao entre a solugdo para ¢ = 1 e ¢ = 2, ou seja, as
solucoes podem ser vistas com aceleracoes proximas de constantes e velocidades proximas
de constantes. Ja as solugoes para g € {2.25,2.5,2.75} estao entre ¢ = 2 e ¢ = 3, assim

possuem aceleracao e jerk proximo do constante.

6.2 GENERALIZACAO FRACIONARIA DO DECAIMENTO RADIOATIVO

A lei do decaimento radioativo se baseia no fato de que certos materiais radioativos se
desintegram de forma proporcional a quantidade de material presente, ou seja, a quanti-
dade de massa do material que vai se desintegrar em um determinado periodo de tempo
depende da massa do material existente (ALVES, 2014). Essa situagao pode ser descrita

pela seguinte equacao diferencial ordinaria:

dm(t)
dt
em que m(t) é a massa remanescente e k € R é a constante de decaimento, que depende

= —km(t), (6.5)

do material considerado. Como (6.5) é uma equagao separavel, ela pode ser resolvida

usando integragao
dm

— = —kdt
m

Integrando em ambos os lados obtém-se:
d
/_m _ / k.
m

In|m|= -kt +ec.

De onde segue que,

Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados

Im| = ce™*.

Sendo ¢ uma constante arbitraria positiva, segue que,

m(t) = ce™ ™

Utilizando uma condigao inicial m(0) = mg que representa a massa conhecida no instante
t =0, tem-se,

m(t) = moe "

Equacao Fracionaria
Para obter a equacao fracionéria se substitui a ordem um da derivada em (6.5) por

uma ordem «, com 0 < a < 1.
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Usando a transformada de Laplace, veja (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015), tem-se:
s*F(s) — s*'m(0) = —kF(s),

dessa forma,

Sa—l

0 .
s+ k
Para voltar a variavel original aplica-se a transformada inversa de Laplace:

F(s)=m

—1 Sail a
L7 | | = Balzht?).

Na equacao do decaimento é considerada a solugcao negativa, assim:
m(t) = moEL(—kt®). (6.6)

Note que E, é a funcao de Mittag-Lefffler e para o = 1 se recupera a solucao para a

equacao de ordem inteira.

6.2.1 Decaimento radioativo do Césio-137

O Césio-137 é um elemento quimico radiativo que tem um tempo de meia vida de 30, 17
anos (COLLINS; JARDIM; COLLINS, 1988). Como o tempo de meia vida é inversamente
proporcional a constante & do decaimento radioativo, tem-se que a constante k pode ser

calculada a partir de:
In 2

1 - .

2 k

Em que t1 é o tempo de meia vida e k é a constante de decaimento radioativo. Dessa
2

t

forma, paro o Césio-137 tem-se,

In2

= = 0.0229747.
2017 0.0229747

Com o resultado sera calculado o decaimento radioativo desse elemento utilizando (6.6),
considerando uma massa inicial de Césio-137 de 10kg e com o € {0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5}.

Para a = 1.5, tem-se que

—0.0229747t)"
t) =10 - B15(—0.0229747t"°) =
m(t) 15— 2_% [(1.5n +1)
¢ a solugao de (6.6) para a = 1.5.
Para o = 1.25, tem-se que
= (—0.0229747t)"
t)=10-F 0.0229747t"%°)
m{?) 125(~ Z T(1.25n + 1)

¢ a solugao de (6.6) para aw = 1.25.



Para o = 1, tem-se que
m(t) =10 - E1(—0.0229747t) = 10 - ¢~ 00229747

é solucao de (6.6). Note que nesse caso a solugao obtida coincide com a solugao usual.

Para a = 0.75, tem-se que:

o0

—0.0229747t)"
t) = 10 - Ey75(—0.0229747t%7)
m(t) 075~ ZO T(0.75n + 1)
¢ a solugao de (6.6) para ao = 0.75.
Para o = 0.5, tem-se que
> (—0.0229747t)"
t) = 10 - Ey5(—0.0229747t°?)
m(?) 05(= Z:; T(0.5n + 1)
é a solugao de (6.6) para o = 0.5.
Para o = 0.25 tem-se que
L (—0.0229747t)"
t) = 10 - Ey25(—0.0229747t°%%)
m(i) 025(= Z (0.25n + 1)

n=0

é a solucao de (6.6) para a = 0.25.
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Figura 6 — Decaimento radioativo com os parametros o € {0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5}

10 T | | | T

—a=15
o a=1.25| |
—a=1

—a=0.75
71 —a=0.5 | |
a=0.25

m,massa remanescente em kg
(@]
T
1

2 | 1 | | |
0 10 20 30 40 50 60

t,tempo(anos)

Fonte: Os autores, 2023.

A Figura 6 apresenta os graficos das solugoes do decaimento radioativo do Césio-137
para os seis valores de o considerados anteriormente. Note que para valores de @ < 1 o
decaimento é mais lento se comparado ao tradicional (v = 1). Para valores de a > 1, na
parte final do ciclo de decaimento, o processo é mais rapido, e na parte inicial do ciclo os
decaimentos sao mais lentos, inclusive quando comparados aos valores de o < 1.

Essa aplicagao do calculo fracionario pode ajudar a compreender o decaimento ra-
dioativo do Césio-137, prevendo em quantos anos uma certa quantidade desse elemento
se desintegra em sua totalidade no meio ambiente. O CF pode ser utilizado para pre-
ver o decaimento radioativo em situagoes diferentes das tradicionais, envolvendo alguma
resisténcia ou condi¢oes adversas as usuais.

O desastre em Goiania em 1987 é um exemplo de contaminac¢ao por esse elemento
quimico, que voltou os olhares do mundo para o Brasil (VIEIRA, 2013). Esse fato justifica
o emprego do CF nessas situacoes, se tornando mais uma alternativa para o estudo do

decaimento radioativo em casos de contaminagoes.
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6.3 CRESCIMENTO POPULACIONAL

A equacao do crescimento populacional é similar a equacao do decaimento radiativo.

d*P(t)
dt>

— kP(t). (6.7)

Se diferenciando apenas por ter a constante k positiva em situagoes de crescimento. Aqui
P(t) representa a populagao no instante ¢, com P(0) = P,, a populagao inicial. As solugoes

inteiras e fracionarias sao dadas por,

P(t) = Poekt,

P(t) = RyEy(kt®). (6.8)

kt

respectivamente. Observe que se o« = 1, como Fy(kt) = e, recupera-se a solugao inteira.

6.3.1 Crescimento populacional do Brasil

O crescimento populacional do Brasil pode ser aproximado utilizando a soluc¢ao fracio-
naria da equagao do crescimento populacional, dada em (6.8). A populacdo inicial é dada
por Py = 214.326.223 pessoas e uma taxa de crescimento £ = 0.005, que corresponde ao
ano de 2021, ano em que foram langados os ultimos dados oficiais da populacao brasileira
(The World Bank, 2023).

Utilizando (6.8) e v € {1.4,1.2,1,0.8,0.6} se obtém as seguintes solugoes particulares:

Para o = 1.4, tem-se que

oo

0.005¢)"
P(t) = 214.326.223 - E; 4(0.005t*) = 214326223 - _(0.0054)"
®) L4l ) nz:% [(l4n+1)’
que é a solugao particular de (6.8) para a = 1.4.

Para o = 1.2, segue que

o0

(0.005¢)"
P(t) = 214.326.223 - E,5(0.005t"%) = 214.326.223 - E :—,
£ T(1.2n+ 1)

que é a solugao particular de (6.8) para a = 1.2.

Para a = 1 se obtém a solugao tradicional com a funcao exponencial,
P(t) = 214.326.223 - E;(0.005t") = 214.326.223 - "%

Para a = 0.8, tem-se que

o0

(0.005¢)"
P(t) = 214.326.223 - E5(0.005t%) = 214.326.223 - » ———~ .
nz:% [(0.8n + 1)
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Para o = 0, 6, segue que

(e 9]

(0.005¢)"
P(t) = 214326223 - Ey6(0.005t°°%) = 214.326.223 - Y ————~ .
®) 00 nzzo r(0.6n+1)

As solugoes para o crescimento populacional do Brasil para a € {1.4,1.2,1,0.8,0.6}

serao plotadas na Figura 7.

Figura 7 — Crescimento populacional do Brasil com « € {1.4,1.2,1,0.8,0.6}
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Fonte: Os autores,2023.

A Figura 7 apresenta o crescimento populacional do Brasil para cinco valores de «,
observando o grafico é possivel ver que o crescimento da populacao brasileira para valores
de a < 1 é maior que a solugao para o = 1, que é a solucao tradicional, o que significa um
crescimento maior ano apos ano. Ja para valores de o« > 1 o crescimento populacional do

Brasil é menor que para a = 1.

6.3.2 Crescimento populacional de uma populagao arbitraria

Considerando uma populagao de 2000 individuos e uma taxa de crescimento de 5%

obtém se as seguintes solugoes particulares de (6.8) para a € {1.4,1.2,1,0.8,0.6}:
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Para o = 1.4, tem-se que

o)

0.05t)"
P(t) = 2000 - E14(0.0504) — 214326223 - 5~ — 00"
(t) La( ) ; [(1.4n+1)
que é a solugao particular de (6.8) para o = 1.4
Para a = 1.2, segue que
= (0.05t)"
P(t) = 2000 - E15(0.05¢12) — 2000 - S - 0:05D"

que é a solugao particular de (6.8) para a = 1.2

Para a = 1 se obtém a solucao tradicional com a funcao exponencial,
P(t) = 2000 - F; (005t1) = 2000 - 60'05t,

que é a solugao particular de (6.8) para o = 1
Para a = 0.8, tem-se que

(0.05t)"
P(t) = 2000 - Ey5(0.05t°%) = 2000 - Z _UY
— ['(0.8n+1)

que é a solugao particular de (6.8) para o = 0.8

Para o = 0.6, segue que
= 0.05¢)"
P(t) = 2000 - E(0.05t") = 2000 - » #

Assim as solugoes para o crescimento populacional dessa populagao, paraa = {1.4,1.2,1,0.8,0.6}

serao plotadas na Figura 8.
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Figura 8 — Crescimento populacional de uma populagao com 2000 individuos com
a€{1.4,1.2,1,0.8,0.6}
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Fonte: Os autores, 2023.

A Figura 8 apresenta cinco solugoes para o crescimento de uma populagao com 2000
individuos, percebe-se que nesse grafico as solugoes para a < 1 apresentam crescimentos
maiores que a solucao usual, com o = 1. As solugoes com « > 1 possuem crescimentos
menores que a solucao usual.

Comparando a Figura 7 com a Figura 8 é perceptivel que as curvas de crescimento da
populacao arbitraria se distanciam mais da forma de uma reta que as curvas do cresci-
mento da populagao brasileira. Isso acontece pela baixa taxa de crescimento da populacao

brasileira, de 0.5% em comparacao a taxa da populacao arbitraria, de 5%.
6.4 EQUACAO LOGISTICA
A equacao logistica é dada por:

% (t) =ry(t) (1 — @> ; (6.9)

Ymax
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em que y(t) é a populagdo no instante ¢, r é a taxa de crescimento e Yysx ¢ 0 valor maximo

da populagao. Introduzindo a mudancga de variavel u(t) = 5(—f:, tem-se ‘é—lt‘ = ﬁ%? entao
a equagao fica:
d
Vi gy = Yimsru(1) (1 = (1)),
ou, simplesmente
du
o= ru(t)(1 — u(t)). (6.10)
Note que essa equacao é diferenciavel e separéavel e nao linear. Introduzindo a mudanca
2(t) = ﬁ, tem-se
u(t) = z(t)~ . (6.11)
Derivando, segue que
du(t) ,dz(t)
= —2(t 6.12

2o = rz (1 -2
= rz =z (6.13)
Multiplicando (6.13) por z(t)* obtém-se
—dz(t
dzt( ) = r(-142)
= r(z—1)
Multiplicando por (—1), segue que
d
d_if = (1 - 2). (6.14)

Que é uma equacao diferencial linear e separavel, assim separando as variaveis em (6.14)

dz
1—2

= rdt.

Integrando,
—In|l —z| =rt+ec.

Multiplicando a equagao por (—1), segue que
In|l —z| = —rt+ec.
Aplicando a funcao exponencial,

11— 2| =ce™.
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Entao,

—z=ce " -1,
multiplicando a equagao por (—1), segue que

z2=1—ce ™,

voltando a variavel u(t),

1

1 t
— = —ce " 1= u(t) = — .
U ce u(t) —ce "t 4+ 1

Voltando a variavel y(t),
1

—ce "t 4+ 17

Que ¢é a solucao geral de (6.9). Considerando a condigao inicial yy = y(0), tem-se que

Y (t) = Ymax

= 5(0) = s —
Yo=Y _ymax_c+1
Entao,
—Y0 * €+ Yo = Ymax,
assim,
o Ymax — Yo o Yo — Ymax
c= = :
—Yo Yo
Com isso a solugao particular é:
Ymax

t =
y( ) _ (_yméx+y0> e—Tt + 1

Yo

Ymax Yo
= 6.15
(ymé};y+yo) + Yo ( )

Note que, y(0) = yo e que se t — oo entao y(t) — Ymax-

6.4.1 Generalizacao Fracionaria

A generalizacao fracionaria pode ser obtida substituindo a ordem da derivada em

(6.14) por «, assim,

d*z(t)
dte

Aplicando a transformada de Laplace em (6.16) se obtém:

=r(l—z2). (6.16)

SF(s) — s 12(0) = E - F@)} |

Logo,
(6.17)
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Para recuperar a equagdo em t, se aplica a transformada inversa em (6.17), o que

implica em,

-B
s
L7 | =P B, 5(£kt™).
[SO‘ + 7’} i )
Onde E, s ¢ a funcao de Mittag-Lefller de dois parametros mostrada na Definicao 7.
Desse modo, com algumas manipulagoes envolvendo a transformada de Laplace, que po-

dem ser conferidas no livro do Camargo e Oliveira (2015) se encontra que:

Ymax¥Yo
) +

Note que se a = 1 tem-se a solu¢ao dada em (6.4).

y(t) = ( (6.18)

6.4.2 Ajuste de curva com a solugao fracionaria da equagao logistica

A partir da solugao fracionéria da equagao logistica dada em (6.18) sera feito um ajuste
de curva, considerando a pandemia do covid-19 na cidade de Chapecé. O ajuste sera feito
com dados referentes aos infectados acumulados dessa cidade, serao considerados 42 dias,
iniciando com o dia 18 de margo de 2020 (Prefeitura Municipal de Chapeco, 2023).

Nesse ajuste serd considerado que os infectados acumulados em funcao do tempo,
podem ser descritos pela curva logistica, hipétese similar a do trabalho de Zeiser, Gaio
e Borges (2021). O ajuste de curvas que sera feito nesta aplicagdo também é similar ao
trabalho citado, se diferenciando exclusivamente no uso fracionario da solugao da equagao
logistica.

O ajuste proposto nesse resultado pretende mostrar que para determinados casos a
curva fracionaria apresenta um melhor coeficiente de correlagao. O coeficiente de corre-
lagao ¢ comumente utilizado para medir a qualidade de um ajuste de curvas, um bom

ajuste é descrito por um coeficiente de correlagao proximo de um e é dado por:

R2 — 1 - Z?:l('ri — xi”>2
Z?:l (2 — )2

em que R? é o coeficiente de correlacao, x; é o valor ajustado da variavel, ;" ¢ o dado

coletado da variavel, 2’ é a média dos dados coletados e n é o nimero de dados coletados.
Com isso sera apresentada a Figura 9, que mostra o ajuste feito com os dados descritos

anteriormente e (6.18) com a =1 e v = 1.09.
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Figura 9 — Ajuste de curvas dos infectados por covid-19 em Chapec6-SC
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Fonte: Os autores, 2023.

Com o ajuste da Figura 9 é possivel ver que para algumas situagoes a curva fracionaria
apresenta um resultado mais aprimorado, o que também é garantido pelo coeficiente de
correlagao. Para a solucao com a = 1, que coincide com a solugao tradicional da equacao
logistica, foi obtido um coeficiente de correlagao de 0.3964, o que descreve um ajuste ruim,
ja para a = 1.09 foi obtido um coeficiente de correlacao de 0.8169, o que descreve um

bom ajuste de curva.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O calculo fracionario que teve sua origem em 1695 com Leibniz e I’'Hopital que em
uma carta mencionaram a derivada de meia ordem, se desenvolveu e hoje é visto como
o calculo da modernidade. E promete aprimorar os resultados de varias aplicagoes, e
também resolver problemas que nao sao resolvidos com o calculo classico. Como fez
Heaviside no final do século XIX, que resolveu problemas na fisico-matematica.

Também ha grande destaque para as evolugoes das integrais e derivadas fracionarias,
foram muitas defini¢oes ao longo dos anos até chegar as defini¢oes mais utilizadas, que sao
a integral fracionaria de Riemann-Liouville e derivada fracionaria de Caputo. Ambas as
defini¢oes foram bem exploradas com exemplos envolvendo a fungao polinomial, o seno,
cosseno e a exponencial.

No Brasil houve um aumento consideravel nas publicacoes e aplicagoes do célculo
fracionario a partir da publicagao do livro de Camargo e Oliveira em 2015. A partir desse
ano varias teses e dissertagoes envolvendo o CF foram desenvolvidas no Brasil, algumas
delas sao apresentadas brevemente no final do segundo capitulo desse trabalho.

No terceiro capitulo foram apresentadas e exploradas as func¢oes gama, beta e de
Mittag-Leffler. Também foram demonstrados alguns teoremas importantes para a conti-
nuidade do trabalho, como a relagao entre a fungao beta e a fungao gama. A fungao de
Mittag-Leffler foi definida e explorada através de um gréafico com alguns valores de .

Em seguida a integral fracionéaria de Riemann-Liouville foi definida a partir da integral
iterada de Cauchy e foram resolvidas as integrais das fungoes polinomiais, seno, cosseno e
exponencial. Ao longo desses exemplos os resultados foram comparados a integral classica
de primeira ordem. Em todo esse trabalho foi utilizada a definigao de integral fracionaria
a esquerda, por ela ser interpretavel fisicamente.

As derivadas fracionarias de Riemann-Liouville também sao definidas, ambas depen-
dem da defini¢ao de integral fracionaria de Riemann-Liouville. A derivada de Caputo ¢é a
mais explorada, por ter a derivada da fun¢ao constante igual a zero. Além da derivada da
funcao constante, as funcoes polinomiais, seno, cosseno e exponencial sao derivadas com
a definicao de Caputo, os resultados s@ao comparados ao célculo tradicional.

No penultimo capitulo foram feitas as aplicagoes do célculo fracionério que envolveram
a generalizacao da segunda lei de Newton. Que possibilita aproximacoes para situacoes
em que a aceleracao, a velocidade e o jerk nao sao constantes. Também é calculado o
decaimento radioativo do Césio-137 com ordens fracionarias maiores e menores que um.
O que pode ser utilizado em condi¢oes adversas as usuais.

Quanto ao crescimento populacional, foram feitas duas simulagoes, uma arbitraria
envolvendo uma pequena populagao e outra com a populagao brasileira. Essas duas

simulagoes sao exemplos de aplicagoes do CF, em um determinado periodo de tempo
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certa populacao pode estar crescendo conforme uma das solugoes fracionarias, e dessa
forma a versao fracionaria pode descrever o crescimento de uma forma mais precisa que
a solucao classica.

A qultima aplicacao que foi feita com a equacao logistica descreve o que as outras apli-
cagoes feitas no trabalho poderiam representar em uma modelagem. A solugao fracionaria
permite um ajuste de curva mais eficiente que a solugao classica. Com essas aplicagoes
conclui-se que o calculo de ordem arbitraria promete modelar alguns fenoémenos com mais
precisao que o calculo classico, sendo uma alternativa para o desenvolvimento matematico
de varias areas.

A evolucao do CF se torna importante para a matemaética, mostrando que o célculo
classico nao esta completo. Que ele nao é sempre a melhor alternativa de modo similar
ao que aconteceu com a mecanica classica, que se mostrou incompleta com o surgimento
das teorias de Einstein sobre a mecanica quantica (CAMARGO, 2009).

Dessa forma o objetivo principal desse trabalho, o de produzir um material introdutorio
ao calculo fracionario foi atingido. Além de mostrar algumas aplica¢bes, assim como
compara-lo com o célculo classico.

Uma continuagao natural desse trabalho seria a exploracao de outras defini¢oes de
derivadas e integrais, que foram mencionadas na revisao histérica. Na construcao dos
conceitos necessarios para o calculo fracionario de varias variaveis e na aplicacao do CF a

problemas que sao descritos por equacgoes diferenciais parciais.



67

REFERENCIAS

ALVES, W. B. Sobre a datagao por decaimento radioativo. CONNECTION
LINE-REVISTA ELETRONICA DO UNIVAG, n. 5, 2014. Disponivel em: https:

//scholar.archive.org/work/y3x3pjjktbenlohtldejvmvsd4 /access/wayback /http: / /www.
periodicos.univag.com.br/index.php/ CONNECTIONLINE /article/download /122/373.

ANDRADE, A. M. F. d.; LIMA, E. G. D.; DARTORA, C. A. Uma introducao
ao calculo fracionario e suas aplicagoes em circuitos elétricos. Revista Brasileira
De Ensino De Fisica, Sao Paulo, v. 40, n. 3, 2018. Disponivel em: https:
//www.scielo.br/j/rbef/i/2018.v40n3/. Acesso em: 25 mar. 2023.

CAMARGO, R. d. F. Calculo Fracionario e AplicagGes. Tese (Doutorado em
Matematica) — ( Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica)
— Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 2009. Disponivel em: https:
//bdtd.ibict.br /vufind /Record /UNICAMP-30 2a21d7alc5f14c01911639f56e9a7865.
Acesso em: 25 mar. 2023.

CAMARGO, R. d. F.; OLIVEIRA, E. C. Calculo Fracionario. Sao Paulo: Livraria da
Fisica, 2015.

CAPUTO, M.; MAINARDI, F. A new dissipation model based on memory mechanism.
Pureand Applied Geophysics,, Basileia, v. 91, n. 1, p. 134-147, 1971. Disponivel em:
https://link.springer.com/article/10.1007/BF00879562. Acesso em: 25 mar. 2023.

CARDOSO, L. C.; SANTOS, F. L. P. d.; CAMARGO, R. D. F. Método de
diferengas finitas nao local aplicado ao calculo fracionario. C. Q. D. -Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 7, p. 44-54, dez. 2016. Disponivel
em: https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php/
buscador-primo.html. Acesso em: 25 mar. 2023.

CARVALHO, M. D. d.; OTTONI, J. E. Introdugao ao calculo fracionario com aplicagoes.
Revista de Matematica de Ouro Preto,, Ouro Preto, v. 5, n. 1, p. 50-77, maio
2018. Disponivel em: https://periodicos.ufop.br/rmat /issue/view /87. Acesso em: 25
mar. 2023.

COLLINS, K. E.; JARDIM, I.; COLLINS, C. O que é césio-137. Quimica nova,
v. 11, 1988. Disponivel em: http://static.sites.sbq.org.br/quimicanova.sbq.org.br/pdf/
Voll1No2 169 v11 n2 %281%29.pdf.

COSTA, F. S. Funcao H de Fox e Aplicagoes no Calculo Fracionario. Tese
(Doutorado em Matematica) — (Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica) — Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 2011. Disponivel em: https:
//bdtd.ibict.br /vufind /Record /UNICAMP-30_falbdd8496de5eafOctbc8ebed2b3941.
Acesso em: 25 mar. 2023.

DAS, S. Kindergarden of Fractional Calculus. 1. ed. Newcastke: Cambridge Scho-
lars Publishing, 2020.

DAVIS, T. H. The Theory of Linear Operators. 1. ed. Bloomington: The Principia
Press, 1936.


https://scholar.archive.org/work/y3x3pjjktbcnlohtldejvmvsd4/access/wayback/http://www.periodicos.univag.com.br/index.php/CONNECTIONLINE/article/download/122/373
https://scholar.archive.org/work/y3x3pjjktbcnlohtldejvmvsd4/access/wayback/http://www.periodicos.univag.com.br/index.php/CONNECTIONLINE/article/download/122/373
https://scholar.archive.org/work/y3x3pjjktbcnlohtldejvmvsd4/access/wayback/http://www.periodicos.univag.com.br/index.php/CONNECTIONLINE/article/download/122/373
https://www.scielo.br/j/rbef/i/2018.v40n3/.
https://www.scielo.br/j/rbef/i/2018.v40n3/.
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_2a21d7a1c5f14c01911639f56e9a7865
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_2a21d7a1c5f14c01911639f56e9a7865
https://link.springer.com/article/10.1007/BF00879562
https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php/buscador-primo.html
https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br/index.php/buscador-primo.html
https://periodicos.ufop.br/rmat/issue/view/87
http://static.sites.sbq.org.br/quimicanova.sbq.org.br/pdf/Vol11No2_169_v11_n2_%281%29.pdf
http://static.sites.sbq.org.br/quimicanova.sbq.org.br/pdf/Vol11No2_169_v11_n2_%281%29.pdf
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_fa1bdd8496de5eaf0cfbc8ebed2b3941
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_fa1bdd8496de5eaf0cfbc8ebed2b3941

68

KILBAS, A. A.; SRIVASTAVA, H. M.; TRUJILLO, J. J. Theory and Applications
of Fractional Differential Equations. 1. ed. Amsterdam: Elsevier, 2006.

LOPES, M. M. et al. Sobre o efeito de memoria no célculo fracionério. In:
UNIVERSIDADE FEDERAL DO MATO GROSSO DO SUL, XL., 2021, Evento Virtual.
Anais|...]. evento virtual: Congresso Nacional de Matemética Aplicada e Computacional,
1997. p. 443. Disponivel em: https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view /3625.
Acesso em: 25 mar. 2023.

MAYERGOYZ, . MATHEMATICAL MODELS OF HYSTERESIS AND
THEIR APPLICATIONS. 2. ed. New York: Elsevier, 2003.

MILLER, K. S.; ROSS, B. An Introduction to the Fractional Calculus and
Fractional Differential Equations. 1. ed. New York: John Wiley Sons, 1993.

OLDHAM, K. B.; SPANIER, J. The Fractional Calculus. Mathematics in Science
and Engineeringl Calculus and Fractional Differential Equations. 1. ed. New
York: Academic Press, 1974.

OLIVEIRA, A. d. S. C. Mestrado em Matematica, Calculo Fraci-
onario: contribuicoes historicas e aplicagoes fisicas. Campinas:
[s.n.], 2018. Disponivel em: https://www.ime.unicamp.br/pos-graduacao/

calculo-fracionario-contribuicoes-historicas-aplicacoes-fisicas. Acesso em: 25 mar.
2023.

OLIVEIRA, H. S. Mestrado em Matematica, Introdugao ao Calculo de Ordem
Arbitraria. Campinas: [s.n.], 2010. Disponivel em: https://bdtd.ibict.br/vufind/
Record /UNICAMP-30 d7891be9326168£32c74645be02d8397. Acesso em: 25 mar. 2023.

Prefeitura Municipal de Chapeco. Covid-19. 2023. Disponivel em: https://www.
chapeco.sc.gov.br/.

RAMOS, P. F. P.; CAMARGO, R. d. F. Calculo fracionario aplicado ao problema da
tautocrona. C. Q. D. Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 10,
n. 2, p. 53-66, 2012. Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/
Matematica/revistacqd2228 /v01a03-calculo-fracionario-aplicado.pdf. Acesso em: 25
mar. 2023.

RICIERI, A. Derivada Fracion “aria, Transformada de Laplace e Outros Bichos.
Sao Paulo: Prandiano, 1993.

RODRIGUES, F. G.; OLIVEIRA, E. C. d. Solucao da equacao de bessel via calculo
fracionario. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Sao Paulo, v. 37, n. 3, 2015a.
Disponivel em: https://www.scielo.br/j/rbef/a/3pKVn38WjH5QR3SmgmqG3Bz/
?lang=pt. Acesso em: 25 mar. 2023.

RODRIGUES, F. G.; OLIVEIRA, E. C. d. Introducao as técnicas do calculo
fracionéario para estudar modelos da fisica matematica. Revista Brasileira

de Ensino de Fisica, Sao Paulo, v. 37, n. 3, 2015b. Disponivel em: https:
//www.scielo.br/j/rbef/a/bdxMfpYPLGwrd8RBXWZrbqK /?lang=pt. Acesso em: 25
mar. 2023.


https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/3625
https://www.ime.unicamp.br/pos-graduacao/calculo-fracionario-contribuicoes-historicas-aplicacoes-fisicas
https://www.ime.unicamp.br/pos-graduacao/calculo-fracionario-contribuicoes-historicas-aplicacoes-fisicas
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_d7891be9326168f32c74645be02d8397
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNICAMP-30_d7891be9326168f32c74645be02d8397
https://www.chapeco.sc.gov.br/
https://www.chapeco.sc.gov.br/
https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v01a03-calculo-fracionario-aplicado.pdf
https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v01a03-calculo-fracionario-aplicado.pdf
https://www.scielo.br/j/rbef/a/3pKVn38WjH5QR3SmgmqG3Bz/?lang=pt
https://www.scielo.br/j/rbef/a/3pKVn38WjH5QR3SmgmqG3Bz/?lang=pt
https://www.scielo.br/j/rbef/a/b4xMfpYPLGwrd8RBXWZrbqK/?lang=pt
https://www.scielo.br/j/rbef/a/b4xMfpYPLGwrd8RBXWZrbqK/?lang=pt

69

SCHOT, S. H. Jerk: the time rate of change of acceleration. American Journal
of Physics, American Association of Physics Teachers, v. 46, n. 11, p. 1090-1094,
1978. Disponivel em: https://pubs.aip.org/aapt/ajp/article/46/11/1090/1043438/

Jerk-The-time-rate-of-change-of-acceleration. Acesso em: 25 abr. 2023.

The World Bank. Populagao total do Brasil. 2023. Disponivel em: https:
//data.worldbank.org/indicator /SP.POP.TOTL.

TIEPPO, S. M.; GUZZO, S. M. Elementos do calculo fracionéario. Jornal Eletrénico
de Ensino e Pesquisa de Matematica- JEEPEMA | Maringa, v. 2, n. 1, p. 45-79,
2018. Disponivel em: http://www.dma.uem.br /kit/jeepema. Acesso em: 25 mar. 2023.

TORQUATO, T. L. L. Jerk como um indicador de consisténcia geométrica para
rodovias. Tese (Doutoradp em ciéncias e engenharia dos transportes) — (Escola de
Engenharia) — Universidade Estadual de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019. Disponivel em:
https:/ /www.teses.usp.br/teses/disponiveis/18 /18143 /tde-17022020-194737 /pt-br.php.
Acesso em: 26 abr. 2023.

TORRELLI, P. G. P. Mestrado em Matemética, Uma Introdugao ao Calculo
Fracionario e sua Aplicagao ao Problema das Equacoes de Onda-
Difusao Tempo-Fracionarias. Maringa: [s.n.], 2021. Disponivel em: https:
//bdtd.ibict.br /vufind /Record /UEM-10_tha9557e¢aa86761551d{83072aec8ef7. Acesso
em: 25 mar. 2023.

VIEIRA, S. A. Césio-137, um drama recontado. Estudos avangados, SciELO
Brasil, v. 27, p. 217-236, 2013. Disponivel em: https://www.scielo.br/j/ea/a/
pWxC3bW79km3cRFB83DXX3B /abstract /?lang=pt.

ZEISER, M. H.; GAIO, S. M.; BORGES, P. A. P. Ovid 19: Modelo matemtico de apoio
decisao sobre medidas de restri¢cao do contato social. In: SBEM-SC, VIII., 2021, Evento
Virtual. Anais|...]. evento virtual: Encontro catarinense de educa¢do matematica,
2021. Disponivel em: http://eventos.sbem.com.br/index.php/SC/ECEM /schedConf/

presentations. Acesso em: 25 jun. 2023.


https://pubs.aip.org/aapt/ajp/article/46/11/1090/1043438/Jerk-The-time-rate-of-change-of-acceleration
https://pubs.aip.org/aapt/ajp/article/46/11/1090/1043438/Jerk-The-time-rate-of-change-of-acceleration
https://data.worldbank.org/indicator/SP.POP.TOTL
https://data.worldbank.org/indicator/SP.POP.TOTL
http://www.dma.uem.br/kit/jeepema
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/18/18143/tde-17022020-194737/pt-br.php
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UEM-10_fba9557eaa86761551df83072aec8ef7
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UEM-10_fba9557eaa86761551df83072aec8ef7
https://www.scielo.br/j/ea/a/pWxC3bW79km3cRFB83DXX3B/abstract/?lang=pt
https://www.scielo.br/j/ea/a/pWxC3bW79km3cRFB83DXX3B/abstract/?lang=pt
http://eventos.sbem.com.br/index.php/SC/ECEM/schedConf/presentations
http://eventos.sbem.com.br/index.php/SC/ECEM/schedConf/presentations

	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Evolução histórica do cálculo fracionário
	O cálculo fracionário no mundo
	O cálculo fracionário no Brasil

	As funções gama, beta e de Mittag-Leffler
	Função Gama
	Função Beta
	Função de Mittag-Leffler

	Integral Fracionária
	Integral de Riemann-Liouville

	Derivadas Fracionárias de Riemann-Liouville e Caputo
	Derivada fracionária de Riemann-Liouville
	Derivada Fracionária de Caputo

	Aplicações do Cálculo Fracionário
	Generalização da segunda lei de Newton
	Generalização fracionária do decaimento radioativo
	Decaimento radioativo do Césio-137

	Crescimento Populacional
	Crescimento populacional do Brasil
	Crescimento populacional de uma população arbitrária

	Equação Logística
	Generalização Fracionária
	Ajuste de curva com a solução fracionária da equação logística


	Considerações finais
	Referências

