/) FeoeeaRae i
é FRONTEIRA SUL AAAA
PROFMAT

UNIVERSIDADE FEDERAL DA FRONTEIRA SUL
CAMPUS CHAPECO
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

GUSTAVO DE OLIVEIRA ROSA

SOLUCAO GERAL DE EQUACOES CUBICAS E QUARTICAS

CHAPECO-SC
2025



GUSTAVO DE OLIVEIRA ROSA

SOLUCAO GERAL DE EQUACOES CUBICAS E QUARTICAS

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado Pro-
fissional em Matemética em Rede Nacional, da Univer-
sidade Federal da Fronteira Sul — UFFS como requisito
para obtencdo do titulo de Mestre em Matematica, area
de Concentracdo: Matematica na Educagdo Basica, sob a
orientacdo do Prof. Dr. Paulo Rafael Bosing.

Orientador: Prof. Dr. Paulo Rafael Bdsing

CHAPECO-SC
2025



Bibliotecas da Universidade Federal da Fronteira Sul - UFFS

Rosa, CGustavo de Oiveira

Sol ucdo geral de equacbes cubicas e quéarticas /
Gustavo de diveira Rosa. -- 2025.

108 f.:il.

Oientador: Dr. Paul o Rafael Bosing

Di ssertacdo (Mestrado) - Universi dade Federal da
Fronteira Sul, Programa de POs- Graduacdo Profissiona
em Mat enati ca em Rede Naci onal, Chapecé, SC, 2025.

1. Nameros conpl exos. 2. Polin6m os. 3. Equacdes
al gébricas. 4. Equacgdes cubicas. 5. Equacgfes quarticas.
. Bosing, Paulo Rafael, orient. Il. Universidade
Federal da Fronteira Sul. IlIl. Titulo.

Elaborada pelo sistema de Geragédo Automatica de Ficha de Identificagdo da Obra pela UFFS
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).




GUSTAVO DE OLIVEIRA ROSA

SOLUCAO GERAL DE EQUACOES CUBICAS E QUARTICAS

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado Pro-
fissional em Matematica em Rede Nacional da Universi-
dade Federal da Fronteira Sul — UFFS como requisito
para obten¢do do titulo de Mestre em Matematica, area
de Concentracdo: Matematica na Educacéo Basica, sob a
orientacéo do Prof. Dr. Paulo Rafael Bdsing.

Este trabalho foi defendido e aprovado pela banca em 26/02/2025

BANCA EXAMINADORA

Documento assinado digitalmente

ub PAULO RAFAEL BOSING
g Data: 08/04/2025 09:11:12-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Paulo Rafael Bdsing — UFFS
Orientador

Documento assinado digitalmente

ub LUCIANE INES ASSMANN SCHUH
g Data: 08/04/2025 09:19:23-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof.2 Dr.2 Luciane Inés Assmann Schuh — UFSC
Avaliadora externa

Documento assinado digitalmente

“b ROSANE ROSSATO BINOTTO
g Data: 08/04,/2025 09:30:34-0300

Verifique em https://fvalidar.iti.gov.br

Prof.2 Dr.2 Rosane Rossato Binotto — UFFS
Avaliadora



Dedico este trabalho & minha filha, Louise, e & minha

esposa, Débora.



Agradecimentos

A minha esposa, Débora, pelo companheirismo nas horas de estudo e escrita, e por

ser a maior incentivadora para o meu autoaperfeicoamento.

A minha filha, Louise, pela paciéncia e compreensao sobre a minha quase auséncia

durante o periodo do mestrado.

A CAPES e 4 SBM por tornarem o PROFMAT possivel, e & UFFS, Campus Chapeco,

por tornar o PROFMAT real para mim e para meus colegas.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Paulo Rafael Bosing, pelo esmero nas revisoes do
texto e pelas valiosas dicas tanto em relacao a estrutura, quanto a escrita, quanto a

Matemaéatica em si.



A Matematica é uma sinfonia de nameros, é a

poesia da logica.

Star vs. As Forcas do Mal



Resumo

Esta dissertacao é um material didatico e instrucional que apresenta as solugoes de equagoes
algébricas de terceiro e quarto graus. Para este fim, sao desenvolvidas previamente as teorias
envolvendo ntimeros complexos e polinémios, além de equagoes quadraticas. Questoes do
IME, ITA e AIME relacionadas aos topicos também sao apresentadas e desenvolvidas. Por

fim, a presenga desses topicos na politica educacional é discutida.

Palavras-chave: Nimeros complexos. Polinémios. Equagoes algébricas. Equacgoes ciibicas.

Equagoes quarticas.



Abstract

This master thesis is an instructional and didactic material that presents solutions to cubic
and quartic algebraic equations. In order to do so, the theories involving complex numbers
and polynomials, as well as quadratic equations, are previously developed. Questions from
IME, ITA and AIME including these topics are also presented and solved. Finally, the

presence of these topics in educational policies is analyzed.

Keywords: Complex numbers. Polynomials. Algebraic equations. Cubic equations. Quartic

equations.
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1 Introducdo

A estrutura do PROFMAT! (o Exame Nacional de Acesso, o Exame Nacional de
Qualificagao e as seis disciplinas obrigatorias) é voltada ao aprofundamento da matemética
do Ensino Bésico. Essa é a natureza do PROFMAT: ser um programa de mestrado que
aprofunda de forma consistente os conhecimentos que os professores utilizam no exercicio
cotidiano de sua profissao. Sendo assim, ele possui um aspecto educacional & sua propria

maneira.

O conhecimento profundo da teoria é condi¢ao necesséria para a didatica. Em outras
palavras: pode haver conhecimento sem didética, mas nao hé didatica sem conhecimento.
Assim, por mais que o PROFMAT nao contemple o estudo de teorias pedagogicas, ele

beneficia a pratica pedagogica dos professores de matematica.

Este trabalho, por ser uma dissertagato do PROFMAT, esta de acordo com a
estrutura do programa, sendo um aprofundamento da matematica do Ensino Médio. Nele,
¢é apresentado um estudo sobre as equagoes algébricas de terceiro e quarto graus, incluindo
a teoria que é fundamento para tal estudo. Tal teoria é composta pelos niimeros complexos
e pelas fungoes polinomiais. Também sao incluidos aspectos historicos, que possuem alguns

episodios curiosos na histéria da matematica.

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar um material didatico e instruci-
onal, de modo que possa ser usado como fonte de estudo por professores e estudantes que
busquem aprofundamento em equagoes algébricas, seja na preparagao para vestibulares
avangados (como do Instituto Militar de Engenharia ou do Instituto Tecnologico de Aero-
nautica), seja para olimpiadas de mateméatica (como a American Invitational Mathematics
Examination e a International Mathematical Olympiad, abreviadas respectivamente por

AIME e IMO), seja pelo simples desejo de conhecer o assunto.

Por ter sido elaborado como material didatico e instrucional, ele foi enriquecido
com exemplos, além dos conceitos e demonstragoes mais relevantes para o desenvolvimento
da teoria. Também, de modo a elucidar a aplicacao da teoria desenvolvida, apresentamos
resolucoes de questoes de importantes vestibulares e provas. Por sua natureza, esse material

pode ser reproduzido total ou parcialmente, desde que citada a fonte.

Neste trabalho sao tratadas equagoes algébricas de segundo, terceiro e quarto graus.
As equacgoes de segundo grau, chamadas de equacoes quadraticas, sao estudadas no final
do Ensino Fundamental, sendo que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) apresenta
a habilidade “(EFO8MAQ9) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas

que possam ser representados por equacoes polinomiais de 2° grau do tipo az? = b”

I Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional.
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(BRASIL, 2018, p. 313) para o 82 ano. No 99 ano, ela traz como objeto do conhecimento
“Resolucao de equagdes polinomiais do 22 grau por meio de fatoragdes” (BRASIL, 2018,
p. 316), associado a habilidade “(EF09MA09) Compreender os processos de fatoracgao de
expressoes algébricas, com base em suas relagoes com os produtos notéveis, para resolver
e elaborar problemas que possam ser representados por equacoes polinomiais do 2° grau.”
(BRASIL, 2018, p. 317).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento que normatiza o cur-
riculo em todo o territério nacional. Em tese, ela determina de que maneira os professores
devem desenvolver sua pratica em sala de aula. Em nenhum ponto ela fala sobre imple-
mentar a formula quadratica, mas sobre utilizar fatoracoes para resolver as equagoes. H&
vantagens significativas em resolver equacoes através de um método em vez de meramente
aplicar uma férmula: o desenvolvimento do raciocinio logico (que é um dos objetivos do

ensino de Matematica) e a compreensao do processo de resolugao.

Uma alternativa ao uso da férmula que nao é citada na BNCC é a troca de variaveis,
como desenvolvido na Secao 4.2. Outra substituicao possivel é o método de Viéte, como

apresentado por Hennemann (2021, p. 40-41).

Também ¢é possivel ir além disso e concordar com Viana (2022), com argumento
similar em Viana (2024), que defende uma abordagem através do raciocinio geométrico para
se resolver equagoes quadraticas (completar o quadrado, literalmente). A ideia é transcrever
o problema algébrico para uma linguagem geométrica, resolvé-lo geometricamente, por fim
transcrever a solucao geométrica novamente para a linguagem algébrica. Mesmo que essa
forma de solucao possa ser limitada aos nimeros positivos, uma vantagem que ela apresenta
é estabelecer uma conexao entre diferentes areas da Matematica, o que potencializa o
desenvolvimento do raciocinio e a compreensao dessa ciéncia como um todo. Na Subsecao

4.2.1 sao apresentadas as solugoes de duas equagoes adotando tal abordagem.

Aplicar uma férmula apresentada sem maiores justificativas é um processo cogniti-
vamente simples. Trata-se de uma simples reproducao mecanica de passos previamente
decorados, quando o mesmo estudo poderia ser usado para enriquecer a capacidade de

abstracao e a propria compreensao da Matematica.

Nao se trata de abominar a férmula ou escondé-la dos estudantes; sua obtencao
deve ser o estagio ulterior do estudo. Quando a solugao nao mais apresentar um desafio,
podem ser feitas generalizacoes com nivel de dificuldade crescente, até se chegar a formula.

Uma vez obtida a férmula, ela pode ser utilizada sem embaraco.

Ela tem inclusive, algumas vantagens. Uma delas é computacional: ao aprender
uma nova linguagem de programacao, resolver uma equagao quadratica com a féormula
quadrética é um bom exercicio. Outra vantagem é o estudo do discriminante, que permite

analisar a existéncia e a quantidade de raizes reais da equagao sem ser necessario resolvé-la
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por completo (inclusive, isso é necessario para resolver equagbes quarticas, conforme
desenvolvido na Segao 4.4). Além disso, no estudo da fungao quadratica, a formula de

Bhaskara ajuda a visualizar a simetria dos zeros da funcao em relacao a abscissa do vértice.

Ao desenvolver o estudo da equacao quadratica, é necessario chegar a sua formula
resolvente. O que defendemos aqui nao é o abandono da férmula, mas a parcimoénia em

Seu uso.

Tendo em mente que nos paragrafos anteriores foi defendida uma maneira de se
ensinar as equacoes quadraticas, e o motivo dessa maneira ser preferivel, ha de se levar
em consideragao que os professores ajustam o método de ensino a realidade concreta
que possuem nas escolas. Existem professores, com o autor deste trabalho incluido entre
eles, que desejariam desenvolver o estudo dessa maneira, mas que enfrentam dificuldades

praticas a isso, como:

e 0 excesso de contetidos em relagao a carga horéria disponivel (problema que muitas
vezes ¢ acentuado por atividades escolares extracurriculares, como festa junina,

comemoragao de aniversario da escola e passeios);

e a falta de interesse em aprender por parte dos alunos (o que infelizmente é a realidade
em muitas escolas, principalmente em escolas piblicas e de modo ainda mais presente

em escolas publicas de periferia);

e lacunas educacionais acumuladas pelos alunos em anos anteriores (consequéncia dos

dois itens anteriores, além da eventual falta de professores de Matemaética).

E mesmo quando essas dificuldades nao se fazem presentes, hda um empecilho
alternativo. Ocorre do professor ensinar a resolver as equagoes quadraticas por fatoracao
(ou algum dos outros métodos defendidos), e na aula seguinte ouvir de algum estudante algo
como “aprendi na internet um jeito mais facil, é s6 aplicar essa formula”. Isso nao acontece
somente com equacoes quadraticas, mas também no ensino de equacoes do primeiro grau

e de operagoes com fragoes, por exemplo.

Equagdes de terceiro e quarto graus (chamadas de equagoes cuibicas e quarticas,
respectivamente) nao sao estudadas de modo geral nas escolas. Elas ndo sdo contempladas
na BNCC, mas por muito tempo foram parte do curriculo do terceiro ano do Ensino
Médio (dentro do estudo dos polindmios). Por esse motivo, ainda constam em vestibulares,

especialmente nos que exigem um conhecimento de Matemaéatica um pouco mais avancado.

Com rela¢ao aos niimeros complexos, podemos fazer uma discussao similar. Eles
sao estudados na metade final do terceiro ano do Ensino Médio, sendo comum que s6 seja
desenvolvido o estudo da forma algébrica. A forma polar por vezes é deixada de lado pelo
receio por parte dos professores dos alunos apresentarem dificuldade com a trigonometria

envolvida.
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O problema dessa abordagem é que ela limita a compreensao dos niimeros complexos.
Quando s6 se conhece uma representacao para um objeto, pode-se confundir a representacao
do objeto com o objeto em si. Por exemplo, podemos representar um nimero complexo na
forma algébrica como z = 2 4+ 24, ou na forma polar como z = 2\/§(cos 45° + i - sen 45°).
Trata-se do mesmo ntimero, representado de formas diferentes. Nenhuma delas é o préprio
nimero complexo (o nimero é um ente abstrato, uma ideia), mas sim uma perspectiva,

diferente para estuda-lo.

E importante valorizar as diferentes notacoes para os ntmeros complexos, as

transcrigoes entre elas e as vantagens de uma sobre a outra.

Ja o estudo dos polindémios ¢ feito depois dos niimeros complexos. Porém, ocorre
em muitas escolas de nao haver tempo hébil para “vencer” o contetdo programatico, e
eles acabam sendo deixados de lado. Isso é inclusive justificado pelo fato de nao serem
contemplados no ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), o que representa uma
falha no ensino, pois um contetido nao deveria ser preterido por falta de tempo para ser

desenvolvido.

Os polinémios estao entre os contetidos que se espera que um estudante conheca
ao término do Ensino Médio. Se no primeiro semestre da faculdade o aluno cursar uma
disciplina de Célculo Diferencial e Integral, por exemplo, a falta do conhecimento sobre
funcoes polinomiais serd um grave problema. Isso abrange alunos que vao para varias
areas, como fisica, quimica, engenharias, estatistica, agronomia ou ciéncias contabeis, por

exemplo.

Quando o estudo dos polinémios é feito, é comum que seja dada énfase as operagoes
entre eles. Isso nao é exatamente um problema, mas seria vantajoso se os aspectos graficos
e as equagoes polinomiais fossem mais exploradas. Sao areas que podem render bons
frutos em relagdo a compreensao do contetdo em si (visualizar uma fungao polinomial
graficamente ajuda a compreender seu comportamento), e & compreensao da Matemética

como um todo.

Com o intuito de ser uma referéncia para professores e estudantes interessados
em abordar os toépicos mencionados, de modo a ter uma fundamentacao tedrica solida e
acessivel, desenvolvemos este material, o qual segue a seguinte estrutura. O Capitulo 2
trata de ntiimeros complexos, desde sua histéria, passando pela forma algébrica, pela forma

polar e suas operagoes.

O Capitulo 3 trata de polinomios e fungoes polinomiais, com énfase na fatoracao
do polinémio em suas raizes, mas incluindo as operagoes entre polindmios e as relagoes

entre os coeficientes e os zeros da fungao polinomial (relagoes de Girard).

Equacoes algébricas, com algumas consideragoes sobre equagoes quadraticas e uma

vasta teoria sobre equagoes ciibicas e quarticas, sao tratadas no Capitulo 4.
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O Capitulo 5 traz a resolugao de problemas selecionados dos vestibulares IME e
ITA, e da prova do American Invitational Mathematics Examination (AIME) que envolvem

a teoria desenvolvida ao longo do trabalho.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta consideragoes finais, com algumas ponderacgoes

sobre a forma que esses contetidos sao contemplados na Base Nacional Comum Curricular.

Uma observacao, pertinente principalmente aos professores: este trabalho foi es-
crito em ITEX, que é um sistema de escrita voltado principalmente & escrita de textos
matemaéticos. As figuras foram feitas no proprio KIEX, com o ambiente TikZ. Ambos sao

muito uteis na elaboracao de materiais didaticos, especialmente na area de exatas.
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2 Nameros complexos

O corpo dos numeros complexos constitui um elemento fundamental para o estudo
dos polinémios e das equagoes polinomiais. As fatoragoes das fungoes polinomiais, bem como
as solugoes para equacoes polinomiais de terceiro e quarto graus, passam irremediavelmente
por tais niimeros. E necesséario estabelecermos uma solida base tedrica nesse assunto para

que possamos construir com rigor e precisao os conceitos dos capitulos seguintes.

2.1 Uma breve histéria dos niimeros complexos

A forma que os contetidos sao apresentados para os alunos nem sempre coincide
com a forma que eles foram desenvolvidos ao longo da histéria. Um exemplo claro disso é
o célculo infinitesimal: primeiro surgiu a ideia de integral, depois de derivada e, por fim, de
limite. Nos cursos de célculo, a apresentacao segue a ordem exatamente inversa: primeiro

limites, depois derivadas, e por fim integrais.

Algo semelhante ocorre com os numeros complexos: é comum que eles sejam
apresentados usando a solucao de equagoes quadréticas. Isso parece natural, pois tais
nimeros sao necessarios para solucionarmos equacoes como 2 + 1 = 0. Porém, eles foram
estudados primeiramente por aparecerem em equagoes cubicas. Mesmo que haja registros
de problemas estudados pelos babilonios que teriam solugoes nao pertencentes aos nimeros
reais (como construir um retangulo de perimetro 20 e area 40), essas solugoes nao eram

investigadas: o argumento era de que o problema nao tinha solugao.

Foi Geronimo Cardano (1501-1576), um renomado matemaético da Italia renascen-
tista, o primeiro a tratar os nimeros complexos. Ao resolver o problema de dividir um
segmento de tamanho 10 de tal modo que o produto das duas partes seja 40, ele chegou as

solugoes

x=5+v—15 e y=5—+—15

para as medidas das duas partes. Se considerarmos as operacgoes com as propriedades que

. . . 2 .
elas possuem nos nimeros reais e convencionarmos (\/—15) = —15, concluimos que
r+y=10 e x-y =40,

conforme o problema solicitava.

Cardano viveu no periodo do Renascimento cultural, e “os matemaéticos da época,
pela influéncia da tradicao helenistica predominante na area, relutavam em aceitar entidades
mateméaticas que nao tivessem algum significado geométrico” (HEFEZ; VILLELA, 2022, p. 4).

Dai a dificuldade para aceitar resultados negativos (Michael Stifel os chamava de “numeri
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absurdi”), bem como os nimeros complexos. Assim, Cardano nao deu importancia aos

numeros que envolvessem raizes quadradas de nimeros negativos.

Cardano se referia a essas raizes quadradas de nimeros negativos como “sofisti-
cas”’ e concluia que o resultado nesse caso era “tao sutil quanto inutil”. Autores
posteriores mostrariam que tais manipulagoes eram de fato sutis, mas nada
inateis. (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 202)

Em sua obra publicada em 1545, chamada Artis Magnae, ou Ars Magna, Cardano
expoe a solugao das equagoes polinomiais de terceiro e quarto graus (que serao discutidas
em capitulos posteriores dessa dissertagdo). Particularmente, na solugdo da equagio

x® = 152 + 4, seu método levou ao resultado z = {’/2 + /=121 + {3/2 —+/—121. Esse

resultado parecia absurdo, porém experimentalmente é possivel mostrar que x = 4 é

solucao. Além disso, ele sabia que essa equacao s6 pode ter uma solucao, pois, como ele
mesmo observara, “quando todos os termos de um lado do sinal de igualdade sao de grau
maior que os do outro lado, a equacao tem uma e uma sé raiz positiva - uma antecipacao
da regra dos sinais de Descartes” (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 203). A conclusdo era que
4 = S’/ 24+ /121 + \3/ 2 — /=121, mesmo que Cardano nio conseguisse compreender o
significado de tal igualdade.

Quem primeiro tratou essas raizes como niimeros de fato, em vez de meros artificios
de célculo, foi Rafael Bombelli (1526 - 1572), outro matematico renascentista italiano. Em
1550 ele definiu algumas propriedades operatorias para /—1 e para os nimeros na forma

a + by/—1, que justificariam a igualdade que intrigava Cardano.

Mas como esses ntimeros eram vistos com desconfianga pelos matematicos da época,
sua historia caminhou a passos lentos. O simbolo i para denotar v/—1 foi usado pela
primeira vez mais em 1777 pelo sui¢co Leonhard Euler (1707 - 1783), mais de duzentos

anos depois de Bombelli.

A desconfianga dos matematicos sobre esses ntimeros foi se desfazendo a partir
do surgimento da sua representacao geométrica e de suas operacoes, com 0s
trabalhos de Caspar Wessel (Noruega, 1745-1818), em 1797 e de Jean Robert
Argand (Suica, 1768-1822), em 1806. Carl Friedrich Gauss (Alemanha, 1777-
1855), em 1831, batizou esses nimeros de nimeros compleros e contribuiu
para a sua plena aceitagao por meio dos seus trabalhos realizados entre 1828 e
1832, onde os utilizou para provar novos e profundos resultados em Teoria dos
Nuameros. (HEFEZ; VILLELA, 2022, p. 5)

Uma anedota muito famosa envolvendo Pitagoras (e o teorema que carrega seu

nome) conta que um dos membros da irmandade pitagérica, chamado Hipasus de Metaponto
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(ou de Crotona), propds o problema de determinar a diagonal de um quadrado unitério,
isto é, cujo lado tem medida igual a 1. A crenca da época era de que o mundo era regido
pelos ntmeros naturais e as razoes entre eles. Contudo, sabemos hoje que a diagonal do
quadrado unitario tem medida igual a v/2, e esse nimero nao pode ser escrito nos termos
que os pitagoricos acreditavam. Esse resultado abalou a fé pitagorica, pois eles nao tinham
a compreensao da natureza dos nimeros irracionais. A historia conta que Hipasus foi

assassinado pelos antigos colegas, mas é possivel que ele s6 tenha sido expulso da confraria.

Assim como Pitagoras nao compreendia os nimeros irracionais, os matematicos
renascentistas nao compreendiam os numeros complexos. E assim como os numeros
irracionais, os complexos se mostraram necessarios para melhor descrever os fenémenos

observados no mundo.

As aplicagoes dos complexos & propria matemaética (como a simplificagao de rotagoes
em R? e seu papel na demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra) ja sdo justificativa
suficiente para sua existéncia. Além delas, os complexos tém aplicagoes a ciéncia natural,
como no estudo da eletrodinamica e da aerodindmica. Entao por mais que a natureza
desse tipo de nimero possa intrigar as mentes de quem os estuda, eles possuem aplicagoes
concretas, cotidianas. Se conseguimos utilizar aparelhos eletronicos ou fazer avides voarem,

é porque conseguimos manipular os niimeros complexos.

2.2 A forma algébrica

Assim como usamos R para representar o conjunto dos nimeros reais, usamos C

para representar o conjunto dos niimeros complexos.

Definigao 2.1 (Unidade imaginaria). Chamaremos de unidade imagindria, e representa-

remos por i, o nimero complexo tal que i = \/—1. Equivalentemente, temos 1> = —1.

Isso facilita a notagao para qualquer raiz quadrada de ntimero negativo, conforme

os exemplos:
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¢) V=5=+/5-(-1)
=V5-v—1
= V5i

Todavia, em algumas situagoes é necessério ter cautela com a distributividade
da radiciacao em relagao a multiplicacao nos niimeros complexos. Isso sera discutido na
Subsecao 2.5.5.

Definigao 2.2 (Numero complexo). Dizemos que z é um nimero complexo se existem

numeros reais a e b tais que z = a+ b -1, onde 1 € a unidade tmagindria.

Ao escrevermos z na forma a + bi, dizemos que z esta na forma algébrica.

O numero real a é chamado de parte real de z e pode ser denotado por Re(z). Ja o

nimero real b é chamado de parte imagindria de z e pode ser denotado por Im(z).

Por exemplo, dados os niimeros complexos z; = 3+ 21, 290 = 5 — 31, 23 = 1 — 6,

Zy = —1 € 25 = —2, temos

e Re(z) =3elIm(z) =2,

Re(z) =5 e Im(z) = —3,

e Re(z3) = —6¢ Im(z3) =1,

Re(zy) =0eIm(zy) =—1e

e Re(zs) = —2e Im(z5) =0.

Note que todo niimero real é, particularmente, um nimero complexo. Se Im(z) = 0,
entao z é numero real. Por outro lado, nem todo complexo é real. Na simbologia dos

conjuntos, temos R C C.

Nesse ponto é importante chamar atencao para o cuidado com a linguagem. Ao
observamos, por exemplo, a equacao x> +4 = 0, ¢ comum ouvirmos que ela “possui solucoes
complexas”. E fato que as solucoes sdo complexas, mas o mesmo vale para a equacio
2? —4 =0, afinal 2 e —2 também sao complexos. A respeito da primeira equagao, podemos

dizer que ela possui solucao “fora dos nimeros reais”.

Outro subconjunto notével dos ntimeros complexos é o conjunto dos niimeros

imagindrios puros. Se Re(z) = 0, entdo z é dito imaginario puro.

A definigao a seguir é usada para demonstrar propriedades das operagoes em C.

Definigao 2.3 (Igualdade de complexos). Sejam w = a + bi e z = x + yi ndmeros

complexos. Vale a igualdade w = z se, e somente se, a =x e b=1y.
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Isto é, para que dois nimeros complexos sejam iguais, eles devem ter a mesma

parte real e a mesma parte imaginaria.

2.2.1 Plano complexo

Como mencionado na primeira Se¢ao, um entrave a aceitacao dos complexos pela
comunidade matemaética era a falta de uma representacao geométrica. A primeira pessoa
a descobrir uma forma de resolver esse problema foi o noruegués Caspar Wessel (1745 -
1818) no ano de 1797. Contudo, seu trabalho a respeito, publicado no ano seguinte na

academia dinamarquesa, permaneceu pouco conhecido.

Outro trabalho nesse sentido foi publicado em 1806 por Jean Robert Argand (Suiga,
1768 - 1822). Inicialmente esse trabalho também nao chamou muita atengao, mas em
menos de duas décadas a maior parte dos matematicos da Europa estava familiarizada

com tal representacao.

Em 1832, Carl Friedrich Gauss (Alemanha, 1777 - 1855) publicou um importante
trabalho no Gattinger Gesellschaft der Wissenschaften, contendo sua representacao geo-
métrica para os complexos, além de “abrir caminho para a extensao da teoria dos niimeros

do corpo real para o complexo e mais além” (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 349).

O plano complexo como utilizamos hoje, tal qual apresentado na Figura 1, é um
acumulado do que foi desenvolvido por esses trés matematicos. Ele consiste em um sistema
de coordenadas retangulares, no qual o eixo das abscissas é chamado de eixo real e o eixo
das ordenadas é chamado de eixo imaginario. Cada nimero complexo é representado por

um ponto no plano, chamado de afixzo do niimero.

Im

Figura 1 — Plano complexo

Existe uma bijecao entre os niimeros complexos e os pontos no plano complexo,
isto é, para cada complexo h& um tnico afixo correspondente, e para cada afixo ha um

tnico complexo correspondente.

A reta real, que contém os ntimeros cuja parte imaginéria é nula, corresponde ao

eixo das abscissas. Essa é uma outra forma de compreender os niimeros reais como uma
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parte, isto ¢, um subconjunto, dos complexos.

2.2.2 Conjugado e oposto

As duas definicoes dessa subsecao serao uteis no contexto das operacoes com

nimeros complexos, que veremos a seguir.

Definicao 2.4 (Conjugado). Dado um nimero complezo z = a + bi, chamaremos de

conjugado de z, e representaremos por zZ (lé-se “2é barra”), o nimero complexo Z = a — bi.
Exemplos de conjugacao de complexos:

e 2 —24+6i=>Z=2—01
e 2 =8 - i=Z2=8+1
e 2 =-bi=>ZzZ=>5

e 2=3=>72=3

Nao é dificil ver que Z = z se, e somente se, z € R. Além disso, Z = 2z para todo
z e C.

No plano complexo, um niimero complexo e seu conjugado sao simétricos em relagao

ao eixo real, conforme ilustra a Figura 2.

Im
o I ,z:a—l—bz
ai Re
B .
Z=a—W

Figura 2 — Ntimero complexo e seu conjugado

Definigao 2.5 (Oposto). Dado um nimero complexo z = a + bi, chamaremos de oposto

de z, e representaremos por —z, o niumero complexo —z = —a — bi.

No plano complexo, um ntimero complexo e seu oposto sao simétricos em relagao a

origem, conforme ilustra a Figura 3.
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Im

Figura 3 — Niimero complexo e seu oposto

2.3 Operacdes na forma algébrica
Como estamos definindo um novo tipo de niimero, precisamos definir também como
ocorrem as operagoes colm esses Nimeros.

Ao estudar novos entes matemaéticos, hé situagoes em que as operagoes sao intuitivas
(como a adi¢do de vetores, por exemplo), e héa situagoes em que elas ndo sao (como a
multiplicacdo de matrizes). As operagoes podem nao funcionar como parecem, entao é

necessario seguir com cautela.

2.3.1 Adicdo

Como em grande parte das areas da Matematica, a adicao é a operacao fundamental.

Assim, ela deve ser o ponto de partida no estudo das operacoes.
Definigao 2.6. Sejam z = a + bi e y = ¢+ di nimeros complexos. Entao a soma entre
ey € o numero complero x +y = (a+c¢) + (b+ d)i.

Note que

eacReceR=(a+c)eRe

ebeRedeR= (b+d) €R,

o que justifica o fato do resultado ser ainda um ntumero complexo. Em outras palavras, a

adicao é fechada no conjunto dos niimeros complexos.

Note que apesar de parecer ao aluno que trata-se apenas da adicao de termos
algébricos semelhantes, trata-se de uma operagao definida para os nimeros complexos. O

resultado, apesar de intuitivo, nao é 6bvio.
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A rigor, nao definimos a operagao de subtracao de complexos. O que representamos

por subtragao é, na verdade, a soma com o oposto, isto é, z —y = = + (—v).

Exemplos:

(i) (—2+4+4i)+(8—1i)=6+31

(i) (—2+4i) — (8 — i) = —10 + 5i

2.3.2 Multiplicacdo

O produto entre os niimeros complexos © = a+ bt e y = ¢+ di pode ser determinado

pela propriedade distributiva, lembrando que 2 = —1.

-y = (a+bi)- (c+di)
= ac+ adi + bci + bd - i
= ac+ (ad + be)i 4+ bd - (—1)
= (ac — bd) + (ad + bc)i

Assim como a adigdao, a multiplicacao é fechada em C, isto é, o produto de
dois niimeros complexos sempre pode ser encontrado no préprio conjunto dos nimeros

complexos.

Como exemplo, determinemos o produto entre os complexos 2 — 3i e 4 + 5.

(2—3i) - (4+5i) =8+ 10i — 12 — 15
=82 —15-(-1)
=8-2i+15
=23 —-2i

2.3.3 Propriedades da adicdo e da multiplicacdo
As propriedades da adi¢ao e da multiplicagdo em R também sao validas para essas
operacoes em C. Inclusive, o fato delas serem validas em R implica que elas sejam validas
em C.
(i) (Comutativa) z+y=y+zex-y=y- -z, Y,y € C;
(ii) (Associativa) (x +y)+z=x+(y+2)e(z-y)-z=x-(y-2), Yz,y,z € C;
(iii) (Elemento neutro da adigdo) 30 =0+ 0i € C, tal que, x + 0 = z,Vz € C;

(iv) (Simeétrico aditivo) Para cada € C, 3!(—x) € C, tal que, x + (—x) = 0;
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(v) (Elemento neutro da multiplica¢do) 3 1 =1+ 0i € C, tal que, x -1 = z,Vz € C;

(vi) (Simétrico multiplicativo) Para cada * € C, com = # 0, 3! z=! € C, tal que,

z-x7l=1;
(vii) (Distributidade da multiplicagio em relagao a adi¢ao) x-(y+2) = z-y+z-2,Va,y, 2z €
C.

Como R C C, toda propriedade que vale em C vale em R. Entretanto, ha algumas
propriedades dessas operacgoes que, apesar de também serem validas em R, seu estudo so
faz sentido em C \ R.

Para todo z,y € C valem as propriedades:

(iv) =1 = (Z)", desde que x # 0;

(v) Re(z) = 222,
2
. r—
(vi) Im(z) = 5
2.3.4 Divisdo

1

Para todo y € C, y # 0, existe um tinico y~! € C tal que y - y~! = 1. Esse inverso

multiplicativo pode ser representado como y~! =

< =

Esse fato pode ser usado para justificar a existéncia do quociente entre complexos.

Dado y # 0, para calcular o quociente entre x e y podemos multiplicar z pelo inverso de
T 1

y,lstoe,gzx-g.

Dados os complexos x = a + bi e y = ¢ + di # 0, determinar o nimero complexo

z= § significa determinar m,n € R tais que z = m + ni.

g_a-I—bi 2.1)
y c+di '

z =
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Uma vez que y # 0 temos ¥ # 0, logo % = 1. Podemos entao multiplicar a equacao
_ Y
(2.1) por g sem alterar o resultado, entao
a+ bi
z =

c+di

_a+bi oc—di

S c+di c—di

_ac+bd — adi + bei

N 2+ d?

ac+bd+bc—ad,

7
02+d2 C2+d2 ’
—_—— N —

m n

observando que o resultado s6 ¢ definido pois y # 0 implica que ¢® + d* # 0.

Como exemplo, determinemos o quociente entre VE+2ie3—i.

Vh+2i  VE+2 3+i
3—i  3—i 3+i
~ 3V5 + V/5i + 6i + 24
B 9 — 42
~3vV5 -2+ (V5+6)i
10

(352 V546
ol ST A ST

2.3.5 Potenciacdo

As poténcias de complexos com expoentes naturais sao calculadas de modo anélogo

as poténcias de base real: como o produto de fatores iguais. Um caso particular que merece

atencao sao as poténcias da unidade imaginaria.

iV =1 it=12.i2=1 8= (iY)? =1 i? = (13 =1
it =i PP =it i=1 i =38 i=1 i3 =124t =4
i?=—1 =it =10 =8.2=-1|"=i2.2=-1
PB=di=—i| i =" P=— | M=% 3= | =23 =

Tabela 1 — Padrao das poténcias de 7

Como sugerem as informacoes na Tabela 1, as poténcias de ¢ com expoentes naturais

se repetem de quatro em quatro. Isso ocorre devido a dois fatores: as propriedades da

potenciacao e o fato da poténcia de i* ser igual a 1. Se na divisao de p por 4 o resto é r,
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entao existe algum n inteiro para o qual p = 4n + r, e assim

P = i4n+r

Na pratica, para determinar uma poténcia de 7, basta determinar o resto da divisao
do expoente por 4. Por exemplo, para determinar o valor de #3%7, basta observar que,

387 =3 mod 4, isto é, na divisao de 387 por 4 o resto ¢ 3. Entao 3" = i = —i.

Curiosamente, no plano complexo as poténcias de ¢ seguem um padrao de giros
de 90° em torno da origem, como ilustra a Figura 4. Esse fato sera explicado em maiores
detalhes na Segao 2.5.1.

Im

jl Re

Figura 4 — As poténcias naturais de i seguem a sequéncia 1,4, —1, —i,. ..

Por outro lado, em geral nao é facil calcular poténcias de ntimeros complexos que
nao sejam reais ou imaginarios puros, especialmente se o expoente é razoavelmente grande.
Por exemplo, para calcular uma poténcia como (3 — 24)'% precisamos desenvolver um
binémio de Newton, ou recorrer a outros artificios de célculo multiplicando o ntimero
complexo por ele mesmo até identificar um padrao. Para realizar esse tipo de célculo,
convém usar os complexos na forma polar em vez da forma algébrica. Esse topico sera

estudado na Subsecao 2.5.3.

Algo similar ocorre com a radiciacao. Para realizar essa operacao, é conveniente
usar a forma polar dos complexos. Ainda assim, iremos estudar um caso particular (a raiz

quadrada) na forma algébrica.

2.3.6  Raiz quadrada

Dado o complexo x = a + bi, desejamos determinar o niimero complexo y = ¢ + di

tal que y = /7, isto ¢, y*> = z. Se b = 0 temos a raiz quadrada de um ntmero real, que ja
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é conhecida. Vamos considerar b # 0 e analisar a igualdade y = /.

y =z
y'=a
(c+di)> =a+bi
¢ + 2cdi + d*i* = a + bi
4 2cdi + d*(—1) = a + bi
& —d* + 2cdi = a + bi

Dessa igualdade de ntimeros complexos decorre que ¢ — d? = a e 2cd = b. Dai

a=c®—d? a? = c* — 2¢2d? + d*
=
b= 2cd b = 4c2d?
=ad+ = +228 +d!
= a’ + b = (A + d*)?
Temos, portanto! | ¢ +d? = Va2 + b2 e ¢* — d?> = a. Adicionando e subtraindo as duas

equagoes vém os respectivos resultados

s Va2 +b+a e va?+ b —a
C=—"F—" &€ =—
2 2

de onde obtemos, finalmente,

’C|:“p—ga e \d|:\/% , onde p = Va2 + b2.? (2.2)

Ha algumas observagoes importantes a serem feitas aqui. A primeira é que nas

equagoes envolvendo a, b, ¢ e d ha somente ntimeros reais, entao temos os resultados jé
conhecidos (como V2 = |¢|, por exemplo). A segunda é que b # 0 e b = 2cd, logo o
produto cd tem o mesmo sinal de b. Isso implica que se b > 0 podemos ter ¢ >0e d > 0
ouc<0ed<0.Jaseb<0podemosterc>0ed<Oouc<0ed>D0.

Existem dois nimeros complexos, y e —y, cujo quadrado é z = a + bi. Eles podem
ser representados por \/x e —/x. Diferente do caso dos nimeros reais, ndo ha aqui uma
escolha tinica para a raiz quadrada, uma vez que C nao é um corpo ordenado. Nesse

conjunto, a raiz quadrada possui dois resultados.
Por exemplo, vamos calcular /3 — 41.

Desejamos determinar y = ¢ + di, tal que y?> = 3 — 4i. Pelas equagdes em (2.2)

temos a =3,b=—4¢p=+/3>+(—4)2=5. Entdo |¢| = /22 =2¢c|d = /52 =1.E
1 Rigorosamente falando, se k € R, entdo vV k2 = |k|; note, porém, que c¢? + d? > 0, entdo /(c2 + d?)? =
|2 + d?| = % + d°.

Note que p > a, o que implica que todos os radicandos sao nao negativos, logo ¢, d € R.

2
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como b < 0 devemos ter cd < 0,isto é,c=2ed= —1ouc= —2ed=1. Assim, as raizes
quadradas sdao /3 —4i =2 —ie —/3 —4i = —2 +1.

Como exemplo final, calculemos /1 + i.

Mais uma vez, pelas equagdes em (2.2) temos a = b = 1e p = /12 + 12 = /2.
Dai |c| = @ |d| = \/ﬁ E como nesse caso temos b > 0, entdo ¢ = @ e

d—\/“flouc— \/ @ Portanto, \/1—1—2’:\/\/52“—#\/‘/52’12'6

/241
1+12= T+

l\'J

l\’)

Recordemos o comego da teoria. O estudo do conjunto dos ntimeros complexos
parte da definicao da unidade imaginaria como 7 = y/—1. Ora, se nesse conjunto a raiz

quadrada tem dois resultados, como podemos determinar qual deles é igual a 7?7

O fato é que a escolha é indiferente. Em C, v/—1 tem dois resultados: i e —i.
Optamos por representar ¢ acima da origem e —:¢ abaixo dela no plano complexo, mas
caso fizéssemos o oposto a teoria matematica seria a mesma, mas com as representacoes

refletidas.

Convengoes nao sao incomuns na Matematica. Apesar de nos habituarmos a tratar
naturalmente a reta numérica com os nimeros negativos a esquerda e os niimeros positivos
a direita da origem, os lados poderiam ser o inverso sem que isso afetasse as relagoes
matematicas. O sentido positivo do circulo trigonométrico poderia ser o sentido horario,

de modo similar.

2.4 A forma polar

Dado z € C, a forma algébrica z = a + bi é uma representagao simples e que
apresenta vantagem para realizar operagoes de adi¢ao e subtragao entre complexos. Ja para
operacoes um pouco mais avancadas, como multiplicacao, potenciacao e radiciacao ela nao
é tao eficiente. Nesses casos, ¢ mais pratico se utilizar a forma polar, ou trigonométrica,

dos complexos, a qual essa secao é dedicada.

241 Médulo

Revisemos inicialmente o caso dos numeros reais. Dado = € R, o médulo de x,
representado por |z|, pode ser definido geometricamente ou algebricamente. Geometri-
camente, dizemos que |z| ¢ a distancia entre o afixo de z e a origem (zero) na reta real.

) ) x,sex >0
Algebricamente, definimos |z| =
—z,sex <0

O moédulo dos niimeros reais tem as seguintes propriedades, para quaisquer z,y € R:
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(i) fa] = 0;
(ii) |z] =0 <= x=0;
(iii) [z +y| < [=] +[yl.
No caso de um niimero complexo, manteremos a definicao geométrica, conforme a
Definigao 2.7.

Defini¢ao 2.7 (Médulo de um numero complexo). Seja z um nimero complexo. Cha-
maremos de modulo de z, e representaremos por |z| ou pela letra grega p (1é-se “ré”), o

numero real que corresponde a distdncia entre o afizo de z e a origem no plano complexo.

Como ilustrado na Figura 5, o moédulo é dado pelo teorema de Pitégoras, e

p= VETE.

Im

O a  Re

Figura 5 — Médulo do complexo z = a + b:

2.4.2 Argumento

O argumento principal do nimero complexo z é o menor angulo positivo (isto &,
medido no sentido anti-horario) entre o eixo real e o segmento de reta que indica o modulo

de z. Na Figura 6, o argumento do complexo z é indicado pela letra grega 0 (1&-se “téta”).

Inicialmente interpretaremos o argumento em graus, mas ha situacoes em que é

preferivel, se nao necessario, usar radianos. Esse assunto sera discutido logo adiante.

Im

O a  Re

Figura 6 — Argumento do complexo z = a + bi
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Do triangulo retangulo formado no plano complexo, vém as relagoes

cosf = a=p-cosf

(2.3)

senf = b=p-senf

Dl DI

Das formulas em (2.3) vamos obter, na proxima subsecao, a forma polar dos niimeros

complexos.

2.4.3 Representacdo na forma polar

Um ntmero complexo na forma algébrica é definido a partir de uma parte real e
uma parte imaginaria, sendo z = a + bi. Dos resultados obtidos nas equagoes em (2.3),

podemos fazer as substituicoes a = p - cos@ e b= p - sen 6, obtendo

z=a+b-i
=p-cost+p-senf -1
= p(cosf +isend),

que corresponde a forma polar (ou forma trigonométrica) do ntimero complexo z. Ao
definir um nimero complexo dessa forma, ele é localizado a partir do seu médulo p e do
angulo 6 que forma com o eixo real®. Dai o nome forma polar, pois essa é a estrutura

usada no sistema de coordenadas polares.

Por exemplo, determinemos a forma polar do namero z = 1 + v/3i. Para isso,

primeiro precisamos dos valores do moédulo e do argumento de x.

O modulo de = é dado por p = /12 + (\/5)2 = 2. J4 o argumento é o menor

V3
2

Conhecidos p = 2 e § = 60°, temos x = 2 (cos60° 4 i - sen 60°). E como 60° = % rad,

angulo positivo 0 tal que sen 6 = e cosf = % Da trigonometria béasica, temos 8 = 60°.

podemos escrever x = 2 (COS Z +isen g—r)

Observe que z = 1++/3i e x = 2 (cos 2 +isen %), isto é, trata-se de duas represen-
tagoes diferentes (ou duas formas diferentes) para o mesmo numero complexo. O complexo
x esta representado na forma algébrica na Figura 7a e esta representado na forma polar
na Figura 7b. Em ambas ele é representado pelo mesmo ponto no plano, o que muda ¢é a

forma que esse ponto ¢é localizado.

Determinemos agora a forma polar do nimero y = —2 + 2i. Para esse, temos
p=+/(=2)2+22 =22, cosf = % = —*/75 e senfl = % = Y2, logo 6 = 135°. Assim,

Y= 2V/2 (cos 135° + i - sen 135°). A Figura 8 representa y a partir desses parametros. Mas

135° = %’r rad, entdo y = 2v/2 (cos % + 4 -sen %”)

O argumento # pode, em principio, ser dado tanto em graus quanto em radianos. Ele pode ser positivo
(com orientagdo no sentido anti-horéario) ou negativo (com orientacao no sentido horario). Ele também
pode ter valores que excedem uma volta completa, como sera discutido na préxima segao, mas é de
praxe reduzi-lo ao argumento principal, isto é, o menor argumento positivo.

3
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Im Im

60°
Re O Re

S

@)

(a) Forma algébrica (b) Forma polar

Figura 7 — Representagoes de  no plano complexo

Im

1350
| N

-2 @) Re

Figura 8 — Representacao de y = —2 + 2i no plano complexo

244 lgualdade

Definigao 2.8. Sejam z = p(cosO+isenf) ew = A(cos ¢p+isen ¢) dois nimeros complezos
na forma polar. Vale a igualdade z = w se, e somente se, p =X el = ¢+ k- 2w, para

algum k € Z.

A proposigao garante que para que dois complexos sejam iguais é necessario e

suficiente que

(i) os modulos sejam iguais;

(ii) a diferenga entre os argumentos deve ser um multiplo de 27 rad = 360° (uma volta

completa).

Na Figura 9 estao representados os complexos z; = 2(cos30° + isen30°), zo =
2(cos 390° + isen 390°) e z3 = 2(cos 750° + isen 750°). Os modulos sao todos os mesmos, e
mesmo que nao sejam os mesmos argumentos, as diferencas entre eles sao voltas completas
em torno da origem?. Dessa forma, o afixo é o mesmo, logo trata-se do mesmo ntimero

complexo.

4 Os argumentos sdo diferentes, mas todos tém o mesmo argumento principal
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Im Im Im

21 Z9 zZ3
2 2 2
30° / 390° = 30° + 360°

Re \/ Re

(b) Com 6 = 390°

750° = 30° + 2 - 360°

A
kj Re

(¢) Com 6 = 750°

(a) Com 0 = 30°

Figura 9 — Complexos iguais 21, 29 € 23

245 Por que radianos

Uma forma razoavel de medir angulos é em graus. Assim, os angulos mais impor-
tantes da geometria e da trigonometria (como os que aparecem no quadrado e no triangulo
equilatero, por exemplo) tém medidas inteiras. Além disso, o uso das medidas em graus
para angulos é bastante difundido (a ideia de uma volta completa ser 360° é senso comum),
daf seu uso é também muito intuitivo. Contudo, ao tratar de matematica em nivel superior

¢ imprescindivel adotar o uso das medidas dos angulos em radianos.

A justificativa para isso é o célculo diferencial e integral. Nele estudamos um limite

fundamental, que serve como referéncia para determinar algumas férmulas, que é

senx

lim =1° (2.4)
x—0

Se x estiver em radianos, e somente nesse caso, tal limite ¢ igual a 1. Em qualquer

outro sistema de medidas de angulos esse limite converge para outro valor. A Tabela 2

ilustra esse fato.b

2RI com x em | £ com x em | =% com x em
v rz:dianos glf:aus glf:ados
0,1 | 0,998334166 0,0174532836 0,01570795681
0,01 | 0,999983333 0,0174532924 0,0157079632
0,001 | 0,999999833 0,0174532925 0,01570796327

Tabela 2 — Aproximagoes de *3* com z tendendo a 0 pela direita em trés sistemas de
medidas diferentes

Do limite em (2.4) decorre, por exemplo, o fato da derivada da func¢do y = sen x ser

a funcdo iy’ = cos x, e da derivada da funcdo y = cos z ser a func¢ao ' = — sen x. Com essas

5 Essa notacdo pode ser desconhecida para um aluno de Ensino Médio. Ela significa que quanto mais z
se aproxima de 0, mais o quociente ** se aproxima de 1.

6 Radianos, graus e grados sdo unidades de medida para angulos e arcos. Radianos e graus serdo
discutidos adiante no texto. Os grados foram propostos juntamente com o metro, e tém uma filosofia
semelhante no sentido de se basear na numeracao decimal. Uma volta completa tem 400 grados, de

modo que um angulo reto tem 100 grados.
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derivadas e a expansao em séries de Maclaurin vém a relagao entre a fungao exponencial
y = e” e as trigonométricas, que implicam na féormula de Euler, que sera apresentada na
Subsecao 2.5.4. Em resumo: muitos resultados da matemética de nivel superior dependem

do limite (2.4), e sendo assim exigem o uso do radiano como sistema de medida de angulos.

Nao existe um sistema de medidas que seja universalmente melhor que os outros.
Um sistema pode ser melhor ou pior em relagao a outro dependendo do contexto. Os graus
sao melhores quando se trata de uso cotidiano, de geometria ou trigonometria bésica. J&

ao tratar de assuntos que tangenciem o célculo, torna-se recomendavel usar radianos.

Ao desenvolver o estudo sobre niimeros complexos na forma trigonométrica durante
o Ensino Médio, pode ser uma boa ideia usar as medidas inicialmente em graus, para
que haja a compreensao do que esta sendo discutido. Mas também é importante fazer a

transicao para radianos, por todos os motivos discutidos acima.

2.4.5.1 Relag3o entre radianos e graus

Este material é voltado a professores e alunos de Ensino Médio; sendo assim, é
conveniente que se apresente a relacao entre as medidas em graus e em radianos, e como

transitar entre ambas.

Dois pontos sobre uma circunferéncia dividem-na em dois arcos. Se esses pontos sao
diametralmente opostos, cada arco é uma semicircunferéncia; caso contrario, eles dividem
a circunferéncia em um arco maior e um arco menor. Se os extremos do arco sao os pontos
A e B e nao houver divida em relagao a qual dos arcos estamos nos referindo, dizemos

simplesmente o arco AB. Por outro lado, se o arco nao for 6bvio, denotamos como arco

APB, onde P é um ponto do arco (ver Figura 10).
oy
‘/ P
\
A
Figura 10 — Arco APB ou AB
Um arco esta relacionado a um angulo central, e a medida do arco é a medida do
angulo. E importante observar que a medida do arco é diferente do comprimento do arco. A
medida é o angulo central a ele relacionado, e o comprimento é a fragao da circunferéncia.
Isso é exemplificado na Figura 11. Nela o arco AB tem comprimento visivelmente menor

que o arco C'D (esse fato é justificado pelo fato do raio do primeiro ser menor que o raio

do segundo), mas ambos tém a mesma medida a.
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Figura 11 — Arcos AB e Cb

O grau é definido dividindo o circulo em 360 partes iguais. Cada parte é um grau,
denotado por 1°. Sendo assim, uma volta completa corresponde a 360°. Definimos 1 radiano,
denotado por 1 rad, como um arco de comprimento igual ao raio, conforme ilustrado na

Figura 12.

Figura 12 — Definicao de o = 1 rad
Em um circulo de raio r, um arco de comprimento igual a ¢ determina uma medida

a=-. (2.5)

A medida do arco em radianos ¢é literalmente quantas vezes o seu comprimento é
maior que o raio. Como exemplo temos a Figura 13, com um arco de medida oo = 2% =25

rad.

Dado um circulo de raio r, o comprimento de uma volta completa é de 27r. O arco
assim determinado, aproveitando a defini¢do em (2.5), tem medida o = @ =27 rad. Em
graus, o arco de uma volta completa tem medida de 360°. Como trata-se do mesmo arco,

podemos concluir que 27 rad = 360°.

Um caso de maior interesse sob uma perspectiva pratica ¢ a semicircunferéncia. Em

graus, ela tem medida de 180°. Para a medida em radianos, observando que o comprimento

¢ de 7r, tem-se a = =* = 7 rad. Concluimos com a importante relagao, que serd usada
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2.5r

Figura 13 — Arco AB= 2,5 rad

para transformar medidas de radianos para graus e vice-versa:

7 rad = 180°.

Assim, para transformar uma medida em radianos para graus, basta substituir 7

rad por 180°. Por exemplo:

180°
a) g rad = 5 = 60°;
3 3-180°
b) g rad = 5 = 270°.

Para a conversao inversa (isto é, de graus para radianos), podemos multiplicar o
angulo por 7 rad e dividir por 180°. Assim, estaremos multiplicando e dividindo por uma
mesma medida nao nula, de modo que o valor inicial ndo se altera (alteramos somente
a unidade de medida). Depois disso, basta simplificar a fragdo (os graus usados como

unidade de medida do numerador e do denominador se cancelam). Por exemplo:

a) 90 = 180° = 5 rad,
120° - 7w rad 27
12 © — @ 00O -
b) 120 180° 3 rad

2.5 Operacdes na forma polar

Para justificar as formulas das operacoes entre complexos na forma trigonométrica

precisaremos das formulas de adi¢ao e subtragao de arcos.
cos(aw £ ) = cosa - cos f F sen « - sen 3 (2.6)

sen (o + ) = sen« - cos f £ sen f - cos a (2.7)
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2.5.1 Multiplicacio

Consideremos dois numeros complexos, z; = p;(cosf; +isenfy) e zo = pa(cosby +

isenfy). O produto entre eles é

21 - 29 = p1(cosby +i-senby) - pa(cosby + i - sen by)
= p1p2(cosBy - cosby +i-senby - cosby + 1 - sen by cos by + i? - sen b - sen 6)

= p1p2 - [cos by - cos Oy — sen By - sen Oy + i(sen by - cos by + sen by - cos by)].

Mas pelas equagoes em (2.6) temos cos (61 + 05) = cos by - cos s — sen by - sen by e
das equagdes em (2.7) temos sen (0] + 03) = sen 6y - cos s + sen by - cos 01, e ao substituir

essas igualdades vem o resultado

21 - 29 = p1 - p2 - [cos (01 + 63) + 1 - sen (61 + 02)]. (2.8)

O resultado obtido em (2.8) indica que ao multiplicar complexos na forma polar
vamos multiplicar seus modulos e adicionar seus argumentos. Por exemplo, dados z; =
2(cos 25° 4+ isen 25°) e zo = 3(cos 15° + isen 15°), temos 27 - 25 = 6(cos 40° 4 i sen 40°).

A interpretagao desse resultado justifica uma observagao anterior. Algumas segoes
atras, notamos que as poténcias da unidade imaginaria fazem rotagoes de 90° em torno
da origem. De fato, ao multiplicar qualquer niimero complexo por 7, que possui médulo
igual a 1 e argumento igual a 90°, o resultado vai conservar o médulo (pois o modulo é

multiplicado por 1) e ao argumento seré adicionado 90°.

Im

1z

O Re

Figura 14 — Complexo z e o produto iz

A Figura 14 ilustra um complexo qualquer z e seu produto pela unidade imaginéria

2.5.2 Divisio

Interpretaremos o quociente ;—;, 29 # 0, como o produto z; - % Precisamos, portanto,

determinar a forma polar do inverso de zs.
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Para simplificar a notagao, usaremos inicialmente a = py - cosfly e b = ps - sen f,.

Entao zo = py - cosfy + po - senbs - it = a + bi.

11
2_276L+Z)Z'
1 a—bi
T a+bi a—bi
a—Ubi
R
_ pa-cosbly — py-senfy - i
(p2)?
_ pa(costy —senty - i)
(p2)?

= — - (cosfy —i-senby)
P2
O resultado obtido nao estéd na forma polar. Para que esteja, é necessario que
haja uma adi¢ao entre o cosseno e o seno, além dos arcos em ambos serem iguais. Mas
como a fung@o cosseno é par e a fungdo seno é impar, temos cos(f) = cos(—6s) e

—sen (#y) = sen (—05), entdo podemos reescrever

1 1
— = —[cos (—by) + isen (—b6s)]. (2.9)
) P2

Finalmente, podemos usar a formula do produto em (2.8) e o resultado em (2.9)

para determinar o quociente entre z; e z», obtendo

21 1
22 22

1
= [p1(cos By +isen ] - | —(cos(—6y) + isen (—6s))

P2

= &[COS (01 — 0s) +isen (6 — 0s)]. (2.10)
P2

Na subsecao anterior concluimos que para multiplicar dois ntimeros complexos
na forma polar devemos multiplicar seus modulos e adicionar seus argumentos. Naquele
momento podiamos intuir que para dividir dois complexos, deveriamos dividir seus modulos
e subtrair seus argumentos, pois estarfamos trocando as operagoes pelas suas inversas. O

resultado em (2.10) corrobora com essa intuigao.
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2.5.3 Potenciacio - primeira férmula de De Moivre

Sejam z = p(cos@ + isenf) e n € Z, nosso objetivo é determinar a poténcia z".

Investiguemos, primeiro, o caso com n € N.

2" = [p(cosf +isend)]"
= p(cosf +isenf) - p(cosf +isend) - ... p(cosf +isend)

[

Vv
n fatores

=plcos(@+0+---+0)+isen(0+0+---+0)]

n parcelas n parcelas

= p"[cos (n-0) +isen(n-0)." (2.11)
Mostremos agora que a mesma férmula vale para todo n € Z. Para n = 0 ela é
vélida, pois 2° = 1 = p°[cos (0 - 0) + isen (0 - 0)].

Seja agora n < 0 um inteiro. Entdao —n € N e 2" = (27!)™". Aproveitando

novamente o resultado em (2.9), teremos

_ {%[Cos (—6) + isen(—Q)]}n
_ (%) {cos[(—=n) - (=0)] + isen [(—n) - (~6)]}

= p"[cos (n-0) +isen(n-0)].

A expressao em (2.11) é conhecida como primeira formula de De Moivre, em
homenagem ao francés Abraham De Moivre (1667 - 1754). Ela mostra que para determinar
uma poténcia inteira de um complexo devemos elevar o médulo e multiplicar o argumento,

ambos pelo expoente.

A partir dela podemos mostrar que a distributividade da potenciacao em relacao a

multiplicagao também vale em C, isto ¢, para todo z,w € C en € Z temos (z-w)" = z"-w".

Dados z = py(costy +isenb;) e w = py(coshy + isenby), temos

= [p1 (cosby + i -senby)]" - [p2 (cos by + i - sen By)]"

p1)" [cos (nby) + i - sen (nb)] - (p2)" [cos (nby) + i - sen (nbs)]
p1p2)" [cos (nfy + nby) + i - sen (ndy + nby)]

p1p2)" [cos (n(6y + 602)) + i - sen (n(6; + 62))]

z-w)".

=
=
=
=

7 Essa formula poderia ter sido demonstrada por inducdo mateméatica. Neste trabalho ndo optamos por

esta abordagem, pois ele é voltado a professores e alunos de Ensino Médio, onde néo se costuma usar
indugao de forma rigorosa.



Capitulo 2. Numeros complexos 42

Por outro lado, para expoentes nao inteiros tal propriedade nao vale. Como con-
traexemplo, note que /(—1)-(=1) = V1 = 1, mas /=1 -v/—1 = i-i = —1, isto &,
VET D) # VT V-1

2.5.4 Um pequeno aprofundamento

Antes de prosseguirmos para o estudo da radiciacao em C e a segunda férmula de

De Moivre, convém analisarmos os resultados ja obtidos.

Consideremos dois complexos z; e 2o, ambos com moédulo igual a 1. Para obter seu
produto, devemos adicionar os argumentos. Para obter seu quociente, devemos subtrair
seus argumentos. Ja para obter uma poténcia inteira, devemos multiplicar o argumento

pelo expoente.

A exponenciagao goza de propriedades semelhantes. Ao multiplicar poténcias de
mesma base devemos adicionar os expoentes, ao dividir poténcias de mesma base devemos
subtrair os expoentes e para calcular uma poténcia de poténcia devemos multiplicar os

expoentes.

Isso sugere a existéncia de uma relagao entre os nimeros complexos e a exponenci-
acao. De fato, conforme Churchill (1975, p. 44), definimos a fungao exponencial complexa,

em termos de fungoes reais por

e" TV = e"(cosy + i - seny). (2.12)

Tal definicao apresenta algumas conveniéncias. Uma delas é que para o caso de
y = 0, a definigao se reduz a fungao exponencial real. Outra conveniéncia é que se mantém
a propriedade do produto de poténcias de bases iguais, isto ¢, e¥ - ¢* = e“1?, para todo
w, z € C.

Uma consequéncia de (2.12) é que €Y’ = cosy +1i - seny, o que é de se esperar, pois

tomando as séries de Maclaurin para e”, cosz e senx temos

. oo " :EQ :C?) x4
[e's] . .TQn 1'2 374 556
CcosT = ;(—1) 2n)! =1- a‘f'z— a+ (2.14)
€ 00 x2n+1 1’3 ZE‘5 I7
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Supondo que podemos tomar z como um imaginéario puro em (2.13), para = = i

obtemos
0 - <28>n
=30
—1if (10)* , (0)>  (@0)*  (0)°  (i0)°  (@0)"  (i0)*
B T R TR - N B TR
, 02 6 6+ 65 05 67 6
=140 - —i+ —+i— — —io+ =+

2! 31 4! 5! 6! 7 8l
92 94 06 6)3 95 97
—1——+———+-~+z’(9——+———+---)

STl TR TRT
C(;ga S;I:G
= cosf + isenf. (2.16)

O resultado em (2.16), que esta de acordo com a definigdo da exponencial complexa
em (2.12), é a conhecida formula de Euler, batizada em homenagem ao ja citado matematico

suico.

Assim, para z; = cosf; +isenf; = €' e 2y = cosfy + isenfy = €92 o produto
)

21 - 29 = cos (01 + 0y) + isen (6, + 0) pode ser obtido pela formula de Euler por

2129 = 6191 . 6192
— 6191-{-102
— 67;(91-%92)’

onde a relacao entre multiplicar complexos na forma polar (acrescentar os argumentos) e

multiplicar exponenciais (acrescentar os expoentes) fica explicita.

Analogamente, podemos analisar a divisao entre complexos na forma polar usando

a formula de Euler, obtendo

o et
2_2 T it
_ it
— i(01—02)

Finalmente, para uma poténcia com expoente n € Z teremos

2 = (e )n

— €i91n

— ei(Gl-n) )



Capitulo 2. Numeros complexos 44

Uma consequéncia da formula de Euler é uma famosa identidade obtida adotando

0 = 7 rad.

9 — cosf +isenl = €™ = cosT +isent

ei
— m=—-144i-0

= " +1=0 (2.17)

A identidade matematica obtida em (2.17) é considerada por muitos como a mais
bela da matematica. Ela relaciona cinco nimeros que podem ser apontados como os mais
importantes historicamente (o nimero 0, o nmero 1, o niimero 7, a constante de Euler e

e a unidade imaginaria ¢) de forma surpreendentemente simples.

Os calculos anteriores levavam em consideracao complexos de modulo 1. Se z € C

tem modulo diferente de 1, podemos escrever
z = p(cosf +isend) = pe’.
N—————
10

et

Dados z; = pl(gos 0, + isen 011) = p1e e 2z = pg(gos 05 + isen 9%) = pee™2. seu
Vv TV
i1 i

produto é dado por

21 2y = )016’“91 . pzewg

= pr1pae’ 7).

que mantém o conceito discutido anteriormente: multiplicamos os médulos e adiciona os

argumentos. Para o quociente temos um resultado similar:

21 pre®
Z_z B paeif
— &ei(91792)7
P2

onde novamente observamos o resultado anterior: dividimos os moédulos e subtraimos os

argumentos.

Por fim, para z = pe?? e n € Z, para a poténcia temos

S — (peie)"

_ pn ei(@n) )

2.5.5 Radiciacio - segunda férmula de De Moivre

Ja discutimos o caso de poténcias de complexos com expoentes inteiros. O caso

de expoentes racionais nao inteiros é contemplado pelo estudo dos radicais, por uma

n

. . . ~ o . ~ m
propriedade que relaciona a potenciacao e a radiciacao: z» = {/2™.
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O problema de determinar as raizes n-ésimas do complexo z é determinar quais

sao os complexos w tais que w™ = z, isto &,

Vz=w <= z=uw"

Se z = p(cos O +isenf) e w = A(cos ¢ + i sen ¢) obtemos

z =w"

p(cosf +isen ) = [\(cos ¢ + isen ¢)]"
) =

p(cos @ +isen ) = \"[cos (ng) + isen (ng)]. (2.18)

Da igualdade de complexos em (2.18) vem p = A", que implica em X\ = {/p. Além

disso, temos

cosf = cos (n¢) e sen =sen (ng) —=np=0+k-2m, k€ Z

9
=>¢=—9+i " kew (2.19)

= 2 . Lot = _ 0+k-2m . 0+k-2m
Entao se w € C é uma raiz n-ésima de z, entao w = {/p (cos (—n ) + i sen (—n )),
k € 7Z. A cada valor de k corresponde uma tnica raiz wy. Isso pode fazer parecer inicial-
mente que hé infinitas raizes n-ésimas de z (pois hé infinitos k£ € Z), mas isso néo esté
correto. O complexo 2z tem exatamente n raizes n-ésimas, e mesmo que facamos k variar

pelos niimeros inteiros, os complexos obtidos serao iguais entre si.

Esse fato é mais facilmente compreendido a partir da interpretacao geométrica
das raizes n-ésimas de z, que sera discutida adiante. Entretanto, ele também pode
ser mostrado algebricamente. Dadas duas raizes n-ésimas de z, wy e w,, sendo wy, =
/P (COS (MT%) + isen (MT%)) e wy, = /p (cos (9“%) + isen (9+p+2”)), entao
O+Fk-2r  O+p-2m

Wy, = W, - - + 27 - t, para algum t € Z
0+k-2 0 -2
= + T_0+p 7T:27r-t,pauraaulgulrnzfEZ
n n
k-2 -2
= TP 7T:27r-zf,paraualgumtEZ
n n
k
@——th,paraalgumtez
n o n
<= k—p=tn, para algum t € Z
< k=p (modn),

onde a tltima linha significa que k e p deixam o mesmo resto na divisao por n. E como os
restos possiveis na divisdo por n sao {0,1,...,n — 1}, para obter todas as raizes n-ésimas
de z € C, basta fazer k variar nesse conjunto de valores. Obtemos entao a segunda férmula
de De Moivre, que afirma que as raizes complexas de z = p(cos @ + isen ) sao dadas por

.9 -2
wy = {L/,Z(cos (M—W) + isen (M)) ,comk=0,1,...,n—1.  (2.20)
n

n
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Como exemplo, calculemos as raizes ctbicas de z = —27:. Precisamos escrever esse

numero na forma polar, como z = 27 (Cos 37” + 7 sen 37”)

Temos p = 27, daf ¢/p = 3. Como as trés raizes ctibicas tém o mesmo médulo,

variando somente o argumento, podemos calcular os argumentos separadamente:

3

T
® Uy 3 27
3
=42 Trw
6, = 2 —_ .
e U 3 67
3
T+ 4 1w
0 pr— 2 p—
* 3 6

Entao as raizes ctbicas de —27¢ sao os niimeros complexos wy = 3 (COS 5 tisen %),

wy =3 (Cos %T + 7 sen %’r) ews =3 (cos HT” + 7 sen HT’T) Na forma algébrica, temos wg = 3i,
wy = _%g - %z € Wy = %g - %z Essas raizes estao representadas na Figura 15a.
Im Im
Wo Wo
120°

1207’

Re Re
120°
w1 Wa w1 Wao
(a) Localizagoes das raizes no plano (b) Angulos formados entre os modulos
complexo das raizes
Figura 15 — Raizes cubicas de z = —27:

As raizes n-ésimas de z dividem em n partes iguais o circulo de centro na origem e
raio igual a {/p. No célculo das trés raizes ctbicas de z = —27i, dividimos o circulo em

trés partes de 120°. Se fizéssemos o indice £ da segunda férmula de De Moivre variar por
outros valores além de 0, 1 e 2, continuarfamos rotacionando 120° em torno da origem e

obtendo os mesmos complexos wy, w; e ws. Isso esta representado na Figura 15b.

2.5.6 Raizes da unidade

As raizes complexas n-ésimas de 1 sdo chamadas de raizes n-ésimas da unidade. A

Unica raiz 1-ésima da unidade é 1. Quando n > 2, como o argumento de 1 é zero e seu
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modulo é 1, segue de (2.20) que as raizes complexas n-ésimas da unidade sao dadas por

k- 2w k- 27

+ 7sen

,comk=0,1,...,n—1,

Zj, = COS
n

onde z; representa cada raiz da unidade. Tais raizes dividem o circulo de centro na origem
e raio unitario em n partes iguais, isto é, seus afixos sao vértices de um poligono regular

de n lados inscrito nesse circulo, sendo zp = 1 um desses vértices.

Im Im Im
w1 w1

W W

()
ARy dRY AR
\\J " \J " - \\J "

w3
)

Wy Wy Ws
(a) Raizes cubicas da (b) Raizes quintas da (c) Raizes sextas da uni-

unidade unidade dade

Figura 16 — Exemplos de raizes da unidade

Como as raizes sao equiangulares (ver Figura 16), podemos localizar todas elas a
partir de uma. Particularmente, usaremos a letra grega w (1é-se “6mega”) para representar
a raiz z; = cos 27” + 7 sen 2?”, que chamamos de raiz primitiva da unidade. De (2.11) segue
que

k-2m k-2m k

+ 7 sen =w",comk=0,1,,...,n—1,
n n

Z, = COS

o que implica que todas as raizes da unidade sao obtidas como poténcias de w. Em outras

palavras, o conjunto das n-ésimas raizes da unidade é {1,w,w?, ... w" 1}

Observe que, usando (2.8), podemos reescrever a segunda formula de De Moivre,

dada por (2.20), como

2 2
wg = Y/p {cos (f) + ¢ - sen (Q)} |:COS (ﬂ) + ¢ - sen (ﬁ)} ,comk=0,1,...,n—1.
n n n n

2km
n

Usando w” = cos (%T”) + 17 - sen (

0 0
wy, = Q/ﬁ{cos(ﬁ>+i~sen(—)} Wk comk=0,1,...,n—1.

n

) segue que

Se k = 0 obtemos a raiz

- (2] oo (3]

assim as demais raizes sao dadas por

wy = wo Wk, comk=0,1,...,n—1. (2.21)
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Ou seja, as demais raizes sao o produto de uma raiz particular (wy) pelas raizes

n-ésimas da unidade.

A expressao (2.21) também pode ser escrita recursivamente como
W = Wg—1W,

com k=1,...,n— 1. Dessa forma fica evidenciado que cada raiz wy é o produto da raiz

anterior pela raiz primitiva da unidade w.

Como exemplo, para calcular as raizes ctuibicas de 8 em C, encontramos primeiro a

0 0
w0:2<cos§+i-sen§> =2,

e as demais rafzes sao w; = wow = 2w € Wy = wow? = 2w?, em que w = cos %’T + 17 - sen

raiz wy, dada por

2
o

Como segundo exemplo, para calcular todos os resultados complexos para v/3

obtemos

w0:\5’/§<cosg+i-seng) = \75,

de onde seguem as demais raizes

o W = wow = V3w,

o Wy = wow? = v/ 3w?,

o w3 = wow> = v/3w3 e

® Wy = w0w4 = \5/5(4)4,

emquew:cos%”—l—i-sen

2
o

Observagao 2.9. A escolha da raiz particular wy nao € importante (isto €, pode ser
qualquer raiz), pois o produto de wy por uma raiz da unidade w* preserva o mddulo de
wo e adiciona ao argumento de wy o argumento de w*. Desse modo, quando k varia de
1 até n — 1 obtemos as n raizes procuradas (considerando que wy jd era conhecida). Por
outro lado, € importante que w seja a raiz primitiva da unidade, para que cada nova raiz

da unidade na sequéncia (1,w,w?, ... w" ) 2n
n

represente uma rotacao em rad no sentido
anti-hordrio em torno da origem (asn posigoes realizam uma volta completa). Considerando
que na sequéncia de raizes (Wo, Wy, Wy, . .., Wp_1) = (W, Wow, Wow?, . .., wew™ 1) o termo
wq sucede o termo w,_1, as raizes sempre estao na mesma ordem, variando somente pelo

0 primeiro termo a aparecer.
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Como exemplo, calculemos os valores complexos de z = v/—2 — 2¢/3i. O complexo

—2—24/3i tem argumento principal 240° e médulo igual a 16. Assim, temos a raiz particular

4 2400 . 240°
Zo = V16 | cos 1 + 1% - sen

4
= 2(cos60° + i -sen60°) .

Para determinar as outras raizes, precisamos das raizes quartas da unidade, que
sao o conjunto {1,4,7%,i3} = {1,i,—1,—i}, sendo a raiz quarta primitiva da unidade
w = 1. Conforme discutido na Subsecao 2.5.1, multiplicar um complexo por w = ¢ implica
geometricamente em rotacionar o afixo desse complexo 90° em torno da origem no sentido

anti-horério, e assim obtemos as demais raizes
o 21 = 2w = zpi = 2(cos 150° + 7 - sen 150°),
o 2 = 20w? = 217 = 2(cos 240° + 7 - sen 240°) e

o 23 = zow? = 230 = 2(cos 330° + 7 - sen 330°).

Assim, temos as quatro raizes quartas de —2 — 2v/3i, pois (29)* = (21)* = (22)* =

(23)* = —2 — 2V/3i.

Im

Figura 17 — Raizes quartas de —2 — 2/3i

Os complexos zg, 21, 22 € z3 estao representados na Figura 17. Note que a cada
multiplicacao por w = 7 se obtém a proxima raiz a partir de uma rotacao de 90°. Assim, a

sequéncia obtida para as raizes foi (2, 21, 22, 23).

Caso considerassemos a raiz particular como aquela que representamos inicialmente
por z1, a sequéncia obtida pelas rotagoes de 90° seria (21, 22, 23, 20), MeSMoO que a notagao
fosse adaptada. Caso a raiz particular considerada fosse aquela que representamos por zs,
a sequéncia seria (29, 23, 20, 21). Caso a raiz particular fosse z3, a sequéncia obtida para as

raizes seria (23, 29, 21, 22).
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Em outras palavras, na obtencao do conjunto de niimeros complexos z tais que
z = v/ —2 — 21/3i, a escolha da raiz particular z, ¢ indiferente. Por outro lado, é importante
que w seja a raiz primitiva da unidade, isto é, w = i. Caso considerdssemos outras raizes
quartas da unidade (especificamente wy = 1 ou wy = —1) ndo obteriamos os quatro valores

complexos de z.

Usar as raizes da unidade para determinar todas as raizes complexas de um nimero
serd util no Capitulo 4, para determinar todas as raizes de uma equacao ctibica. Também

sera util no Capitulo 5 na solugao de alguns problemas.



o1

3 Polinémios e func¢des polinomiais

No presente capitulo desenvolveremos de forma sucinta os principais conceitos a
respeito de fungoes polinomiais e polinémios. O objetivo principal é fundamentar o estudo

das equagoes algébricas no proximo capitulo.

3.1 Funcdo polinomial complexa

Definicao 3.1. Uma funcao p : C — C € uma funcao polinomial complexa se existe um

numero finito de niumeros complexos ag, aq, ..., ay, tais que
o n n—1 2
p(r) = apz™ + ap_ 12" + -+ agr” + a1 + ag

para todo x € C.

Cada nimero a; ¢ chamado de coeficiente e cada parcela a;a7 ¢ chamado de termo
de grau j. O termo ag é chamado de termo constante, ou termo independente de x. Se
a, # 0, o termo a,x" é chamado de termo lider, ou termo dominante, e o polin6mio tem

grau n.

Como estamos tratando de uma funcao de valor complexo e de uma variavel
complexa, os coeficientes ag, ay, . .., a, podem também ser quaisquer ntmeros complexos.
Entretanto, o caso de maior interesse é aquele em que as variaveis sao complexas e
os coeficientes sao reais. Os problemas que resolvemos pelo uso de fungoes polinomiais
costumam ter coeficientes reais, pois os ntmeros reais sao mais comuns em situagoes
concretas. Ocorre que no estudo de fungoes polinomiais, os nimeros complexos aparecem
como resultados intermediarios. Ao levarmos tais nimeros em consideragao, com sua
estrutura e sua algebra, teremos uma teoria mais completa e mais elegante que aquela que

teriamos caso eles fossem deixados de lado.

Um ntimero complexo z para o qual p(z) = 0 é chamado de zero da fungao p. Ha
autores que usam as expressoes zero da fun¢ao e raiz da fun¢do como sindnimos, mas nesse
trabalho damos preferéncia & nomenclatura definida anteriormente. Por exemplo, a func¢ao
polinomial p(z) = 23 + 1 tem trés zeros complexos: 23 = —1, 29 = % + ‘/732 e 23 = % — ‘/7573,
pois p(z1) = p(z2) = p(z3) = 0. Os zeros de uma fungao, seja ela polinomial ou nao, sdo
tema de grande interesse na matemaética. Ainda neste capitulo eles serao usados para

demonstrar importantes resultados.
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3.1.1 Polindmios e funcdes polinomiais

Ha uma diferenga sutil entre os conceitos de polindmio e de funcao polinomial.

Conforme Lima (2013, p. 139), chamamos de polinémio uma expressao formal do tipo
p(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ + a1 X + a,

onde (an,ay_1,...,a1,a9) ¢ uma lista ordenada de elementos pertencentes a um anel A e
X & um simbolo nao pertencente a esse anel. Esse simbolo X é chamado de indeterminada.
No caso dos polindmios complexos, A é o anel dos complexos, com as operacoes de adi¢ao
e multiplicacao definidas no capitulo anterior. Ainda falando em um polinémio, X* ¢ uma
abreviatura para um produto de ¢ fatores iguais a X, nas regras de produto definidos em

A. Ainda, assumimos X' = X e X" =1, onde 1 é o elemento neutro multiplicativo de A.

Note que o conceito de polindmio contempla apenas a lista de seus coeficientes
e a forma pela qual os somamos e multiplicamos; quando nos referimos a funcgao
polinomial, passamos a estar interessados na correspondéncia entre nimeros
complexos estabelecida pelo valor que a fungao assume em cada ponto. (LIMA
et al., 1998, p. 203)

Investigando o assunto um pouco mais profundamente, hd uma relagao entre os
polinémios complexos e as fungoes polinomiais complexas. Por defini¢cao, dois polinomios

sao iguais quando possuem os mesmos coeficientes. Assim, a todo polinémio complexo
p(X)=a, X"+ a1 X" a1 X +a
corresponde uma tnica fun¢ao polinomial complexa p : C — C tal que

() = ap2™ + ap_12™ "+ -+ a1 + ao.

Conforme estudaremos nesse capitulo, duas func¢oes polinomiais sao iguais se, e
somente se, seus respectivos coeficientes sao iguais. Assim, fun¢des polinomiais complexas
iguais se correspondem a um mesmo polindomio complexo, isto é, a cada fungao polinomial

complexa se corresponde um tnico polinémio complexo.

Como a relagao entre polinémios complexos e func¢oes polinomiais complexas é
biunivoca, nao ha necessidade de diferencia-los. “Ambos serao representados pelo mesmo
simbolo p e serao chamados indiferentemente de polinémio ou de fungao polinomial”. (LIMA,
2013, p. 140)

A rigor, p(z) nao se refere ao polindomio em si, mas ao valor numérico assumido
pelo polinémio para x € C. Entretanto, quando nao ha risco de confusao escrevemos “o

polinémio p(z)” para nos referirmos ao polindémio p.
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3.2 Operacdes com polinémios

Nesta secao desenvolveremos as regras operacionais entre polindémios complexos,

bem como suas propriedades e seus casos particulares.

3.2.1 Adicdo e multiplicacdo

Se p(x) = ap + a1z + -+ + azz™ e q(xr) = by + byz + - -+ + b,x™ s@o polindmios
complexos de graus iguais, entdo a sua adi¢do resulta no polindémio complexo (p + ¢)(z) =
(ap+bo) + (ay +b1)x + - - -+ (an + by ) 2™, chamado de soma (HEFEZ; VILLELA, 2022, p. 58).

Se os polinomios tém graus diferentes, consideremos, sem perda de generalidade,
q(z) = by +byx+ -+ byx™, com m > n. Nesse caso, podemos escrever p(z) = ag + a1x +
e AT A BT 0™ a ™, desde que apyq = dpig = -+ - = a,, = 0. Entdo
a soma entre p(z) = ag+ a1z + -+ a,z" e q(xr) = by + b1z + - + by x™, serd o polindémio

complexo (p+ q)(x) = (ag +bo) + (a1 +by)x + -+ + (an + bp)x™ + by ™™ + -+ - + bz™.

Os dois casos podem ser resumidos na defini¢ao a seguir.

Definicao 3.2. Dados dois polindomios complexos p,q : C — C, a soma de p com q,
denotada por p + q, € o polinémio complexo (p + q) : C — C obtido pela adigio dos

respectivos termos de mesmo grau de p e q.

E facil verificar que se p e ¢ tém graus iguais, entdo o grau de p + ¢ ¢ menor que
ou igual ao grau deles. E se p e ¢ tém graus diferentes, entao o grau de p + ¢ é igual ao

maior dos graus entre p e q.

Se k € C é uma constante, entao k- p(z) =k-ag+k-ax+---+ k- a,z™. Tal
constante pode ser interpretada como um polindémio f(z) = k, no qual ay = k e todos os

demais coeficientes sao nulos.

Nao definimos a operagao de subtragao de polindémios, mas definimos o polinémio
diferenca de p com ¢, denotado por p — ¢, como p(x) — q(z) = p(z) + (—=1) - ¢(x). De
um ponto de vista pratico, podemos obter os termos da diferenca p — ¢ subtraindo os

respectivos termos de mesmo grau de p e q.

O que ocorre é que a diferenca entre polinomios é um caso particular da adigao, isto
¢, subtrair o polinémio ¢ é o mesmo que adicionar seu inverso aditivo. Caso definissemos
uma operacao de subtracao, seria necessario analisar mais casos nas propriedades das
operagoes (que serao discutidas ao final dessa subsegao), pois isso demandaria definir cada

propriedade para a adicao e para a subtragao.

Em resumo, definir somente a adigdo (em vez de adi¢do e subtragdo) permite

obtermos uma teoria mais concisa e com resultados mais simples de generalizar. Entretanto,
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trata-se somente de uma convencao. Nao ha problema logico em definir tal operagao, como

é feito, por exemplo, por lezzi (2013).

Definigao 3.3. O polinémio p(x) = 0, que possui todos os coeficientes iguais a zero,
¢ chamado de polinémio identicamente nulo. Pela defini¢cao de grau do polindomio dada

acima, nao definimos o grau do polinémio nulo.

Analisemos agora a igualdade de polindmios. Para que p(x) = ¢(x) devemos ter
p(z) — q(x) = 0, isto é, o polinémio diferenga (ag — by) + (a3 — by)x + -+ - + (a, — by)z"
deve ser o polindmio identicamente nulo. Dai, todos os seus coeficientes devem ser iguais a
zero, isto &, ag —bgp=ay — by =---=a, — b, =0, logo ay = by, a; = by, ,a, = b,. Em
termos mais diretos, dois polindmios sao iguais se, e somente se, todos os seus respectivos

coeficientes forem iguais.

Definigao 3.4. Sejam p(z) = ap + ey + -+ + a,2" e q(x) = by + bz + - -+ + ba™
polinémios complexos. Definimos a multiplica¢ao entre os polindmios como p(z) - q(x) =

n—+m 5 _ ; 5
co+c1x + -+ Crpmx™™™, onde cada termo € dado por c¢; = Z/\Jru:j ay - by, isto €,

Cozao'b(]
c1=ag-bi+ap-by

03:a0-b3+a1-bg~|—a2-bl+a3-bo

Cj:ao'bj+(11'bj_1+"‘+aj'bo

Cn4m = Qp ° bm

O resultado da multiplicagao é chamado de produto, e seu grau é igual a soma dos
graus dos polinémios p e ¢q. Esse resultado é facilmente justificavel: o termo de maior grau
do produto é ¢, p,,z"t™, cujo grau é n + m. O grau do polindmio p - ¢ sera igual a n +m
desde que esse termo seja nao nulo. Mas a,, # 0 e b,, # 0 implica que ¢, = ay, - by, # 0,

logo vale o resultado.

A dltima frase merece uma justificativa. Um conjunto A munido de duas operagoes
(+) e (+), chamadas de adigao e multiplica¢ao, que satisfazem as propriedades da adigao e
da multiplicagao em Z, compdem uma estrutura algébrica chamada de anel. Um anel é
chamado de dominio de integridade quando dados a,b € A, se a # 0e b # 0, entao a-b # 0.
O conjunto dos ntmeros inteiros, por exemplo, é um dominio de integridade. Um dominio
de integridade no qual todo elemento diferente de zero possui inverso multiplicativo é
chamado de corpo. Todo corpo é um dominio de integridade. Por fim, o conjunto C, dotado

das operacoes usuais de adi¢ao e multiplicacao, compoe um corpo. Assim, o produto de
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nimeros complexos nao nulos resulta em um nimero complexo nao nulo. Mais detalhes

podem ser encontrados em Hefez (2014) nas paginas 28, 30, 31, 185 e 186.

As operagoes entre polindmios complexos gozam das seguintes propriedades, para
quaisquer p(x), q(x) e r(z):
(i) (Comutativa da adigao) p(z) + q(x) = q(z) + p(x);
(ii) (Comutativa da multiplicagao) p(z) - ¢(x) = q(z) - p(x);
(iii) (Associativa da adicdo) [p(z) + ¢(z)] + r(z) = p(z) + [g(z) + r(z)];
(iv) (Associativa da multiplicagao) [p(z) - q(z)] - r(x) = p(z) - [¢(x) - r(x)];

(v) (Distributiva da multiplicagao em relagao a adigao) p(x) - [¢(x) +r(x)] = p(x) - q(z) +
p(z) - r(z);

(vi) (Existéncia do elemento neutro aditivo) Existe um polindmio, o polinémio nulo 0,

tal que p(z) + 0 = p(x) para todo polinémio complexo p;

(vii) (Existéncia do elemento neutro multiplicativo) Existe um polinémio, o polindémio

constante igual a 1, tal que p(x) - 1 = p(z) para todo polinémio complexo p.

(viii) (Existéncia do simétrico aditivo) Dado p(x) = ag + a;x + - - - + a,x", seu simétrico é
o polinémio —p(z) = (—ag) + (—a1)x + - - - + (—a,)z", pois p(z) + (—p(x)) € igual

ao polindémio nulo.

3.2.2 Divisio

Conforme pode ser encontrado em Lima et al. (1998), se a fungao polinomial p(x
pode ser expressa pelo produto p(x) = q(x) - r(z), dizemos que p(x) ¢é divisivel por ¢(z) e

r(z). Reciprocamente, podemos afirmar que ¢(z) e r(z) dividem p(z).

Note que todo polinémio divide o polindémio nulo, pois 0 = 0 - p(z) para todo

polindémio p.

Proposigao 3.5. A funcgao polinomial p(x) = z™ — 2™ é divisivel por x — z, para qualquer
zeC.

Demonstracao. Basta notar que
an _ Zn — (I _ 2) X (:L,n—l +Z£En_2 +225En_3 4o —|—Zn_3ZL'2 —|—Zn_2.’L'—|—Zn_1).

]

A proposicao anterior é um caso particular do Teorema 3.7, que segue do lema a

seguir.
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Lema 3.6. Sejam p,q,r : C — C polinomios complexos. Se r divide ambos p e q, entdo r

divide p + q.

Demonstracao. Se r divide p, entdo existe um polinomio a(z) tal que p(x) = a(zx) - r(z).
Se r divide ¢, entao existe um polindémio b(z) tal que ¢(z) = b(z) - r(z). Dai p+ q =
a-r+b-r=(a+br. O

O teorema fundamental que segue leva o nome do matematico francés Jean le Rond

d’Alembert (1717 - 1783).

Teorema 3.7 (d’Alembert). Sejam p(x) um polindmio complexo e z € C. Tem-se que z é

zero de p(x) se, e somente se, p(x) € divisivel por x — z.

Demonstracao. Partindo da hipotese de z ser zero do polindmio p, temos

p(z) =0 < p(z) = p(z) — p(2)
> p(x) =(ap + az+ -+ apz") — (ap + a1z + - - - + a,2")

= pa) = ay(x — 2) + ag(2? — 22) + - + ap(z™ — 2"),

onde na tultima linha temos o polindmio p como uma soma de parcelas divisiveis por z — z,

como nos ¢ garantido pela Proposicao 3.5. O]

Nas proposicoes a seguir, o grau do polinémio passa a ter um papel fundamental.
Em virtude disso, convém adotarmos uma representacao simplificada para ele. Usaremos
gr(p) para representar o grau da fungdo polinomial p. Além disso, pela letra fria da
defini¢ao, o polinomio identicamente nulo nao tem grau. Porém, podemos convencionar
gr(0) = —oo como forma de simplificar os argumentos, pois assim o polinémio nulo pode

ser incluido no conjunto dos polindémios que tém grau menor que ou igual a n.

Lema 3.8. Se o polinémio g(x) divide o polinémio f(x), entao gr(g) < gr(f).

Demonstracao. Se g divide f, ent@o existe um polinomio ¢ tal que f(x) = g(x) - q(x). Mas

gr(g-q) = gr(g) + gr(q), entdo gr(f) = gr(g) + gr(q), logo gr(g) < gr(f). O
A divisao de polinémios é apresentada no importante teorema a seguir.

Teorema 3.9 (Divisao euclidiana). Sejam f e g polindmios complexos, com g(x) # 0.
Ezistem polinémios complexos q(z) e r(x) unicamente determinados tais que f(x) =
g(x) - q(x) + r(x), onde gr(r) < gr(g). O polinémio q é chamado de quociente da divisao,

enquanto o polinémio r € chamado de resto da divisao.
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Demonstracao. Primeiramente, provemos a existéncia de g e r.
Se f(z) =0, entdo g(x) = r(z) = 0.

Supondo que f nao seja o polindémio identicamente nulo, podemos escrever f(z) =

1

ap + a1z + - -+ + a,a™. Note que gr(f) = n e a, # 0, logo a,' existe e é tnico. Seja

g(x) =by+by + -+ bpx™, onde gr(g) =me b, =a,’.

Se n < m, entao basta tomar ¢(x) =0 e r(z) = f(z).

Se n > m, vamos usar indugao em n.

Para o passo inicial, se n = 0, entdo m = 0 e podemos escrever f(z) =ag # 0 e
g(x) = by. Entdo basta tomar ¢(z) = by ag e 7(z) = 0, e segue o resultado.

Qo :bo 'b51a0+0
F@) = g(a) - a(x) + r(a)
Para o passo da indugao, vamos supor que a proposi¢ao vale para todo polindémio
com grau menor que n = gr(f) e mostrar que vale para n. Para isso, vamos definir um

polindémio p como
p(x) = f(z) = axby gla)a" ™. (3.1)

Note que gr(p) < n, entdo pela hipotese de indugao existem q;(z) e ri(z) tais que

p(x) = g(z) - qi(z) + ri(2). (3.2)

Equivalentemente a (3.1) temos f(z) = p(x) + a,b;,'g(z)z" ™. Vamos substituir o

resultado obtido em (3.2) e reorganizar a expressao.

f() = p(x) + apby,' g(x)z" ™
= (9(2) - (@) +11(2)) + anby' g(z)a" ™
= [q1(2) + anby' 2" ] - g(z) + ri(z),
onde entre colchetes temos o quociente ¢(z) e o resto é r(x) = ri(x).
Agora procederemos a provar a unicidade.
Sejam qi, 71, g2 € ro fungdes polinomiais, com gr(ry) < gr(g) e gr(rs) < gr(g), tais
que f(z) = q1(x) - g(z) + r(x) e f(x) = g2(z) - g(x) + ro(z). Da igualdade
qi(z) - g(x) + ri(x) = ga(2) - g(x) + 72(2)
obtemos

[0 (2) = g2(2)] - g(2) = ra(2) — 71 (2). (3.3)

Em (3.3), se ¢1 = ¢q, entdo o lado esquerdo da igualdade resulta no polinémio nulo,

o que implica que o lado direito também é o polindmio nulo e r; = rs.
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Vamos supor, por absurdo, ¢; # g2. De (3.3) concluimos que ¢ divide ro — 7, logo
gr(g) < gr(ry — r1). Mas pela definigao, tanto r quanto r; tém graus menores que gr(g),

logo gr(re —r1) < gr(g). Assim, temos gr(g) < gr(rs —r1) < gr(g), um absurdo. O

3.3 Fatoracdo de polinémios

Por simplicidade de notacao, passaremos a omitir o simbolo de multiplicacao
entre polindmios. Assim, onde escrevermos p(x)q(z) ou pq leia~se p(z) - g(x) ou p - ¢,

respectivamente.

O Teorema de d’Alembert garante que se um niimero complexo z; é raiz do polinémio
p(z), entao existe um polinémio ¢(x) tal que p(z) = (z—z1)q(z). Caso p(x) tenha outra raiz,

por exemplo zy, esse complexo 2, é raiz de g(x). Assim, teremos p(z) = (x —21)(x — 22) g2 (7).

Desenvolvendo esse raciocinio, concluimos que se o polinomio p(x) de grau n tem

raizes z1, 22, . . ., 2k, entao existe um polinémio ¢(z) de grau n — k tal que

p(x) = (x = 21)(x = 2) -~ (& = 2)q(x)

onde o polindmio ¢ nao possui raizes. Caso tivesse, essas raizes de ¢ também seriam raizes

de p e ja estariam listadas.

Caso estivéssemos restritos a funcoes reais, o trabalho de fatorar o polinémio p

estaria concluido. Mas em C temos um resultado um pouco mais geral.

Por exemplo, tomemos o polinémio p(z) = 23 — 222 + x — 2. Como 2 ¢ raiz de p,
podemos fatora-lo como p(z) = (z — 2)(2* + 1), resultado que pode ser facilmente obtido
através de uma fatoracao por agrupamento. Em R a fatoracao estaria concluida, pois nesse
conjunto o binémio x? + 1 nao tem raizes. Entretanto, em C esse polinomio tem raizes i e

—i, entdo p(x) = (x — 2)(x —i)(x + 10).

Nos conjunto dos nimeros complexos, todo polindomio com grau maior que zero tem
raizes, isto é, somente polindmios constantes nao podem ser fatorados. Esse é o contetido

do importante teorema que segue.

Teorema 3.10 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio complexo de grau

maior que ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

“Embora fundamental para a Algebra, o teorema acima é um teorema de Analise,
e sua demonstragao é baseada na continuidade das fungées polinomiais complexas” (LIMA
et al., 1998, p. 219), e sendo assim tal demonstragao foge ao escopo deste trabalho. A
referéncia citada traz ideias gerais da demonstragao, sem rigorosidade ou precisao de

linguagem.*

I Essa falta de precisao nao configura um desleixo por parte do autor, mas uma adequacao ao piblico-alvo.
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Com o Teorema Fundamental da Algebra podemos completar a fatoracdo do

polinémio nas suas raizes.

Teorema 3.11. Todo polinémio complezo p(x) de grau n pode ser fatorado na forma
p(z) =c(z — 21)(x — 23) - -+ (x — 2,,), onde ¢ € um nimero complexo e 2y, 2, ..., 2z, SG0 08
zeros de p(x), possivelmente repetidos. Além disso, essa fatoragdo € unica, a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracao. Primeiramente, ja vimos que p pode ser fatorado em suas raizes como

p(x) = (z — 21)(x — 22) -+ - (2 — 21)q(),
onde ¢(z) ndo possui raizes. Mas pelo Teorema Fundamental da Algebra, apenas polindmios
constantes nao tém raizes, entdo ¢(x) = ¢, com ¢ sendo um nimero complexo, e

p(z) =clx — z1)(x — z2) -+ (x — 21).

Por hipotese temos gr(p) = n, entdo pela propriedade multiplicativa do grau
devemos ter n fatores de primeiro grau. Assim, k£ = n e provamos que p se decompoe no

produto de um ntmero complexo e n fatores de primeiro grau, sendo n raizes.
Provemos agora a unicidade da decomposicao.

Para isso, vamos supor que p(z) = c¢(z — z1)(x — 29) -+ (x — 2,,) e p(x) = d(z —
wy)(x — we) - -+ (T — wy).

Calculando o termo de maior grau resultante do produto, na primeira expressao

temos cx™ e na segunda expressao temos dz". Da igualdade dos polinomios vem ¢ = d.

Tomemos agora a igualdade
(x—z)(x—2) - (x—2p) = (x —wy)(x —wg) -+ (T — wy). (3.4)
Tomando z = z;, temos

0= (21 —wy)(z1 —wa) - (21 —wy),
e pelo menos um dos ntmeros wy, ws, ..., w, ¢ igual a z;. Sem perda de generalidade,
vamos supor que w; = z;. Fazendo essa substitui¢do em (3.4), obtemos

(x—z)(x—2) - (r—2p) = (& — 21)(x —wa) -+ (x — wy).

Para = # z;, podemos simplificar o fator (x — z1) nos dois lados da igualdade,
obtendo

(2= 22) (5= 20) = (2 = w) (2 = wy),

O conceito de continuidade de uma fungao se baseia no conceito de limite da fungao, o que inicialmente
ja é avancado. Tratando-se de uma fungao complexa, é mais avancado ainda.
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onde podemos repetir o processo, isto é, tomar x = zy, verificar que algum dos ntimeros

wa, ..., w, éigual a zy, voltar & igualdade original e simplificar.

A aplicagao desse processo n vezes permite identificar, em cada repetigao, um par
de raizes iguais z; e w;. Note que as ordens que os termos se identificam nao ¢ relevante

para o resultado final. n

Como um polinémio de grau n pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau,
costumamos dizer que ele tem n zeros. Porém, isso nao significa que ha exatamente n
numeros complexos para os quais o polindmio se anula. Como mencionado, os zeros podem

aparecer repetidamente.

Agrupando os fatores iguais, podemos fatorar o polinémio complexo como
p(z) =clx — z1)™ (x — 29)™ -+ - (. — 2,)"™".

Nesse caso, diremos que cada raiz z; tem multiplicidade m,;. Se uma raiz tem multiplicidade

1, dizemos que é uma raiz simples; se tem multiplicidade 2, dizemos que é uma raiz dupla.

Note que na decomposicao p(z) = c(x — 21)™¢(x), dizemos que z; é raiz de

multiplicidade m; de p se (z — z;)™ divide p e x — z; néo divide g.

3.4 Relacdes de Girard

Uma utilidade da fatoracao de polindmios é determinar as relagoes entre os coefici-
entes da funcao polinomial e suas raizes, conhecidas como relagoes de Girard, batizadas

em homenagem ao matemaético francés Albert Girard (1595 - 1632).

3.4.1 Polindmio do segundo grau
Consideremos a func¢ao polinomial complexa f : C — C definida por
f(z) = apz® + a1 + ay,

as # 0, e suponhamos que f tem dois zeros complexos, 1 e 1o, possivelmente repetidos.

Utilizando o Teorema 3.11 podemos escrever

f(z) = az(x —r1)(x —19)

2
= Qo + ag(—ry — 12)x + agrire,

e comparando esse resultado com a definicao do polindmio obtemos o resultado para a

soma das raizes

CL2(—T1 - 7’2) =a

a
LTy = ——,
a2
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bem como o resultado para o produto

AoT1T2 = Qg
Qo
rmro = —.
a2
Esses resultados sao estudados no 9° ano do Ensino Fundamental com o nome de

soma e produto, mas com uma abordagem diferente. Tal abordagem sera apresentada na
Subsecao 4.2.3.

3.4.2 Polindmio do terceiro grau

Consideremos a funcao polinomial complexa f : C — C definida por
f(x) = az® + azz® + arz + ag, (3.5)

az # 0, com zeros complexos r1, ry e r3, possivelmente repetidos. Novamente pelo teorema

da fatoragao do polindémio nas raizes (Teorema 3.11), temos que

f(z) =as(x —r)(x —ro)(z —r3)

= asx® + az(—ry — 1o — r3)x* + as(riry + 113 + rors)w — azrirors. (3.6)

Vamos agora comparar a defini¢ao do polindémio em (3.5) com o resultado obtido
em (3.6).

Comparando os termos quadraticos, obtemos a soma dos zeros do polinémio:

az(—r1 —ro—r3) = as
as
7’1—|—7"2—|—7°3:——.
as

Comparando os termos lineares, obtemos a soma dos produtos dos zeros tomados

dois a dois:

a3(7“17“2 -+ ri7Ts3 + 7“27"3) = a1
(431
T2 + 1173 +7“27"3 = —.

as

Comparando os termos independentes, obtemos o produto dos trés zeros:

—agrirars = dog

Qo
rrorg — ——.
as
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3.4.3 Polinémio do quarto grau

Antes de seguir para o caso de um polindémio qualquer, consideremos mais esse
caso. Analisé-lo pode ser util para a generalizacao que vira a seguir.

Seja f : C — C um polinémio complexo dado por
f(z) = agr* + asa® + agx® + ayx + ay, (3.7)

ay # 0, com zeros complexos 71, 19, 13 € T4. Mais uma vez pelo Teorema 3.11, podemos

fatorar f como f(z) = ay(x —r1)(z —re)(z —r3)(z —ry), e uma vez feitas as multiplicagoes
chegamos a
_ o4 3 2
f(z) = asx™ + ay(—r1 —ro — r3 — 1r4)x” + ag(rire + rirs + 117y + ror3 + rory + 134T
+CL4(—7”1T27’3 — T1Tory — 117374 — T2T37‘4>I‘ —+ aT17273T4.
(3.8)
Comparando os termos ciibicos obtemos a soma dos zeros do polinémio:

ag(—ry —ro —r3 —ry) =as

a3
M+ ro+r3+ryg=——.
Qg

Comparando os termos quadréticos, obtemos a soma dos zeros multiplicados dois a

dois:
ag(rimg + 1173 + Ty + rory + Tors + 1374) = Qo
a3
T1To + 7173 + 7174 + Tors + rory + 1r3ry = —.
Ay
Comparando os termos lineares, obtemos a soma dos zeros multiplicados trés a
trés:

CL4(—7“17’27“3 — reTy — TT3rg — 7“27“37“4) =

a1
17913 + 11797y + 111374 + Torgry = ——.

ag
Comparando os termos independentes, obtemos o produto dos quatro zeros do
polindémio.
A T1ToT3T4 = Qo

r1ror3ry — —.
Q4

Sigamos para o caso geral.
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3.4.4 Polinémio qualquer

Esta subsegao tem como referéncia o livro Polinomios e equagoes algébricas (2022)

da cole¢gao PROFMAT.

Seja f : C — C uma fungao polinomial definida por f(z) = a,2" + a,_12" 1 +

-+« 4+ a1r + ag, com zeros complexos ri, 7, ..., T,, possivelmente repetidos. Abreviaremos
por sg(ri,ra,...,m,) a soma dos zeros multiplicados entre si em grupos com k elementos,
isto é,

$1(re, ..y rp) = E ri=T1+re 4Ty
J

So(riy . nyry) = E TjTjy =T1T2 + 1173 4 -+ 117y + Tor3 + 1oy + -+ -+ 117y}
J1<g2
S3(r1,y ..oy 1y) = E TiTjyTjs = T1T2T3 + 17Ty + -+ 4 Tp_olp_17p;
J1<j2<73
Sn-1(r1, ... 1) = E TjTjy iy =T1T2 - Tp_1 -+ Tal3 Ty}
J1<j2<-<Jn-1
Sp(r1, 7oy ooy Ty) = T1Tg Ty
Pela definigao, nao faria sentido tomarmos so(r1,...,7,) ou Spy1(ry, ..., 7). En-
tretanto, para a propriedade a seguir serd necesséario definirmos so(r1,...,7,) = 1 e
Spa1(r1, ... ) = 0.

A demonstragao da proposicao sera feita com indugao. Para isso, sera necesséria a

relacao sj41(r1, ..., Tng1) = Sj41(r1s -+ o, Tn) + Tng18;(r1, ... 1), isto &,
S1(r1y ey Tng1) = S1(71, oy To) + T
So(T1y ey Tny1) = So(T1, .y Tn) + 81(71, -« o 7)) Tt
S3(r1y ey Tna1) = S3(11, .oy Tn) + S2(r1, oo o )Tt
Sn(r1y ooy Tna1) = Sn(r1, ooy ) + Su1 (71, - oy o) Tt
Spa1(T1, ooy Tna1) = Sp(T1y - oo )Tt

Lema 3.12. E vdlido que:

H(x —r)) =2 = s1(re, )2 sa(ry, )T TR (1) S0 (1, ).
=1

Demonstracao. A demonstracao sera feita por indugao sobre n > 2.
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Para n = 2 temos s1(r1,72) = 11 + 79 € S9(11,72) = 1172, Entéo

(x —r)(x —19) = 2% — (11 +1r9)x 4+ 7179

=% - s1(ry, o) + (—1)282(7‘1, 2),

logo vale a proposicgao.
Supondo que a proposicao vale para n, vamos desenvolver o produto

n+1

[[@—r) =@ —r)@—r)- (= 1)@ = ru).

J=1

Usando a hipotese da indugao para os n primeiros fatores, temos

n+1
[[@—r) =" =si(r, ... or)a" o (=) su(rn, )] (2 = Pnsa)
j=1

que, apos as devidas multiplicagoes, chega a

n+1

H(x — 7)) = 2" —[s1(r1, .. ) F )2+ [s2(T1y o T0) F 181 (T, )]
j=1

—[83(r1, ... Tn) F rnp182(re, )] A (D) s (),
onde podemos aplicar as relagoes discutidas anteriormente, chegando finalmente ao resul-

tado

n+1

H(x —rj) = " — Y T P (_1)n+13n+1(7“1, s Tag)-
j=1

]

Teorema 3.13 (Relagdes de Girard). Seja f : C — C um polinémio complexo definido

por f(x) = apx™ + ap_ 12"+ - + a1z + ag, com zeros ry, 7o, ..., 1, Entdo
— Jjn=J 5 _
$i(r1,..., ) = (—1) )= 1,...,n.
n

Demonstracao. Pelo Teorema 3.11 e pelo Lema 3.12 tem-se

f(@) = an(z —r)(x —ra) - - (2 =10

= ap2™ — aps1(ry, ..., )"+ anSa(T1, - .. ,rn)x"_Z + o Fan(—=1)"sn (11,0 ),

e comparando-se os termos de mesmo grau desse resultado com a definicao do polinémio,

aos mesmos moldes no que foi desenvolvido nas outras subse¢oes, obtém-se o resultado. [
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4 Equacdes algébricas

Uma equacgao algébrica, ou equagao polinomial, na incoégnita x é uma equagao que
que pode ser reduzida a forma p(x) = 0, onde p(x) é um polindémio. Dizemos que o grau

da equacao polinomial é o grau do polinémio p.

Por exemplo, a equagdo (z — 2)? + 3 = 2 é uma equagao polinomial do segundo

grau na incognita x, pois
(r—2°+3=2 < 2°—42+5=0, (4.1)

e o polinémio obtido é do segundo grau. J4 a equacao y* — 4y + 6y> = (y — 1)* ¢ uma

equacao polinomial do primeiro grau na incognita y, pois
v =4t 6yt = (y -1 = 4y—-1=0, (4.2)

e o polinémio p na expressao p(y) = 0 é do primeiro grau.

Quando nao ha risco de confusao, nao declaramos qual é a incégnita da equacgao.

Nao ¢ dificil ver que em (4.1) a incognita é x e em (4.2) a incognita é y.

Chamamos de raiz da equacdo o valor da incognita que verifica a igualdade. Por
exemplo, a equagao (4.1) tem raizes r1 = 2+1i e x5 = 2 — i, e a equagao (4.2) tem raiz
=3

Em prol da simplicidade de linguagem, é comum omitirmos a palavra polinomial.
Por exemplo, falamos “equagao do primeiro grau” para nos referirmos a uma equagao

polinomial do primeiro grau.

A solucao de uma equagao do primeiro grau é conhecida desde a antiguidade, e
consiste basicamente em realizar operagoes inversas. As solugoes das equagoes do segundo
grau eram conhecidas pelos babilonios ha 4000 anos (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 45).
Eles tratavam somente com coeficientes e resultados positivos (por seu sentido geométrico

de comprimento e area) e sabiam os métodos para resolver todos os casos.

Jé& as equagoes do terceiro grau s6 foram completamente compreendidas 2000 anos
depois. Essa historia se desenvolveu em poucas décadas na Italia Renascentista, e esta
brevemente resumida na proxima secao. O leitor que se interessar por mais detalhes,
como alguns personagens envolvidos que nao serao citados aqui ou a notagao matemaética

utilizada a época, pode encontra-los em Viana (2022) e Viana (2024).
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4.1 Histéria das equacdes clbicas

Por simplicidade de apresentagao, adotaremos aqui a notagao algébrica moderna,

com p e q representando niimeros positivos.

No comego do século XVI, Scipione Del Ferro (Italia, 1465 - 1526) encontrou a
solucao geral da equacdo 2® + px = ¢, mas nunca publicou o resultado obtido. Ao morrer,

legou-o a seu aluno Antonio Maria Del Fiore, que pretendia manté-lo em segredo.

Aconteceu que outro italiano, Nicolo “Tartaglia” Fontana (1500 - 1557), chegou
independentemente ao mesmo resultado. Surgiu, assim, uma rivalidade entre Tartaglia e
Del Fiore. Tal rivalidade culminou em um duelo matemético (pratica comum na época),

marcado para 22 de fevereiro de 1535.

Tartaglia fora mais longe que Del Ferro na solucao de equacgoes cubicas. Além de
resolver equacoes do tipo z3 4+ pr = ¢ ele também encontrara a solucio para equacoes do
tipo 23 + px? = ¢. Ele registrou em seu diério tal solucao encontrada no dia 14 de fevereiro,

uma semana antes do duelo.

Naturalmente, Tartaglia venceu a disputa, afinal ele sabia resolver mais casos que
Del Fiore. A partir daf sua carreira profissional deslanchou. J& para Del Fiore, esse episodio

marca o fim de sua carreira, com um baque em sua reputacao e a perda de seu emprego.

Outro prodigioso matematico da época foi Geréonimo Cardano, ja citado na Secao
2.1, que trata da histéria dos nimeros complexos. Ele solicitou a Tartaglia que lhe revelasse

o segredo da solugao da equagao ciibica. Tais pedidos tiveram respostas negativas.

Apoés muita insisténcia de Cardano, em 1539 Tartaglia viaja até Milao (onde
Cardano morava), e concorda em lhe entregar a solugao da equagao ctbica em troca de
uma carta de apresentagdo a um marqués local e da promessa de Cardano (jurada sobre a
Biblia) de nunca a publicar. Tartaglia entao entregou, na forma de poema, a solugao das

equacoes 75 + pr = q e 23 + q = px.

Porém, chegou ao conhecimento de Cardano que a solugao das equagoes ciibicas
havia sido encontrada primeiro por Del Ferro, e transmitida por ele a Del Fiore. Cardano
procurou Del Fiore, que lhe mostrou as anotagoes de seu professor. Assim, Cardano se
sentiu isento da necessidade de guardar o segredo sobre tal solucao. Afinal, Del Ferro

encontrara a solucao ainda antes de Tartaglia.

Em 1545, Cardano publicou em seu livro Artis Magnae a solugao da equagao
2® + pxr = ¢, dando o crédito da descoberta a Scipione Del Ferro, e da equacao quartica,

dando o crédito a Ludovico Ferrari (que era seu pupilo).

Tartaglia se sentiu traido, pois Cardano havia jurado nao publicar a solugao da
equagao cibica. Apdés uma série de troca de farpas, Tartaglia e Ferrari, discipulo de

Cardano, se enfrentaram em outro duelo matematico, em 10 de agosto de 1548 na cidade
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de Mildo (onde Ferrari residia). Tartaglia viajou acompanhado somente por seu irmao, e
Ferrari estava acompanhado por muitos simpatizantes. Os torcedores de Ferrari fizeram
confusao, dificultando as falas de Tartaglia. Ao final da primeira noite do confronto,
Tartaglia e seu irmao fugiram de volta para Bréscia, temendo por suas vidas. Ele foi

declarado perdedor do duelo por desisténcia, e perdeu seu emprego como professor.

42 Equacdes quadraticas

Uma equacao na incognita x é dita quadratica quando existem ntmeros complexos
a,b,c, com a # 0, tais que a equacao é equivalente a ax?® + bx + ¢ = 0.
Quando b = 0 temos um caso particular com solucao conhecida. Consideremos, por

exemplo, a equacao 322 — 18 = 0.

322 — 18 =0 < 322 =18

<:>x2—§
3

— =6

— =46

— z=+vV6ouxr=—-V6

Consideremos agora o exemplo 4y% + 9 = 0. Sua solucao sera

9
4P 4+9=0 yZI_Z

9

3
— y==+-1.
2
De modo mais geral, para uma equacao do tipo axz? + ¢ = 0, as solucdes complexas
sao dadas por

c
ar’+ec=0 < 22=--=
a

— r == —E.
a

Em equagoes completas, um método comumente utilizado é completar um trinoémio
quadrado perfeito. Neste trabalho, entretanto, adotaremos outras duas abordagens: a
primeira é geométrica (e esta relacionada ao completamento do trinémio quadrado), a
segunda é uma troca de variaveis (que estd mais proxima daquela que utilizaremos nas

equagoes cubicas).
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421 Solucdo geométrica

A abordagem defendida nesta subsegao é apresentada (e também defendida) por
Viana (2022), e pode ser encontrada de forma quase idéntica em Viana (2024). O método

serd ilustrado por dois exemplos.

O primeiro exemplo é a equacao 22 + 10z = 39. Geometricamente, x? representa a
area de um quadrado de lado x, representado em azul na Figura 18a. J& a parcela 10z
pode ser dividida em duas partes iguais (cada uma igual a 5z), representadas em verde na
Figura 18a como as areas de retangulos de lados 5 e x. Pelo representado na Figura 18a, a

soma das areas azul e verde ¢ igual a 39, pois a equacao ¢ 2 + 10z = 39.

Podemos acrescentar um quadrado adjacente as duas areas verdes. Esse quadrado
tera lados com medidas iguais a 5, de modo que sua area terd medida 25. Ele se encontra

representado em vermelho na Figura 18b.

Na Figura 18b temos um grande quadrado cujo lado tem medida x + 5. A area
desse quadrado tem medida 64, pois comegamos com as areas azul e verde (que somam 39)
e acrescentamos a elas a area vermelha (de medida 25). Como o quadrado tem area igual
a 64, seu lado tem medida de v/64 = 8. E como o lado tem medida = + 5, temos z + 5 = 8,

e concluimos que x = 3.

T r 5

X X
z 5 x 5
(a) Representagao geométrica de (b) Representacao geométrica de
2%+ 10z = 39 2% 4+ 10z + 25 = 39 + 25

Figura 18 — Solugao geométrica do primeiro exemplo

O segundo exemplo, ligeiramente diferente do primeiro, ¢ a equacao 22 — 6z = 8. De
modo similar ao feito no exemplo anterior, 22 é representado geometricamente pela area
de um quadrado de lado z, em azul na Figura 19a, e 6 sera dividido em dois retangulos
com medidas 3 e x, hachurados na Figura 19b. A diferenca desse exemplo para o anterior
é que, nesse caso, a area desses dois retangulos deve ser subtraida da area do quadrado

azul, e a area remanescente é igual a 8, conforme ilustra a Figura 19b.

Na Figura 19b, a area com medida igual a 8 tem o formato retangular; convém

reorganizar a figura, para que ela passe a ser um quadrado. Para isso, podemos reorientar



Capitulo 4. Equagdes algébricas 69

x x x
(a) Representagao geométrica (b) Representagdo geométrica (c) Representacao geométrica
de 22 de 22 — 6x =8 dez? —6x+9=8+9

Figura 19 — Solugao geométrica do segundo exemplo

o segundo retangulo de area 3z conforme a Figura 19c. E necesséario observar que ao fazer
isso surge uma area duplamente hachurada, pois esté contida nas areas dos dois retangulos.

Essa area corresponde a um quadrado de lado 3, sendo igual a 9.

Da area do quadrado de lado x, subtraimos duas vezes a area 3x; como o quadrado

de area 9 foi subtraido duas vezes, a area restante aumentou em 9 unidades.

Assim, a area restante corresponde a um quadrado de area igual a 17, de modo
que seu lado tem medida de v/17. E essa area corresponde a um quadrado de lado x — 3,
entao r — 3 = /17, logo z = 3 + V17.

A solugao geométrica de uma equagao quadratica possui a enorme vantagem de
dar sentido & solugao: mesmo que o estudante decore os passos para os reproduzir, em
cada etapa ele pode ver o resultado obtido e precisa refletir sobre ele. Outra vantagem é
o estimulo a criatividade matematica para resolver problemas, pois cada caso precisa de

uma abordagem propria.

Por outro lado, ela apresenta algumas desvantagens. Uma delas é estar restrita a
solugoes positivas. O primeiro exemplo tem uma solugao igual a —13 e o segundo tem
uma igual a 3 — /17, que nio podem ser obtidas geometricamente. E em equacoes que
nao tenham solugoes reais, como x? + 4z + 5 = 0, ndo podemos determinar nenhuma das
solugoes. Outra desvantagem ¢ a dificuldade de generalizagao do resultado. Os resultados
podem ser generalizados em cada caso, mas geometricamente nao é possivel reunir todos
em uma solucao universal. Como exemplo disso, basta observar que na segunda equacao
resolvida foi feita a suposi¢ao tacita de = > 6 (ver Figura 19b). Caso tivéssemos x < 6, a

figura construida e o raciocinio desenvolvido seriam diferentes.

Uma forma alternativa para resolver as equagoes quadraticas que supera essas

desvantagens ¢é apresentada na subse¢ao a seguir.
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4.2.2 Solucdo por troca de variaveis

Antes de proceder a solugao geral, vamos desenvolver um exemplo: resolver a
equacao 72 — 2x — 2 = 0. Para isso, faremos a substituicao z = y + A, em que \ é uma
constante real. Devemos escolher A de forma conveniente, com o objetivo de anular o termo

linear, isto é, fazer o coeficiente b ser igual a zero.
220 -2=0 <= (y+ N> -2(y+A)—-2=0
= P+ 22y + N =2 —22—2=0
= P+ RA-2y+ N —221—-2=0 (4.3)

Na equagao (4.3) desejamos ter 2\ — 2 = 0, logo A = 1. A substituigdo que convém
fazer é x = y + 1. Ao realizar tal substituicdo na equacao original, obtemos
2’ =20 —-2=0 < (y+1*-2(y+1)—2=0
= P +2+1-2y—2-2=0
—= " -3=0
= y= +/3.

Finalmente, recordemos que a equacao a ser resolvida é 22 — 2z — 2 = 0, isto é,

desejamos determinar x para que valha a igualdade. Nesse processo fizemos a substitui¢ao

x =y + 1 (equivalentemente temos y = x — 1) e concluimos que y = ++/3. Assim, temos
y=+v3 ou y=-3
r—1= \/§ ou z—1= —\/§
r=1+ \/§ ou z=1-— \/§ .

Concluido esse exemplo, investiguemos o caso geral. Seja uma equagao quadratica
na incoégnita r dada por
ar® + bz +c=0, (4.4)

com a,b,c € C e a# 0. Una primeira ideia é obter uma equagao equivalente com termo
dominante igual a 1, o que deve facilitar o trabalho. Como a # 0, podemos dividir os dois

lados da igualdade em (4.4) por a, obtendo
b
22+ -z + = =0.
a a
b

Por simplicidade de notagao, sejam p = ¢ e ¢ = <. Assim, a equagao ¢ reduzida a

2 +pr+q=0. (4.5)

Facamos a substituicao x = y + A, de modo a anular o termo linear. Note que ao

substituir no primeiro termo teremos (y + A)?, cujo termo linear é 2y, e ao substituir no
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segundo termo teremos p(y + A), cujo termo linear é py. Para que 2\y + py = 0 devemos

p

ter A = —£. Voltemos a (4.5) e facamos a substituicao z =y — L.

2 +pr+qg=0

Y oY e
(v-2) +p(v-3%)+a

2 2
p p
v —py+ oty -5 +q=0
1 2
2
2 D
_ v -0
v -+
2
2 _ D
v =T —a
y2:p2—4q
1
p? —4q
— 4
Y A
p? —4q
0
y 2

Voltando & incognita original, de z = y — £ temos y = = + £. Entao o resultado ¢

P p? —4q
f_4vV2
x—|—2 7
o P VP4
2 2

1
x:§<—p:t \/p2—4q>.

Por fim, lembre que comecamos com a equacao azx’ + bx + ¢ = 0, e que fizemos

p= g e ¢ = <. Substituindo p e ¢, podemos concluir com

1 b b2 — dac
—_ - ——:l: —
v 2( a a? )

1( b \/b2—4ac)
p= (o X
2 a a

x_—bi\/b2—4ac
N 2a ’

(4.6)

(4.7)

(4.8)

E importante observar um detalhe na passagem de (4.6) para (4.7). Ali foi adotado

Va? = a, o que nao é preciso matematicamente. Se a € R*, entdo vVa? = |a|, isto &, se

Va? = a caso a seja um numero positivo e v/a = —a se a é um namero negativo. Ambos
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os casos chegam a mesma solucao final (4.8), pela simetria entre as operagoes de adi¢ao e

subtracao em frente ao radical.

E se a ¢ R, a defini¢do de mdédulo é um pouco mais trabalhosa de lidar, mas ainda

tem-se Va? = a e vVa? = —a, sendo que o sinal é uma convencao. Assim, o resultado final
se mantém.

O resultado em (4.8), utilizado para resolver equagdes quadréaticas, é conhecido por
formula quadrdtica. No Brasil é popularmente conhecido como formula de Bhaskara, em

homenagem a um matematico hindu que a publicou em sua obra Lilavati no século XII.

E importante notar que na mesma expressao hé, na verdade, duas igualdades.

. . ~ haP2

Poderiamos ter escrito que os valores complexos de x sao dados por x; = W e
_ —b—+/b%—4dac

T = - oa

Note também que é possivel resolver uma equagao quadratica simplesmente seguindo
o método, em vez de aplicar a formula. Adotar um método para resolver, em vez de
aplicar uma foérmula pronta, ndo é algo extraordinario na matematica. E assim que
resolvemos equagoes do primeiro grau, equagoes biquadradas, equagoes irracionais e
equagoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem, por exemplo. Para as equagoes
quadraticas, podemos considerar a forma x? + pr + ¢ = 0 (caso o coeficiente de z? seja

diferente de 1, basta dividir os dois lados da igualdade por tal nimero). Entao

1. fazer a substituicdo z = y — £, de modo a anular o termo linear;
2. resolver a equacao obtida;
3. fazer a substituicao inversa a do primeiro item, y = x + £;

4. fazer as operagoes finais para obter os valores de .

4.2.3 Soma e produto

A soma e o produto das raizes de uma equacao quadratica constituem o caso inicial
do estudo das relagoes de Girard. Elas ja foram discutidas no capitulo anterior, porém
com uma abordagem diferente. Aqui, elas serao desenvolvidas com um viés mais proximo

aquele que é adotado no 9° ano do Ensino Fundamental.

— 2 _ —_bh— 2_ ~ , ~
%\/TW e Ty = =b=vbP—dac o5 as vaizes de ax? + bx + ¢ = 0, entao a

Se 1, = o

soma das raizes é

—b+Vb2% — 4ac N —b —Vb? — 4dac

Tt T2 = 2a 2a

—2b
2a

—b
a
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e o produto das raizes ¢é

—b+Vb? —4dac —b— Vb —4dac

Tl To =

2a 2a
B b2 — (\/b2 — 4ac)2
B 4a?
B b? — b% + 4dac
- 4a?
B 4ac
" 4a?
_ ¢
a

Particularmente, se a = 1 a soma das raizes é o coeficiente b com o sinal trocado e
o produto é igual ao coeficiente ¢, isto é, a equagao pode ser escrita como x? — (z1 + x2)x +

(x129) = 0.

Esse fato é bastante explorado na Educacao Bésica de duas maneiras diferentes. A
primeira maneira é determinar as raizes de uma equacao. Por exemplo, dada a equacao
2% — 9x + 14 = 0, suas rafzes sdo os nimeros cuja soma ¢ igual a 9 e o produto é igual a

14. Nao hé dificuldade em perceber que tais nimeros sao 2 e 7.

Outra maneira de usar a soma e o produto é para montar equagoes. Isso é bastante
util para professores. Ao montar uma equagao quadratica com coeficientes inteiros escolhidos
aleatoriamente, as rafzes podem ser irracionais. Por exemplo, na equacao 22 — 3z — 1 = 0,

% V13 "o que nao é um exemplo simples para os alunos resolverem.

as raizes sao r =
Como montar um exemplo mais simples, entao? O professor primeiro escolhe as raizes,
depois monta a equacao a partir da sua soma e do seu produto. Por exemplo, se quiser
uma equagao com raizes 4 e 6, é necessario observar que sua soma é 10 e seu produto é 24.

Assim, a equacao quadratica serd x? — 10x + 24 = 0.

Esse raciocinio é tutil para a solucao de equagoes ciibicas, como serd mostrado na

proxima secao.

4.3 Equacdes clbicas

A principal referéncia para a essa secao é o livro Polindmios e equacoes algébricas
(2022) da colecio PROFMAT.

Uma equagao é ciibica quando existem a,b,c,d € C, a # 0, tais que a equagao é

equivalente a
az® + br* +cx +d = 0.

Nesta secao sera discutida a solucao de tal tipo de equacao. Primeiro analisaremos

um caso particular, seguindo para o método em um caso geral, concluindo com a férmula.
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Em muitos contextos na matematica, antes de abordar um problema de modo geral
comecamos a estudar alguns casos particulares. E o que fazemos, por exemplo, no estudo
das equacoes quadraticas no 9° ano do Ensino Fundamental: comecamos pelos casos em
que algum dos coeficientes b ou ¢ é zero, para sb6 entao seguir para as equagoes completas.
Outro exemplo é o estudo do teorema de Pitédgoras (caso particular) que antecede o estudo

da lei dos cossenos (caso geral).

A vantagem de abordar o problema a partir de casos particulares é que a solucao
do caso particular é mais simples, e nesse processo podemos desenvolver um pouco da
teoria que posteriormente sera 1til para o caso geral. Resolver um caso particular nao é

um fim em si, mas um meio para um fim.

Antes de abordarmos as equagoes propriamente ditas, recordemos alguns pontos da
teoria ja desenvolvida neste trabalho. Na tltima se¢ao do Capitulo 2 foi estudado o calculo
de raizes no conjunto dos niimeros complexos. Foi mostrado que todas as raizes de um
nimero complexo qualquer podem ser obtidas a partir do produto de uma raiz particular
(wp) pelas raizes n-ésimas da unidade (w*), vide Observacao 2.9. Falando especificamente
de raizes cubicas, temos w = cos %’r + 1 -sen %” = —% + \/732 como a raiz cibica primitiva
da unidade. Para obter {/—8, por exemplo, temos trés valores: wy = —2 (raiz particular),

w; = wow = 1 — V/3i e wy = wow? =1 4+ /3i.

Além disso, conforme o Teorema Fundamental da Algebra, discutido no Capitulo

3, uma equacao cibica deve ter exatamente 3 raizes complexas.

4.3.1 O caso particular

O primeiro caso a ser resolvido ¢ a equagao que nao tem o termo do segundo grau.

Antes de demonstrar a férmula, tomemos como exemplo a equacao
2 — 152 — 4 =0, (4.9)
resolvida por Cardano no século XVI. Para isso, faremos a substituicao x = u + v, obtendo
(u+v)* —15(u+v) —4=0
u® + 3uv + 3uv? + 0 — 15u — 150 —4 =0
u? +v° — 4+ 3uv(u+v) — 15(u+v) =0
(u® +v* —4) + (u +v)(3uv — 15) = 0.

Podemos verificar a igualdade final fazendo u® 4+ v3 = 4 e uv = 5. Elevando os dois

3

lados da segunda igualdade ao cubo, obtemos u?v® = 125, e assim concluimos que cada

solugao (u,v) do sistema
w4vd =4

(4.10)
wdvd =125
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nos fornece uma solugao da equagao original.

No sistema em (4.10) u® e v3

sao numeros tais que sua soma € 4 e seu produto
¢ 125. Assim, esses ntimeros sao raizes da equacao quadratica z? — 4z + 125 = 0. Pela

formula quadratica, essa equacao tem raizes zy =2+ 111 e 20 = 2 — 114.

Como u e v sdo indistinguiveis no sistema (4.10), podemos adotar u® = 2 + 11i e
v® =2 — 11i. Segue que u = /z1 e v = ¥/z3. Conforme a Se¢do 2.5.5, {/z = w equivale a
w™ = z. Assim, por simplicidade, representaremos a raiz particular' u; de z; como /z1,
isto ¢, uy = ¥/z1. Para o que segue, nao é necessario explicitar u; na forma algébrica (ou
na forma polar). Como consequéncia (conforme Observagao 2.9), as demais raizes ctubicas
2

T & a ralz cubica

de z; sao dadas por uy = wjw e ug = uw?, em que w = cos 27” +i-sen =

primitiva da unidade (o que implica que w® = 1).
Pelo desenvolvido,
u = V2 + 114,

Uy = wv2+11i e

us = w?v/2 + 11i.
Analogamente, as raizes cibicas de zy sao dadas por:

v = V2 — 114,

vy = w2 —1li e

vg = wv/2 — 11i.

A escolha das combinagoes entre as raizes u e v multiplicadas pelas raizes da
unidade é feita levando em considerac¢ao que devemos ter uv = 5 (ou, de modo equivalente,

u3v® = 125). Com isso, temos os pares de solugoes (uy,v1), (uz, ve) € (uz,v3).

Por fim, como a solugao da equagao (4.9) é z = u + v, obtemos trés solugdes:

T = w v = 2410+ 211,
To= Up+v9= w2+ 1li+wy2—1lie

T3 = Us+v3= w2+ 11i+ w2 —11i.

Com o método dado, podemos seguir para a deducao da féormula de Cardano, para
resolver a equagao
2+ pr+q=0. (4.11)

L No calculo de n raizes complexas, adotamos a notacao com os indices variando de 0 a n — 1; por outro

lado, ao resolver equagoes polinomiais de grau n, costumamos adotar os indices de 1 a n.
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Fazendo a substituicao x = u + v, obtemos

(u+v)+plutv)+q=0

u? + 3u*v + 3uv? + v+ plu+v) +qg=0
u? +v* 4+ ¢+ 3uv(u+v) +plu+v) =0
(u® 4+ v* + q) + (u+v)(3uv + p) = 0,

sendo que a ultima igualdade é verificada se u® +v® = —q e uv = —~%, que implica em
wd = —’2’—?;. Assim, as solugdes (u,v) do sistema
ud + 03 = —¢q
3 4.12
W = 2 (4.12)
27

nos fornecem, em fungao de p e ¢, os valores de u e v que satisfazem a equagao (4.11).

Pelas equagoes do sistema (4.12) vemos que u?® e v3 sdo ntimeros tais que sua soma
. L. 3 . - . ~ "
¢ igual a —q e seu produto ¢ igual a —Z-. Assim, eles sdo raizes da equagao quadratica

3

2 p
——==0.

Da ja conhecida formula quadratica, as raizes dessa equacao, e portanto valores de

q ¢ p q ¢ p
A=yt Tt erT Tyt

E como u e v s@o indistinguiveis no sistema (4.12), sem perda de generalidade

u? e v, sao

podemos tomar u® = z; e v3 = 2. Segue que u = ¥z e v = Yz, logo temos trés valores

complexos distintos para u e trés valores complexos distintos para v. Lembrando que

uv = —%, teremos os trés pares de solugoes
o u; = Yz e v = Y2z, POIS u1vy = Y2122 = —&;
® Uy = W/Z] € Vg = w2,3/z2, Pois UsVy = w33 2129 = —§;
o U3 = w7z e V3 = W Za, POiS U3 = W Y2129 = —£.

2r

o ¢ a raiz cibica primitiva da unidade, o que

Aqui, novamente w = cos %’r + 7 - sen

implica em w? = 1.
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Com os valores de u e v obtemos as solugoes da equagao cibica (4.11):

sl g ¢ P 3 q ' p3
_ B SR L TR O B B L S 4.13
= \/ > TV T 7+\/ > V7 T (4.13)
R SV C GRS ST S Ul

pome SR T 2 FIT:
ISR 11 B SR N aprpy B B L G
P 2TV T 2 T

Ao apresentar tais formulas, podem ser feitas as substitui¢cbes w = —= —|— ‘[z e

w? = —% — %z, bem como explicitar u; e v; na sua forma algébrica. Como Cardano foi
o primeiro a publicar a formula resolvente da equacao cubica, essas féormulas levam seu

noime.

Conhecida a soluc¢ao do caso particular, podemos seguir para a solucao de uma

equacgao ciibica completa na proxima subsecao.

4.3.2 O caso geral

Para resolver uma equagcao do tipo
ar® +ba® +cx +d =0, (4.14)

a abordagem adotada sera reduzir esse problema ao caso ja conhecido, isto é, anular o
termo quadratico. Para isso, faremos a troca de varidveis x = y + A, escolhendo A de modo

que seja conveniente. Fazendo a substituigao, obtemos

aly+A)? +by+ N +c(y+ ) +d=0.

Busquemos o termo quadratico na variavel y. Do primeiro produto notavel obtemos
3a)y?, e do segundo obtemos by?. Assim, para que na equacio obtida possamos anular o
b

termo quadratico, devemos ter 3aA +b =0, logo A = —2-.

Assim, para resolver uma equagao completa basta fazer a substituicao
r=y— —,
4 3a
aplicar as formulas (ou o método) de Cardano na equagao obtida, e finalmente fazer a

substituicao inversa para retornar a variavel original.

Por exemplo, tomemos a equacao x® + 622 — 3x — 12 = 0. Ao fazer a substituicao

x =y — 2, chegamos a equacao y® — 15y + 10 = 0, cujas raizes podem ser obtidas pelas
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formulas de Cardano:

Y1 = /=5 + 10i + /=5 — 104,
Yo = wv/—5 + 10i + w?v/—5 — 107 e
ys = w?v/—5 + 10i + wv/—5 — 10i.

E como x = y — 2, as solugoes para a incognita x sao

1 =/ —5+10i + v/—5 — 10i — 2,
o =wV =5+ 100 + w?vV/—5—10i — 2 ¢
T3 = w*v/ =5+ 10i + wv/—5 — 10i — 2.

4.3.3 A férmula completa

Obter uma férmula para resolver a equacao ctibica completa é mais uma questao
de curiosidade matematica que praticidade. Em geral, costuma ser mais facil aplicar o
método descrito hé pouco que a formula em si. Ainda assim, a curiosidade matematica é

justificativa suficiente para desenvolver tal formula.

Consideremos novamente a equacao cubica
3 2 _
ax® +br*+cr+d=0

e fagcamos a troca de variaveis x =y — 3% Desenvolvendo todas as operagoes e dividindo a

equagao final por a # 0, obtemos

3. _b2+c n 2b3_bc+d _0
4 3a2  a y 2743 3a2  a)

: ‘ _ b> c _2n be d
que pode ser resolvida pelas formulas de Cardano, tomandop = —z5+7eq= 575 — 55 +5.
Substituindo essas expressoes nas formulas, e lembrando que z = —% + vy, chegamos a

by e 4 [PE R & E
17 34 27a®>  6a2 2a 108a* = 27a* 6a3 27a3  4a?

TN -
27a®  6a2 2a 108a* ~ 27a*  6a3  27a3  4a?’

e as outras raizes podem ser obtidas multiplicando os radicais por w = —% + \/752 e
w?=—3 — ‘/752', sendo

27 34 2 2 27a3  6a2 2a 108a*  2T7a* 6a®> 27a3  4a?

1 V3 b3 be d b%c2 b3d  bed 3 d?
N R 2 I B T b — s+,
2 2 27a3  6a? 2a 108a* = 27a* 6a3 27a3  4a?
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e finalmente

b+ 1 V3.\ s B +bc d+\/ b2c2 +b3d bcd+ 3 +d2
LT == ——— —_—— = —1 — _— _— _— _—
3 3a 2 2 27a3  6a2 2a 108a* = 27a* 6a® 27a3  4a2

N _1+\/§Z, s b N be  d _\/_ b2c2 N b3d _bcd+ 3 N d2
2 2 27a3  6a?2 2a 108a?  27a* 6a3 2743  4a?’

Na proxima subsecao daremos um passo além, abordando as equagoes quarticas.

4 4 Equacdes quarticas

As principais referéncias para a escrita dessa segao foram Hefez e Villela (2022),
Curti (2015) e Hennemann (2021).

Dizemos que uma equagao é quartica, ou do quarto grau, quando existem a, b, ¢, d, e €

C tais que a equacao é equivalente a
azt +bxd + cx® +dx +e =0,

onde a # 0 e e representa um nimero qualquer, nao necessariamente a constante de Euler.

A partir da solucao da equagao cubica, fornecida por Tartaglia, Cardano fez avancos
além do que o primeiro havia feito. Entre esses avancos, esté a solugao da equagao quartica,

publicada por ele no Artis Magnae atribuindo os créditos a seu aluno, Ludovico Ferrari.

A solugao de uma equacao quértica no século XVI representa um avanco digno
de nota. Ja foi mencionado neste trabalho que os matemaéticos renascentistas tratavam
equagoes sob uma linguagem geométrica, influenciados pela tradigao helenistica. Resolviam
equacoes quadraticas completando um quadrado, e equagoes cubicas completando um
cubo. Entretanto, que nao ha uma representacao geométrica para uma equacao quéartica.
Assim, a obra Artis Magnae (a “Arte Maior”, em tradugdo livre) representa uma ruptura

epistemoldgica na matematica por ser um tratado de dlgebra em si, como uma area propria.

A ideia geral para resolver a equacao quéartica é completar dois trinémios quadrados

perfeitos. Analisemos um quadrado da soma do tipo

(2% +b)? = 2* + 2b2® + b* (4.15)

Nele, temos a varidvel x no quarto grau, como desejamos. Porém nao figura o termo
de terceiro grau. O primeiro passo é, portanto, anular o termo do terceiro grau. Cardano
j& sabia fazer isso, entao o procedimento era destinado a resolver a equacao quartica
incompleta.

Seja

ar* +ba® + e’ +dr+e=0 (4.16)



Capitulo 4. Equagdes algébricas 80

uma equacgao quartica. Fazendo a substituicao x = y + A, a equagao assume a forma
aly+ N +b(y + A2+ c(y+ A +dy+ ) +e=0,

onde temos interesse de anular o termo do terceiro grau na variével y. No desenvolvimento

do primeiro binémio, tal termo sera 4a)ly®. No desenvolvimento do segundo binémio,

5

1. Portanto, a
a

ele sera by?. Para anular o termo (4a) + b)y®, devemos adotar A\ = —

substituicao que convém fazer é

b

Antes de desenvolvermos o método de forma geral, fagcamos um exemplo para dar

luz as ideias. Considere a equacao
ot — 82 + 152% — 162 + 26 = 0. (4.17)
O primeiro passo é anular o termo ctibico, o que pode ser feito através da substituicao

T =19+ 2.

Desenvolvendo as operagoes, (4.17) se reduz a
yt —9y* — 20y +6 =0, (4.18)

onde buscaremos completar os dois trinémios quadrados perfeitos. Reorganizemos a
igualdade em (4.18) em busca desse objetivo: do lado esquerdo da igualdade, um trinémio

da mesma forma de (4.15) e no lado direito um trinémio usual. Teremos

y* — 9y + 6 = 20y (4.19)
v oy — 9y + 6+ 8 =ay® +20y + 3 (4.20)
vyt 4 (a— 9y + (6 4+ B) = ay® + 20y + f, (4.21)

onde em (4.19) o termo 20y foi separado, pois nao ha termo linear no produto notével
do tipo (4.15). Na passagem de (4.19) para (4.20) os termos ay?* e 3 foram acrescentados

para completar o trindmio no segundo membro da equagao.

Desejamos determinar quais sao os nimeros « e 3, ambos nao nulos, para termos
os trindmios. Feito isso, poderemos fatorar as expressoes e calcular a raiz quadrada nos

dois lados da igualdade.

As expressoes nos dois lados da igualdade em (4.21) sdo trindémios na variavel y.
Para que esses trinomios sejam quadrados perfeitos, ambos os discriminantes devem ser

iguais a zero. Na expressao do lado direito, temos

400 — 408 = 0
100
g=—.
(0
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Susbtituindo esse resultado no célculo do outro discriminante, teremos
(@ —9)2—4(6+p8)=0

(a—9)2—4(6+12—0) =0

400
o> —18a+81 —24— — =0
«

a® —18a% 4+ 57a — 400 = 0,

que é uma equagao cibica, ja resolvida. Nao é necessario determinar todas as raizes: basta
um par de valores («, ) para podermos fatorar as expressoes em (4.21) como trinémios

quadrados perfeitos.

Neste caso, uma soluc¢ao sera o = 16, que implica em [ = %. Substituindo esses

valores em (4.21) teremos

49 25
yt+ Ty? + — = 16y + 20y + —

4 4
2
(7+5) =(+3)
5\ 2
— 4
(e 2) = (o)
5
=14 b
g =g,
que implica em
7 ) 7 )
2 _:4 e 2 _:_4 =
y+2 y+2 ou y+2 Y 5

Y —4dy+1=0 ou YP*+4y+6=0

=243 ou y=-24++2i.
Por fim, precisamos retornar a variavel original. Como x = y + 2, temos as quatro

raizes complexas: r1 =4 + \/§, To =4 — \/§, T3 = V2 ex, =—/2i.
4.4.1 Solucdo geral - o método de Ferrari
Dada a equagao quéartica
azt + b3+ cx® +dx +e=0,
fazendo a substituicao r =y — ﬁ e desenvolvendo as operagoes, chegamos a
4 32 30 ¢\ v bc d 3b* Ve bd e
vyt (@—@Wﬁ * (@—z—aﬁa)y* (—256a4+@—4—a2+5) =0

Por simplicidade de notacao, consideremos os coeficientes como p, ¢ e r, de modo

que a equacao assuma a forma y* + py? + qy +1r = 0.
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Reorganizando a equacao para encontrarmos os dois trinémios quadrados perfeitos,

teremos

v oyt +ay+r=0
vt py’ = —qy
y' oy Fpyt e+ B=ay’ —qy+ B
y' - (a+py’ +(r+B)=ay’ —qu+ 8 (4.22)

onde os termos ay? e  foram adicionados para completar os trinémios.

Para que os trindmios obtidos sejam quadrados perfeitos, ambos os discriminantes

devem ser iguais a zero. Assim,

(—¢)*—4-a-=0

¢ —4aB =0
2

_ 4
B_4oz

que iremos substituir em
(a+p)?—4(r+8)=0

(a+p)?—4 r+q—2 =0
4o

2
oz2—|—2poz—|—p2—47“—q—:0
o

o® 4 2pa® + (p* — 4r)a — ¢* =0,
onde chegamos a uma equagao cubica, cuja solugao é conhecida.

Uma vez determinado o valor de «, temos = g, e a expressao em (4.22) possui
dois trinomios quadrados perfeitos. A partir dai eles podem ser fatorados, e calculada a
raiz quadrada nos dois lados da igualdade, chega-se aos valores de y. Por fim, basta voltar

a incognita original.

442 A férmula resolvente da equacio quartica

Assim como para a equacao cibica, a formula da equagao quartica nao representa
uma simplicidade no calculo. Determinar tal férmula é, sobretudo, uma questao de

curiosidade matemaética.

Dada a equacao
az* + P e’ +de+e=0

definimos os parametros

32 32 N c
e p=— — — + —
P 8a?2 4a?  a’
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b be n d
o g=—— — 4+ —
¢ a3  2a2 a’

3bt b2c bd e

* T T o560 T 1667 a2 T @
8 3 2 4 2
R e O )
27 3 2
oAl P4 8¢ pPp—dr)  (p—4r) ¢
27 27 3 27 1

a:—%+€/§+ﬂ+€/€—ﬂe

As raizes da equacao sao dadas por

b +—\/aj:\/a—4\/r+5j:4\/ﬁ
2 )

da

(4.23)

xr =

sendo que as quatro raizes complexas sao obtidas combinando-se os sinais de adigao e

subtragdo em (4.23).
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5 Problemas

Este capitulo contém uma selecao de problemas envolvendo os contetidos de niimeros
complexos, polindmios e equagoes algébricas, pertinentes ao que foi desenvolvido nos
capitulos anteriores. Tais problemas podem ser aproveitados no terceiro ano do Ensino
Médio em um itineréario formativo de aprofundamento em matematica, ou como prepara¢ao

para provas olimpicas ou vestibulares.

Todas as questoes foram selecionadas entre trés provas: o concurso de admissao ao
IME, o vestibular do ITA e o AIME.

O IME (Instituto Militar de Engenharia) ¢ o ITA (Instituto Tecnolégico de Aero-
nautica) sao instituigoes de ensino superior brasileiras voltadas ao ensino de engenharia.
Suas provas de admissao sao conhecidas por exigirem um nivel de conhecimento acima
da média. Ambos sao realizados em duas fases, sendo a primeira uma prova de multipla

escolha e a segunda uma prova discursiva.

As provas e solugoes podem ser obtidas nos seguintes enderecos eletronicos:

e provas do IME: https://www.ime.eb.mil.br/provas-anteriores-cfg.html;
e provas do ITA: https://vestibular.ita.br/provas.htm;

e resolugoes do IME: https://poliedroresolve.sistemapoliedro.com.br/vesti

bulares/ime;

e resolugoes do ITA: https://poliedroresolve.sistemapoliedro.com.br/vestib

ulares/ita.

O AIME (American Invitational Mathematics Examination) ¢ uma olimpiada
de matematica realizada nos Estados Unidos, destinada aos estudantes com melhor
desempenho na AMC (American Mathematics Competitions)'. Ela ¢ uma prova composta
por 15 questoes em ordem crescente de dificuldade, abrangendo temas como &lgebra,
geometria, teoria dos ntmeros e anélise combinatoria. As respostas das questoes sao
nimeros inteiros de 1 a 999, respondidas com trés digitos. Por exemplo, se a resposta
de uma questao é 8, ela deve ser registrada como 008. Anualmente ocorrem duas provas,
nomeadas AIME I e AIME II. As questoes e resolugoes podem ser encontradas em https:

//artofproblemsolving.com/wiki/index.php/AIME_Problems_and_Solutions.

A escolha por essas trés bancas tem dois motivos principais: essas provas abrangem

os temas tratados neste trabalho (ntmeros complexos, polindmios e equagoes algébricas) e

1

Comparando com o contexto brasileiro, & como se fosse a segunda fase da OBMEP (Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas).
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tém um nivel de complexidade razoavel. Foram escolhidas questoes recentes, no triénio 2022
- 2024, sendo excluidas questoes que fossem excessivamente sofisticadas ou trabalhosas.

Além disso, foi dada preferéncia a questoes dissertativas.

O desenvolvimento das solugoes dessas questoes ilustra algumas aplicagoes da teoria

desenvolvida nos capitulos anteriores, como

e a importancia da forma polar dos nimeros complexos para resolver alguns problemas

(como discutido na Secao 2.5, especialmente as formulas de De Moivre);

a relevancia da representagao geométrica dos niimeros complexos;

o papel dos ntimeros complexos para que se tenha uma teoria completa sobre as

funcoes e equagoes polinomiais;

e a relevancia dos zeros de uma fungao polinomial;

a importancia das relagoes de Girard;

e 0 uso da segunda férmula de De Moivre para encontrar as n-ésimas raizes complexas

de um namero dado;

e a importancia das raizes n-ésimas da unidade;

o desenvolvimento do método de Ferrari para calcular as raizes de uma equagao

quartica.

Cabe salientar que o objetivo da educagao matemética nao é simplesmente preparar
o aluno para esse tipo de avaliacao. Por outro lado, essas avaliagoes buscam avaliar

importantes habilidades mateméticas.

5.1 IME 2023

Problema 1 (Desigualdades no plano complexo).
Considere os conjuntos de niimeros complexos:
A={z+iytalque z,y e Re ||+ |y| <r} e
B = {x + iy tal que z,y € R e max{|z — al, |y — b|} < ¢},

onde 7, a, b e ¢ sdo ntmeros reais positivos e max{xzy, x2} ¢ o maior valor entre os reais

e r9. O menor valor de r, em funcao de a, b e ¢, para que se tenha B C A é

(A) a+b+c

(B) (a+b)vV2+c
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(C) 2(a+b)+c
(D) a+b+2c
(E) 2(a+b+¢)

Solugao. Comecemos analisando a desigualdade |z| + |y| < r.

Se z > 0, entdo |z| = z; se x < 0, entdo || = —z. Analogamente, y > 0 implica

que |y| =y e y < 0 implica que |y| = —y. Assim,

esex>0ey>0,entao |z|+ |yl =z +y;

sex>0ey<0,entdo x|+ |yl =2 —y;
e sex<0ey>0,entdo |z|+ |y = —x +y;

e sex<0ey<0,entdo |z|+ |yl =—2—y.

Todos os casos de |z|+ |y| < r, para r > 0, estao apresentados na Figura 20. Unindo
todos eles, o conjunto A corresponde aos niimeros complexos que, no plano complexo,
pertencem uma regiao quadrada de centro na origem e vértices sobre os eixos, cuja diagonal

tem medida 2r (ver Figura 21).

Y ) Y )
r r
r —r
rx x r x
—r —r
(a)z>0ey>0 (b)x>0ey<0 (c)x<0ey<0 (d)x<0ey>0

Figura 20 — Todos os casos para |z| + |y| <

T

Figura 21 — Conjunto A
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Analisemos agora o conjunto B. Se max{|z —al, |y — b|} < ¢, entdo |zt —a| <ce
ly—bl<c

Geometricamente, |z —a| representa a distancia do nimero x até o niamero a. Como
temos |r — a| < ¢, temos o conjunto das abscissas cuja distancia até a é menor que ou

igual a c. Algebricamente, teremos uma defini¢ao equivalente:

lt—al|<c¢c <<= —c<zr—a<c

<~ a—c<z<a+ec.

No sistema cartesiano, isso corresponde a regiao representada na Figura 22a.

Y.
Y.
. b+c
| e
b—c
x
a—c @ a+c
(a) Representacao de |z —a| < ¢ (b) Representagao de |y — b| < ¢

Figura 22 — Partes do conjunto B

De modo similar, |y — b| representa a distancia do ntimero y até o nimero b. Assim,
ly — b < ¢ é o conjunto das ordenadas cuja distancia até b é menor que ou igual a c.

Algebricamente, temos

ly—bl<c¢c <= —c<y—-b<c

<~ b—c<y<b+ec

No sistema cartesiano, temos a representacao na Figura 22b.

Assim, para que se tenha ambas as desigualdades valendo no conjunto B, devemos
ter a interseccao entre as duas partes. Assim, a representa¢ao do conjunto B no plano
complexo é um quadrado centrado em (a,b) e lado com medida 2¢, conforme ilustra a

Figura 23.

Desejamos determinar o menor valor de r para que B C A. Note que para isso, o
vértice do canto superior direito do quadrado, cujas coordenadas sdo (a + ¢, b+ ¢), deve
pertencer a reta x + y = r. Ambos os conjuntos e o caso com o valor minimo de r estao

representados na Figura 24.
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a—c a4 a+cX

Figura 23 — Conjunto B

Figura 24 — Conjuntos A e B com r minimo

Finalmente, se o ponto (a + ¢, b + ¢) pertence a reta x + y = r, podemos substituir

suas coordenadas na equacao, obtendoa+c+b+c=a+b+2c=r.

Como o menor valor possivel para r serd a + b+ 2c¢, a resposta correta ¢ a letra (D).

5.2 IME 2023

Problema 2 (Raizes de uma equagao cubica).

As raizes da equacao 423 — 4022 + 1292 — 125 = 0 sao os comprimentos dos lados de um

triangulo em metros.
Determine a area desse triangulo.
Solucao.

Uma forma de calcular a medida da area de um tridangulo é aplicar a formula
de Heron, batizada em homenagem ao matematico grego Heron de Alexandria. Se um

triangulo tem lados com medidas a, b e ¢, entao sua area é dada por

A= /p(p—a)(p—b)(p— o),

a+b+c

onde p = 5

é o semiperimetro do triangulo.

E possivel encontrar as raizes da equagao a partir do método desenvolvido na Se¢ao

4.3. Porém, os calculos se tornam excessivamente trabalhosos. Na féormula de Cardano,
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como desenvolvido em (4.13), teriamos 2

x—@ 3——Ej: n—2+@ondem——5en—@
3) 2 4 27 o120 108

Nesse caso, é mais pratico usar as relagoes de Girard, conforme desenvolvidas na
Subsecao 3.4.2.

Sejam a, b e ¢ as raizes da equagao (e, consequentemente, os comprimentos dos

lados do triangulo). Pelas relagoes de Girard, temos

4
a+b+c:Z0:10,
129
ab—l—ac—l—bc:Te
125
be = —.
abc 1

Se a + b+ ¢ = 10, entao o semiperimetro é p = 5. Pela formula de Heron, a area do

triangulo tem medida, em metros quadrados, igual a

A=+/5(5—-a)(5—-b)(5—c). (5.1)

Vamos desenvolver o produto entre os parénteses.

(5—a)(5=0)(b—c) =125 — 25a — 25b — 25¢ + bab + bac + bbc — abe

=125 —25(a+ b+ ¢) + 5(ab + ac + bc) — abe

129 125
=125-25-10+5- — — —
i 4 4

=5

Substituindo esse valor em (5.1), e levando em consideragao que os lados do triangulo

sao dados em metros, temos que a area do triangulo é dada por

A=+5-5=5m?

5.3 IME 2024

Problema 3 (Raizes complexas no plano).

Seja i tal que i = —1. Determine a area do triangulo no plano complexo cujos vértices

N\ 3
(Z — %) = —271.

Ao desenvolver a formula de Cardano usamos p e ¢ para representar os coeficientes. Porém nesse
problema, p esta representando o semiperimetro do tridngulo, entao mudamos para m e n.

sao as raizes da equagao

2
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Solugao. Temos que

N3 .
(Z—%) = =27 < Z—%:\S/—27i

2
= Z—%_ /27 - (—1)
2
= Z- 52 = 39/, (5.2)

logo devemos determinar as raizes ciibicas de —i. Sabemos da Secao 2.5.5 que tais raizes
se localizam no plano complexo tendo moédulos iguais a 1 e angulos centrais de 120° entre
elas, formando um triangulo equilatero. Além disso, o fato de i® = —i implica que i = /—1,
isto é, uma das raizes ctubicas de —i é igual a i. Assim, as raizes se localizam no plano de

acordo com a Figura 25, onde estao indicadas como wy, wy € ws, com wy = 7.

Figura 25 — Raizes ctubicas de —1

E como a igualdade em (5.2) possui v/—¢ multiplicada por trés, teremos como
resultados parciais os ntimeros complexos wy, wy e ws, sendo® w; = 3w,;_;, conforme

representado na Figura 26.

Note que nao é estritamente necessario determinar quais sao os complexos wy e
w3, associados as outras raizes ciibicas, para determinar a area do triangulo. Tampouco é
necesséario determinar quais sao as raizes 7, Z5 e Z3 da equagao original, pois ao isolar a

incognita Z na igualdade, teremos
3. Y
Z = QZ + 3V —1,

onde a parcela %Z ira transladar as raizes wy, wy € w3 em % no sentido vertical, sem alterar

a area do triangulo (veja a Figura 27).
O problema se resume a determinar a area do tridngulo inscrito no circulo de raio 3.
Podemos fazer isso a partir das éreas dos trés triangulos isésceles formados, sabendo que

eles tém lados com medida igual a 3 e dngulos de 120° entre eles. A area de um triangulo

3 Atencao: wg, wy e wy nesse contexto sao as raizes cubicas de —i. J4 wy, wy e ws representam os

resultados complexos para /—27i. Sao simbolos parecidos, mas diferentes: os trés primeiros sao
representadas pela letra grega w (“0mega”), os trés dltimos sdo representados pela letra latina w.
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Figura 27 — Raizes Z,, Z5 e Z3 da equacao

com lados de medidas a e b e um angulo 6 entre eles é dada por

Azl-a~b~sen9.
2

A érea do triangulo equildtero é 3 vezes a area de cada tridngulo isosceles nele

contido. Assim, ela é dada por

A= -3-3-sen120°

N w
N | —

P

A:7

’.b ‘

Por curiosidade, determinemos os valores das raizes 7, Zs e Z3 da equacao. Como

Z = %z + 3+/—1, precisamos determinar as outras raizes ctubicas de —i.
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Devemos tratar as raizes ciibicas na forma polar. Por simplicidade, consideremos
os argumentos em graus. O argumento de wy = 7 € de 90°, entao o argumento de w; serd
de 90° + 120° = 210°, assim

wy = cos 210° + isen 210°

V3 1.

- — 1.

2 2

E o argumento de wy serd 210° + 120° = 330°. Entao

wy = cos 330° + 7 sen 330°

_ 3 3 . ;
E como Z = 3i + 3v/—1, teremos as raizes

3. . 9.
le§z+3'z:§z,

3. V3 o1 3v/3
22—52—1—3(—7—51)——7

3. V3.1 3v/3
Zg §Z+3<7Z—§Z>—T

E facil verificar o calculo da area obtido anteriormente com os vértices do tridngulo
(ver Figura 28). Uma possibilidade para isso ¢ usar a conhecida férmula da area do tridngulo

equilatero, sabendo que o lado tem medida Z,Z5 = 3v/3.
o
4

(3v3)*V3

e
_27V3
-

A

Também pode-se usar a formula da area de um tridangulo qualquer, uma vez que
sdo conhecidas as medidas da base Z,Z5 = 3v/3 e da altura OZ; = %, onde O é a origem

do sistema de coordenadas.

w >
ol -
w =
ol

‘i%
%&I[\D
w
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Figura 28 — Triangulo equilatero formado pelas raizes Z;, Z, e Z3 da equagao

5.4 AIME Il 2023

Problema 4 (Operagoes com nameros complexos na forma polar).
Seja w = cos 27” +1 - sen 27“, onde i = y/—1. Encontre o valor do produto

6

H(w3k +wh+1).

k=0

Solucgao. Note que os resultados na Subsecao 2.5.6 garantem que o complexo w é uma
raiz sétima de 1, isto é,
w' = 1. (5.3)

A igualdade em (5.3) implica que qualquer poténcia de w com expoente multiplo

7 4

natural de 7 ¢ igual a 1, isto é, w' = wt =W = ... = 1.

Também a partir de (5.3) e levando em consideragao que w # 1 temos

wWw=1+=w-1=0
—= WD+ +uw +P+*Fw+1)=0
= W+ttt + P +w+1=0. (5.4)

Desenvolvendo o produto do enunciado, obtemos

6
[T+ +1) = (@ +0® + D) + 0+ 1) +0® + 1)(0” + o’ +1) (55)
k=0 '

W2+ w* + D +® + DB+ b +1).
Como w® = 1, o primeiro fator, obtido a partir de k = 0, é

W+ 0w +1=3. (5.6)
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Para multiplicar os outros fatores, convém agrupéa-los de forma que os expoentes
de w obtidos sejam multiplos de 7, para aproveitar o resultado de (5.3). Primeiramente,

multiplicaremos o segundo fator (k = 1) com o ultimo (k = 6).

(P rwt )W+ +1) = 40+ +w® fw +wtw® a1
=14+ 4w+’ +1+w+w' +u+1
=W+ttt et wt1)+2
=2 (5.7)

Na ultima passagem foi utilizada a igualdade (5.4). Além disso, de (5.3) temos

wH =W =w" =1, entdo
o W =w" w=uw?
o W =wH. W =uwe
o Wt — M. ot = i

<w6+w2+1>(w15+w5+1):w21_'_w11+w6+w17+w7+w2+w15+w5+1
=l+uw'+l+P 1+ twt®+1
=Wttt +P+w+1)+2
- (5.8)

Novamente aproveitando as consequéncias de (5.3), usamos aqui

o Wil = T @t = ot
o WT=w . W=uwde
o WH =0 w=uw,

além da igualdade (5.4) na passagem final.
Por fim, multipliquemos o quarto fator (k = 3) pelo quinto (k = 4).
P rP D)t D) = P r P T r P W ot 1
=1+ +Ptw+l14+w +® +wt+1
=W+ttt ot tw+1)+2
=2 (5.9)

De modo similar aos casos anteriores, utilizamos aqui
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o Wi = T Wb = uf
o W =w-w=wle
o W2 =T W =y,

além, ¢ claro, de (5.4).

Pelo desenvolvido em (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9), o produto dado no enunciado é
igual a
6
[ +wf+1)=3-2.2-2
k=0
— 94

isto é, a resposta final do problema é 024.

5.5 AIME [ 2022

Problema 5 (Operagoes com nameros complexos na forma polar).

Sejam w = \/‘?” ez = #, onde ¢ = y/—1. Encontre o niimero de pares ordenados

(r,s) de inteiros positivos que nao excedem 100 que satisfagam a equagao i - w" = 2°.

Solucgao. Escrevendo os niimeros complexos dados na forma polar, conforme discutido

na Segao 2.4, temos ¢ = cosj +i-seng, w = =cosg ti-seng ez = Cos%”qLi sen%”.

Substituindo esses valores na equacao e resolvendo as operagoes, vem

=2z
T T 21\ °
(cos§+z-sen§>-<cosg+z sen :<cos—+z sen?)
T . s mr 27s 27s
(cos§+z‘sen§>-(cosg+z sen— :(cos—+z SGHT)
T T . T B 2rs 2ms
cos(§+g>+z~sen(§+g>—(COST+z'senT>
z—i—ﬂ:@—i—%r k, para algum k € Z
2 6 3
l—l—lrzgs—i—Qk para algum k € Z
2 6 3 ’

3+ 1r=4s+ 12k, para algum k € Z
3+ r =4(s+ 3k), para algum k € Z, (5.10)

isto é, 4/(3 + r). Mas r é inteiro de 0 a 100, entdo 3 + r é algum inteiro divisivel por
4 no intervalo de 3 a 103. Assim, (3 +r) € {4,8,12,...,100}. Além disso, a igualdade
(5.10) garante que para cada valor de 3 4+ r ha um tnico valor de s + 3k, sendo (s + 3k) €

{1,2,3,...,25}. Analisemos o resultado em casos.
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Caso 1: s+3k=0 mod 3

Nesse caso temos s + 3k € {3,6,...,24}, portanto ha 8 valores. Como s + 3k e r
possuem uma relacao biunivoca, ha 8 valores para r. Além disso, s + 3k =0 mod 3
implica que s =0 mod 3, e como s é um inteiro de 1 a 100, teremos s € {3,6,...,99},

logo ha 33 valores possiveis para s.

Sao 8 possibilidades para r e 33 para s, perfazendo um total de 8 - 33 = 264

possibilidades nesse caso.

Caso 2: s+3k=1 mod 3

Nesse caso temos s+ 3k € {1,4,...,25}, havendo 9 valores possiveis para s + 3k, de
modo que também ha 9 valores possiveis para r. E como s + 3k =1 mod 3 implica

que s =1 mod 3, temos s € {1,4,...,100}, totalizando 34 valores para s.

Nesse caso ha 9 valores possiveis para r e 34 valores possiveis para s, que combinados

resultam em 9 - 34 = 306 pares ordenados.

Caso 3: s+3k=2 mod 3

Nesse caso temos s + 3k € {2,5,...,23}, portanto ha 8 valores valores para r. Além
disso, s + 3k = 2 mod 3 implica que s = 2 mod 3, e dado o intervalo ao qual s

pertence teremos s € {2,5,...,98}, logo héa 33 valores possiveis para s.

Sao 8 possibilidades para r e 33 para s, gerando 8 - 33 = 264 pares ordenados nesse

caso.

O total de possibilidades entre os trés casos é de 264 + 306 + 264 = 834 pares

ordenados (r, s).

Solucao (alternativa). Abordemos o problema geometricamente. O fato de todos
os complexos do problema possuirem modulo igual a 1 serda de grande ajuda. Para as

representacoes dos complexos no plano, usaremos a notagao em graus por simplicidade.

Como w = cos 30° 417 -sen 30°, cada poténcia de w fara uma rotacao no sentido anti-

horéario de 30° em torno da origem em relacao a anterior. Assim, ha 12 posicoes possiveis
Y

para w”. A Figura 29 ilustra essas posi¢oes, bem como as duas primeiras poténcias de w

para cada uma.

Para z = cos 120° 4 7 - sen 120°, cada nova poténcia representara uma rotagao em
torno da origem de 120° em relacao a anterior. Assim, ha somente trés posicoes possiveis

para as poténcias de z, conforme ilustra a Figura 30.

O que desejamos ¢ determinar os pares (r, s) tais que os afixos dos complexos i - w”
e 2° coincidam. Como 2° s6 pode se localizar em trés pontos sobre o plano, nos angulos
de 120°, 240° e 360°, precisamos determinar em quais casos o afixo de i - w" se localizaré

sobre esses mesmos pOHtOS.
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270°(w?,

Figura 29 — Localizagoes possiveis para w” no plano complexo

360°(25, 25, . ..)

Figura 30 — Localizagoes possiveis para z° no plano complexo

Da Secao 2.5.1, sabemos que multiplicar um complexo por ¢ implica em rotacionar
seu afixo em 90° em torno da origem no sentido anti-horario. Entao para que os pontos
coincidam sobre o angulo de 120°, w" deve estar sobre 30°. Para que os pontos coincidam
sobre o angulo de 240°, w" deve estar sobre 150°. Para que os pontos coincidam sobre
o angulo de 360°, w" deve estar sobre 270°. Analisemos esses trés casos separadamente,
levando em consideragao que os expoentes r e s sao inteiros de 1 a 100 e que as poténcias
de z completam uma volta de trés em trés, ao passo que as poténcias de w completam

uma volta de 12 em 12.

Caso 1: 2° sobre 120° e w" sobre 30°

As poténcias de z cujos afixos residem nesse ponto serao z,z%, 27,..., 2% sendo
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3 5 9

34 valores possiveis para s. Ja as poténcias de w serao w,w®, w?, ..., w"", sendo 9

valores para r. Assim, ha 34 - 9 = 306 pares ordenados (7, s).

Caso 2: 2° sobre 240° e w" sobre 150°
As poténcias de z serao z2, 2% 2% ... 298 sendo 33 valores para o expoente s. Em
) M ) ] M

5 7 9 89

relacdo as poténcias de w, elas poderao ser w®, w'”, w?,..., w®, sendo 8 valores

possiveis para o expoente r. Dessa forma, ha 33 - 8 = 264 valores possiveis de pares
(r, s).
Caso 3: z° sobre 360° e w" sobre 270°

As poténcias de z poderao ser 23,25 2%, ..., 2%, sendo novamente 33 valores possiveis

para s. As poténcias de w poderao ser w?, w?', w33 ... w", sendo 8 os valores

possiveis para o expoente r. Assim sendo, ha também nesse caso 33 - 8 = 264 valores

possiveis de pares (7, s).

Diante do exposto, a uniao entre os trés casos resulta em um total de 306 + 264 +
264 = 834 pares ordenados.

5.6 AIME | 2022

Problema 6 (Operagoes com polindémios).

Os polinoémios quadraticos P(x) e Q(x) tém coeficientes lideres 2 e —2, respectivamente.

Os graficos de ambos os polindomios passam pelos dois pontos (16,54) e (20, 53). Encontre
P(0) + Q(0).
Solugao. Algumas operagoes aritméticas nao serao realizadas imediatamente, em vista de

simplificagoes futuras.

Sejam P(z) = 22° + ax + b e Q(x) = —22% + cx + d. O objetivo é determinar
P(0)+ Q(0) =b+d.

De P(16) = 54 ¢ P(20) = 53 vem o sistema

512 + 16a + b = 54
800 + 20a + b = 53

sendo que ao subtrair a primeira equagao da segunda chegamos a 4a = —289, logo
16a = —1156. Substituindo esse resultado na primeira equacao do sistema, vem
512 — 1156 + b = 54. (5.11)

De Q(16) = 54 e (20) = 53 obtemos o sistema

—512 4 16¢c + d = 54
—800 4 20c + d = 53
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onde novamente subtraimos as equacgoes, obtendo que 4c = 287, logo 16¢ = 1148. Substi-

tuindo esse resultado na primeira equacgao do sistema, temos

—512+ 1148 + d = 54. (5.12)

Para determinar b+ d podemos adicionar os resultados em (5.11) e (5.12), de onde
obtemos —8 4+ b + d = 108, logo podemos concluir que P(0) + Q(0) = b+ d = 116.

Solugao (alternativa). Considerando novamente P(z) = 222 + ax + b e Q(z) =

—22% + cx + d, vamos definir
y(x) = P(z) + Q(x)
=(a+c)r+ (b+d)
= ax + f,
onde a = a+ c e = b+ d foram adotados por simplicidade de notacao. Nosso objetivo é
definir P(0) + Q(0) = y(0) = .

Pela definicao de y e pelos pontos dados, temos

e y(16) = P(16) + Q(16) = 108 ¢

e (20) = P(20) + Q(20) = 106.

Sabemos que y é uma funcao afim, e conhecemos dois pontos pelos quais ela
passa: y(16) = 108 e y(20) = 106. A taxa de variacdo de y ¢ @ = —2 = —1, logo temos
y=—1iz+p.

Sabendo que y(20) = 106, temos 106 = —% 20+ 3, de onde concluimos que 5 = 116,

logo P(0) + Q(0) = 116.

5.7 ITA 2024

Problema 7 (Equagao quartica).

Encontre as raizes do polinomio p(z) = z* — 42° + 92% — 10z — 14, sabendo que vale a

relagao p(1 + =) = p(1 — z), para todo = € C.

Solugao. Vamos supor que existe y € C tal que 1 + y seja raiz do polindmio p, isto é,

p(1 4+ y) = 0. Ha duas observagoes a serem feitas antes de seguirmos:
e a relagao p(1 + x) = p(1 — =) implica que se 1 + y é zero do polinémio, entdao 1 —y
também é;

e a substituigdo = 1 + y é exatamente a substituicao que deve ser feita para aplicar

o método de Ferrari para resolver a equacao, apresentada na Secao 4.4.
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Seguindo adiante, se 1 4+ y é raiz do polinémio p, entao

p(1+y)=0
I+ =41 +y)2+9(1+y)* —10(1+5y) —14 =0
Yt + 32 —18 =0,

que é uma equacao biquadrada com raizes y = £1/6i e y = ++/3. Assim, as quatro raizes
complexas do polinémio sao z; = 1 + \/62', To=1-— \/éi, r3=1++v3ex,=1—+3.

Observagao: para cada raiz 1 + y seria necessario encontrar sua simétrica 1 — y.

Note, entretanto, que as raizes simétricas aparecem na mesma solucao.

5.8 ITA 2023

Problema 8 (Divisao de polindmios e raizes complexas).

4

Considere o polinémio p(z) = z* — 2® + 2? — x + 1. Determine o quociente e o resto da

divisdo do polindomio q(x) = % — 1 por p(x) e encontre todas as raizes complexas de p(z).
Solugao. Note que p(z) representa a soma dos termos de uma progressao geométrica de

cinco termos, sendo o primeiro termo igual a 1 e a razao igual a —x. Logo, pela férmula

da soma dos primeiros n termos de uma progressao geométrica, temos

() - 22
p(a) = HLEL D
pay = 2
o) =21

sendo necessario observar que tal igualdade s6 é valida para x # —1.

O polinémio ¢ pode ser fatorado como ¢(x) = (z° 4+ 1)(2® — 1). Fazendo a divisao,
teremos

glz) (2" +1)(2* 1)

p(z) 2t

— (" = (e + 1)

=28+ 25—2—1,

e como a divisao é exata o resto ¢é igual a zero, isto é, o resto é o polinémio nulo.
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Ty

xs3

T2

g

Figura 31 — Zeros do polindémio p

Determinemos agora as raizes do polindémio p. Dado que p(—1) = 5, sabemos que
—1 nao é raiz. Para x # —1, temos
0 +1
r)=0 < =0
p() r+1
= 2°+1=0

= 1 =+/—1,

isto é, os zeros de p sao as raizes quintas complexas de —1, exceto pelo proprio —1.
Denotando os argumentos em graus, tais raizes, obtidas a partir da segunda férmula de

De Moivre (conforme Segao 2.5.5), sdo

® 11 = C0s252° + i - sen 252°,
® 5 = c0s324° 4 ¢ - sen 324°,
e 73 = cos36° 4+ ¢ -sen36° e

o 1, = cos108° + ¢ -sen 108°,

conforme ilustra a Figura 31.



102

6 Consideracdes finais

Na Introducao foi apresentada a maneira que os topicos apresentados neste trabalho
sao contemplados na BNCC, bem como a maneira que muitas vezes eles sao desenvolvidos
nas escolas brasileiras, e de que maneira esse desenvolvimento poderia ser melhorado.
Neste capitulo final, faremos uma analise um pouco mais aprofundada sobre como esses

topicos sao tratados na politica educacional.

Na BNCC, os conteudos da Matematica sao contemplados da seguinte forma: para a
etapa dos Anos Finais do Ensino Fundamental, ela é dividida em cinco unidades teméaticas
(Ntmeros, Algebra, Geometria, Grandezas e medidas e Probabilidade e estatistica), sendo
que cada unidade tematica se subdivide em diferentes objetos do conhecimento, que por
sua vez se subdividem em habilidades. Para a etapa do Ensino Médio, a divisao segue um

principio ligeiramente diferente, ainda que a estrutura logica seja similar.

Embora no Ensino Médio nao haja essa divisao das habilidades em unidades
temaéticas, nas consideragoes sobre a organizagao dos curriculos de matematica
para o Ensino Médio, encontramos a sugestao de organizar esses curriculos em
unidades semelhantes &s do Ensino Fundamental, sendo uma delas Nimeros e
Algebra. (MASSARIOLI, 2022, p. 11)

H4 cinco competéncias especificas, que se subdividem em habilidades. A prépria
base sugere que essas habilidades também sejam agrupadas de acordo com unidades

teméticas andlogas as do Ensino Fundamental - Anos Finais.

A BNCC representa avangos em algumas areas, e retrocesso em outras. Em relagao
aos avancos, ela busca homogeneizar a educagao no pais e estabelece de forma clara as
habilidades desejadas para os estudantes. Ela também valoriza o uso das tecnologias
digitais, em consonancia a época em esta em vigor, e propoe que os alunos aprendam a

elaborar problemas, além de simplesmente resolvé-los.

Em relagao aos retrocessos, o primeiro a ser citado diz respeito a propria forma de
construgao do documento. Houve pouca (se houve) discussao com professores de “chao de
escola”, e ela acabou se consolidando como um documento com normas quase impraticaveis
na realidade. Por exemplo, ela traz para o 8 ano a habilidade de codigo EFOSMA27, que
exige um nivel de maturidade intelectual e compreensao dos conceitos em nivel muito

elevado para alunos entre 13 e 14 anos de idade.

(EFO8MA27) Planejar e executar pesquisa amostral, selecionando uma técnica

de amostragem adequada, e escrever relatorio que contenha os gréaficos apro-
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priados para representar os conjuntos de dados, destacando aspectos como as
medidas de tendéncia central, a amplitude e as conclusoes. (BRASIL, 2018, p.

315)

A aplicacao adequada de tal planejamento, execugao da pesquisa e escrita de
relatorio certamente é trabalho para mais de um més; ha outras 26 habilidades previstas
para a Matematica do 8° ano do Ensino Fundamental. Isso ilustra outro problema da Base,
que é o excesso de habilidades requeridas. Mesmo que a matemética tivesse 10 periodos
por semana nas turmas, os alunos nao teriam tempo suficiente para assimilar o que é

proposto.

Outro problema grave da Matematica na BNCC, especialmente para o Ensino

Meédio, ¢é a visao limitada sobre o papel da Matemaética na Educacao.

[...] no Ensino Médio o foco é a construgao de uma visao integrada da Matema-
tica, aplicada a realidade, em diferentes contextos. Consequentemente, quando
a realidade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas
dos estudantes do Ensino Médio — impactados de diferentes maneiras pelos
avancos tecnologicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos
de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. (BRASIL, 2018, p. 528)

A educacao escolar, tem propoésitos maiores que a mera aplicagdo a “vivéncias
cotidianas dos estudantes”. O objetivo do ensino da Matemaética nao é simplesmente resolver
problemas cotidianos, mas criar as condi¢oes para o aluno desenvolver um raciocinio 16gico
organizado, coerente e coeso. Esse raciocinio mais desenvolvido pode ser usado para
resolver problemas de naturezas diversas, nao somente no contexto da Matematica. Por
mais paradoxal que possa parecer, resolver problemas abstratos desenvolve a capacidade

de resolver problemas concretos (além, é claro, dos proprios problemas abstratos).

Soma-se a isso o fato da Matematica ser uma linguagem necessaria para que se
possa compreender com profundidade outras dreas do conhecimento. Por exemplo, um
educador fisico precisa entender de biomecénica, e isso requer a compreensao de vetores e
de trigonometria. Um administrador precisa saber lidar com funcoes e estatistica. Ambos
os casos fogem ao “cotidiano dos estudantes do Ensino Médio”. Aprender a trabalhar com
esse tipo de ferramenta matematica (os vetores, a trigonometria, as funcoes e a estatistica)

também é importante por ser uma base tedrica para muitas profissoes.

Esses problemas na “filosofia da BNCC” se refletem nas habilidades especificas
dentro do componente curricular. Em relacao as equacoes quadraticas a BNCC acerta em

valorizar a compreensao do método sobre a aplicacao da férmula quadratica; por outro
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lado, ela peca em tentar ignorar a féormula, como se ela fosse dispensavel. A generalizacao

de resultados é parte imprescindivel da Matemaética.

Em relagao as fungoes polinomiais, na pratica a BNCC as exclui. Ha cinco ha-
bilidades do Ensino Médio que citam “polindémios” ou “fung¢oes polinomiais”, mas todas
elas dizem respeito a polindmios de 1° ou 2° graus. Dessa forma, nao sao tratadas como

funcoes polinomiais de modo geral, mas como funcoes afins e fungoes quadraticas.

e (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung¢oes polinomiais de 12 ou
29 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

e (EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de 1°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos

de algebra e geometria dinamica.

e (EM13MAT402) Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de 22
grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo
ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica, entre outros

materiais.

e (EM13MAT501) Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representacao

¢ de funcao polinomial de 1° grau.

o (EM13MAT502) Investigar relagoes entre ntimeros expressos em tabelas para representéa-
los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representacao

¢ de funcao polinomial de 2° grau do tipo y = ax?.

No tocante aos numeros complexos, estes nem sao contemplados na BNCC. Isso é
mais um exemplo do desalinhamento entre a politica educacional (o que esta no papel), a
demanda do Ensino Superior (aquilo que se espera que os estudantes aprendam no Ensino

Médio) e o que ocorre de fato nas escolas.

Os problemas apresentados nao sao insoliveis. Entretanto, eles nao se resolvem
espontaneamente: é necessario que haja um esforco de revisao do documento, em uma

discussao com todas as partes envolvidas.

Vale destacar que, embora a BNCC nao contemple alguns dos contetidos abordados

neste trabalho, e contemple outros de modo parcial, esses assuntos sao de grande importan-
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cia para os estudantes, uma vez que continuam sendo cobrados em provas de vestibulares
tradicionais. Ademais, mesmo contetdos mais avangados, como equacoes cubicas, equacoes
quarticas e raizes n-ésimas complexas, se fazem presentes em algumas provas, como apre-
sentado no Capitulo 5. Além de serem necesséarios nessas provas, tais contetdos também
sao pré-requisitos em varios cursos de nivel superior. Assim, em especial aos estudantes
interessados em seguir os estudos ao fim do Ensino Médio, ter o conhecimento sobre esses

topicos é um diferencial. E para atingir esse proposito que este material foi redigido.
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