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Este estudo ndo pretende ser o campo completo, mas uma contribuicao local,
uma regidgo de interesse onde o conhecimento possa ganhar densidade.
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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo realizar um estudo teérico da dinamica de um plasma,
com énfase nas deducgoes fisicas e matematicas que descrevem o movimento de particulas
carregadas submetidas a diferentes configuracoes de campos elétricos e magnéticos. A
metodologia adotada foi a pesquisa bibliografica, de carater qualitativo e quantitativo,
baseada em fontes como livros, artigos e materiais audiovisuais, publicados entre 1960 e
2025. Inicialmente, foram apresentados os conceitos fundamentais da fisica de plasmas
como temperatura, sua definicao, critérios de classificacdo do plasma e parametros ca-
racteristicos de um plasma. Posteriormente, analisou-se classicamente o comportamento
de particulas carregadas em campos eletromagnéticos uniformes e nao uniformes. Por
fim, estudou-se a interagao entre o plasma do vento solar e o campo magnético terrestre,
com destaque para os mecanismos de confinamento magnético que ocorrem nos cinturoes
de Van Allen. Constatou-se que as particulas carregadas provenientes do sol ao serem
ser aprisionadas pelo campo geomagnético, realizam movimentos ciclotronicos, de espe-
lhamento magnético e de deriva. Esses movimentos resultaram em trajetérias fechadas,
responsaveis por fendmenos como a corrente de anel. O trabalho procurou contribuir para
a compreensao da fisica envolvida nesses processos e oferecer uma abordagem acessivel ao
estudo do plasma em nivel de graduacao.

Palavras-chave: plasma; movimento de particulas carregadas; campo magnético; vento
solar.



ABSTRACT

This work aimed to carry out a theoretical study of plasma dynamics, with emphasis on
the physical and mathematical derivations that describe the motion of charged particles
subjected to different configurations of electric and magnetic fields. The methodology
adopted was bibliographic research, with both qualitative and quantitative approaches,
based on sources such as books, articles, and audiovisual materials published between 1960
and 2025. Initially, the fundamental concepts of plasma physics were presented, includ-
ing temperature, plasma definition, classification criteria, and characteristic parameters.
Subsequently, the classical behavior of charged particles in uniform and non-uniform elec-
tromagnetic fields was analyzed. Finally, the interaction between the solar wind plasma
and Earth’s magnetic field was studied, with emphasis on the magnetic confinement mech-
anisms that occur in the Van Allen belts. It was found that charged particles originat-
ing from the Sun, when trapped by the geomagnetic field, performed cyclotron motion,
magnetic mirroring, and drift. These combined motions resulted in closed trajectories,
responsible for phenomena such as the ring current. The study sought to contribute to
the understanding of the physics underlying these processes and to offer an accessible
approach to plasma studies at the undergraduate level.

Keywords: plasma; movement of charged particles; magnetic field; solar wind.
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11
1 INTRODUCAO

A Fisica de Plasmas é uma area da ciéncia que investiga o comportamento de gases
ionizados, conhecidos como plasmas, e suas intera¢oes com campos elétricos e magnéticos.
Esse estado de gas ionizado é predominante no universo e esta presente em intmeros
fenémenos astrofisicos, como as emissoes solares, o interior das estrelas e o comportamento
do vento solar. No contexto terrestre, destaca-se a interagao entre o vento solar e o campo
magnético da Terra, que resulta em efeitos como as auroras boreais e a formagao dos
cinturdes de radia¢do de Van Allen [(Chen, 2016)|

Apesar de sua relevancia cientifica, a Fisica de Plasmas permanece relativamente
ausente das disciplinas fundamentais da graduacao em Fisica. KEssa lacuna motiva a
escolha deste tema, que se mostra relevante tanto para a compreensao de fenéomenos
naturais quanto para a formacao de futuros pesquisadores. O estudo da dindmica de
particulas carregadas em campos eletromagnéticos oferece subsidios para entender desde
processos astrofisicos até aplicagoes em dispositivos de fusao nuclear.

Dessa forma, o presente trabalho procura responder a seguinte questao: como se
comportam particulas carregadas, especialmente aquelas provenientes do vento solar, ao
interagirem com regioes de campo magnético terrestre? Esse campo magnético pode ser
aproximado como um campo gerado a partir de um dipolo magnético. Para isso, adota-se
uma abordagem tedrica que se fundamenta na analise classica do movimento de particulas
carregadas submetidas a diferentes configuracoes de campos elétricos e magnéticos, com
especial atencao ao confinamento que ocorre na regiao dos cinturoes de Van Allen.

O objetivo geral deste trabalho é realizar um estudo teorico classico da dinamica
de um plasma, com énfase nas dedugoes fisicas que descrevem o comportamento de parti-
culas carregadas ao serem submetidas a campos elétricos e magnéticos diversos. Entre os
objetivos especificos estao: compreender e apresentar o conceito de temperatura; definir
o plasma, suas principais caracteristicas e critérios de classificacao; estudar o movimento
de particulas em campos elétricos nulos e magnéticos uniformes; analisar os efeitos da
presenca simultanea de campos elétricos, magnéticos e gravitacionais; compreender o mo-
vimento de particulas em campos magnéticos nao uniformes com gradiente, curvatura
e divergéncia; introduzir a estrutura do campo magnético terrestre; verificar se o vento
solar pode ser considerado um plasma; e, por fim, descrever a trajetoria das particulas

carregadas ao serem confinadas nos cinturoes de Van Allen.
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Para alcancar tais objetivos, empregou-se uma pesquisa bibliografica de natureza

qualitativa e quantitativa, conforme classificagdo de [Appolinario (2011) caracterizada

como descritiva, com coleta de dados em fontes secundarias nao-humanas. Os materiais
consultados incluem livros, artigos cientificos, dissertagoes, teses e videoaulas, disponiveis
em bibliotecas fisicas e em plataformas como Google Académico, Scielo e o portal de Pe-
ribdicos da CAPES, abrangendo publicagoes entre 1960 e 2025. Os termos utilizados nas
buscas bibliograficas foram: “fisica de plasmas”, “confinamento do plasma”, “introducao
ao plasma” e “plasma no universo”. As informagoes obtidas foram organizadas por tema-
tica e sistematizadas com o objetivo de fundamentar as andlises desenvolvidas ao longo
deste trabalho.

Com isso, pretende-se nao apenas contribuir para o entendimento teodrico dos
fendomenos que envolvem o plasma, mas também oferecer uma abordagem acessivel e
didatica para estudantes de graduacao, incentivando a curiosidade cientifica e promovendo
o0 interesse por uma area essencial a compreensao do universo e de diversos fenéomenos que

ocorrem em 1oSso planeta.
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2 DEFINICAO DE PLASMA
2.1 DISCUSSOES SOBRE A DISTRIBUICAO DE MAXWELL-BOLTZMANN

Neste capitulo, inicia-se o estudo para a compreensao do que define o plasma, “o
estado da matéria” que compoe 99% do universo visivel . Contudo, antes de
se aprofundar nas propriedades de um plasma, é fundamental revisitar um dos conceitos
mais essenciais da fisica, a temperatura. Em vez de a tratar apenas como uma medida
macroscopica, busca-se aqui a compreender a partir do comportamento microscopico de
um vasto conjunto de particulas. O ferramental que permite fazer essa analise se da pela
equacao de distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Um gés rarefeito e monoatomico constituido de particulas neutras possui diferentes
velocidades para cada uma destas particulas. O que governa seus movimentos sao suas

colisbes. A funcao que melhor descreve essa distribuicao de velocidades é a distribuicao

de velocidades de Maxwell-Boltzmann, dada pela equagao A.44]

v2

d(v) = 4rf(v)v? = 47r< m ) v?e 2kBT (2.1)

3

NI

27kaBT

onde v é o médulo da velocidade da particula, m é a massa da particula, T" é a tempe-
ratura absoluta do gés e kg = 1,380649 x 10723 JK~! é a constante de Boltzmann. A
equacao [2.J estd4 demonstrada no Apéndice[A]e é definida como equagao de distribuigao de
velocidades de Maxwell-Boltzmann representada por ®(v), onde expressa a densidade de
probabilidade de se encontrar uma particula com velocidade v, em um gas em equilibrio
térmico macroscopico. Tal equacao traz aspectos valiosos para discussao acerca do que se
busca analisar, o comportamento do gas. Para se observar estes atributos que a equagao
traz, gera-se o grafico (2.1)).

A figura foi gerada a partir da equacao de distribuicao de velocidades de
Maxwell-Boltzmann . Seu eixo vertical representa os valores que a fungao f(z) pode

1 ou seja, valores de suas densidade de probabilidade de se encontrar

assumir, em sm-
particulas com velocidade v, e o eixo horizontal as possiveis velocidades, em ms~! que as
particulas do gas podem apresentar. As curvas em vermelho, azul e verde, representam,
respectivamente, a distribuicao de velocidades, referentes a um equilibrio térmico de 100
K, 300 K e 1000 K de temperatura do sistema.

Visualizando mutuamente a equacao e o grafico da figura 2.1} diferentemente
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da figura A.6, gerada a partir da equacado de distribuicdo de velocidades de Maxwell

(A.40), que decresce exponencialmente a partir do zero, por uma gaussiana, esta inicia

muv

kBT assumindo

seu movimento todo a partir do zero, com o termo v?> dominando e apds atingir o valor
2

=

mais provavel de velocidade, decresce exponencialmente, com o termo e

a caracterizagao da funcao.

Figura 2.1: Distribui¢oes do médulo das velocidades de um gas em equilibrio térmico
regida pela equagao de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (A.44), para diferentes

temperaturas.
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Fonte: Autor (2024).

O aumento da temperatura de um géas provoca dois efeitos principais sobre a dis-
tribuicao das velocidades das particulas: o aumento da velocidade média e o aumento
da dispersao das velocidades. Como ilustrado na figura 2.1, percebe-se que, a medida
que a temperatura sobe, o pico da curva de distribuicao se desloca para a direita, indi-

cando maiores velocidades. Por exemplo, na curva em vermelho (7" = 100 K), o pico
da distribuicdo estd entre 0 e 500 ms™!, enquanto na curva em verde (T = 1000 K), o
pico se encontra entre 500 e 1000 ms~*, evidenciando a relacdo direta entre temperatura
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e velocidade das particulas. Além disso, o aumento da temperatura também provoca o
alargamento da curva, ou seja, um aumento na dispersao das velocidades. Isso significa
que, com temperaturas mais altas, ha maior probabilidade de encontrar particulas com
velocidades, logo energias cinéticas, altas, e menor probabilidade de se encontrar parti-
culas com energia cinética baixa, implicando que haja um aumento na diferenca entre as
velocidades extremas e a velocidade média.

Alguns fendmenos naturais podem ser explicados a partir da distribuicao de
Maxwell-Boltzmann. Analisando a figura [2.1] se observa que a velocidade de maior proba-
bilidade que as particulas podem assumir esta centrada no pico da curva de distribuicao,
contudo, por se tratar de um sistema caotico de colisoes, uma fragao das particulas podem
se encontrar com velocidades muito superiores (e também inferiores) desse pico. Como,
por exemplo, na curva em verde, a velocidade mais provavel de se encontrar uma parti-

1

cula nesse sistema esta entre 500 e 1000 m.s™", mas como se observa, pode-se encontrar

particulas, em menor quantidade, com velocidade acima de 1500 m.s™!.

Essa caracte-
ristica permite explicar a rarefacao da atmosfera terrestre, a “fumaca” que se encontra
pela manha acima de um lago com aguas frias e até mesmo o a sensagao gélida de sair da
piscina .

Essa mesma légica pode ser aplicada para parte da explicacdo da auséncia de

certos gases, como o hidrogénio, na atmosfera terrestre. Por exemplo, segundo

le Mosca (2016, p. 591)| sabe-se que a rapidez média quadratica (ou rapidez rms) das

moléculas de hidrogénio, em temperatura ambiente, é de aproximadamente 1,93 km/s.
Comparando com a velocidade de escape da Terra, que é de cerca de 11,2 km/s, essa
rapidez corresponde a aproximadamente 17% da velocidade de escape. Embora possa
parecer uma fracao pequena, a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann indica
que existe uma parcela significativa de moléculas com velocidades superiores a média.
Quando a rapidez rms de um gés atinge entre 15 a 20% da velocidade de escape, uma
quantidade aprecidvel de particulas adquire energia suficiente para escapar da gravidade
terrestre ao longo do tempo. Esse é o caso do hidrogénio, cujas moléculas mais rapidas,
com o passar dos milhoes de anos, escaparam para o espaco, o que justifica a virtual
auséncia de hidrogénio livre na atmosfera atual. Por outro lado, moléculas mais pesadas,
como o oxigénio, possuem rapidez rms bem inferior, cerca de um quarto da do hidrogénio,

o que corresponde a apenas 4% da velocidade de escape da Terra. Isso explica, em
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partes, porque a perda de oxigénio atmosférico é praticamente desprezivel, mantendo sua

concentracao estavel nas camadas inferiores da atmosfera terrestre.

Figura 2.2: Vapor por cima de lago congelado superficialmente, em Guarapuava-PR.

FRIO CONGELA LAGO EM PARQUE DE GUARAPUAVA

\aers i General Carneiro teve a menor temperatura no Parand neste ano, com -5,4°C

Fonte: Globo, 2021.

Outro fenémeno interessante que pode ser explicado pela distribuicao de Maxwell-
Boltzmann é a famosa “fumaca na agua do lago gelado”. A imagem da figura 2.2 mostra
uma espécie de fumaca na parte superior de um lago de um parque em Guarapuava-PR,
em 2021, onde as temperaturas atingiram —5,4°C' (267,75 K). A explicagdo aqui é que
nesta temperatura ha particulas que podem adquirir velocidades tao grandes que chegam
desfazer sua estrutura liquida original (por exemplo da dgua) adquirindo uma estrutura
gasosa e formando essa camada de “fumaca superficial” (Penna, 2021).

Como tultimo exemplo se pode citar a sensacao de frio que se tem ao sair de
uma piscina, mesmo em uma dia quente. A agua, da piscina, que estd normalmente a
temperatura ambiente gruda superficialmente na pele se dividindo em pequenas goticulas.
A temperatura ambiente, algumas particulas dessa goticula possuem velocidade suficiente
para evaporarem, deixando a média da temperatura, da goticula, menor, fazendo com
que o corpo humano necessite ceder seu calor para que entre em equilibrio térmico com

as goticulas (Penna, 2021).
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2.2 TEMPERATURA E SEU USO NO PLASMA

Pela seccao anterior se pode observar um comportamento de proporcao entre a
temperatura 7' e a velocidade v das particulas, esta explicitada pela equacao de distribu-
icdo de Maxweel-Boltzmann. Contudo, para que se possa observar essa relacao de forma
mais explicita se manipula algumas equacoes. Utilizando a equagao e a moldando

se pode obter uma relagao direta entre a temperatura e velocidade. Assim,

kgT
2
Vg ) = —,
(07 m
multiplicando-se os termos por %m, tem-se
—m(v,?) = 1kBT
2 v 2 ’

onde a parte esquerda da equagao se caracteriza como a energia cinética média relacionada

a componente x das velocidades. Logo,

(K(ve)) = ;kBT (2.2)

Expandindo para as trés dimensoes espaciais (vgf = %v2>, se obtém que:

1 1 1
§m§<7j2> = 5kBT7
logo,
3
(K(0) = SksT, (2.9

onde (K (v)) é a energia cinética média.

As equagoes e estabelecem a relagao fundamental entre a temperatura
T e a energia cinética média das particulas. Nesse contexto, cada direcao independente de
movimento (z, y e z) é tratada como um grau de liberdade de translagdo. O Teorema da
Equiparticdo da Energia estabelece que, para um sistema em equilibrio térmico, a cada
um desses graus de liberdade esta associada uma energia média de %/{:BT. Portanto, como
a particula de um gés ideal monoatomico possui trés graus de liberdade de translagao,

sua energia cinética média total é a soma das contribui¢oes de cada eixo, resultando em
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(K) = %kBT, o que confirma o resultado da equacao (2.3).

A relacao entre a temperatura de um sistema e sua energia interna é fundamen-
tal. Em um gas ideal, essa energia se manifesta predominantemente como a energia de
movimento de suas particulas. Desta forma, um aumento na temperatura 7" implica dire-
tamente um aumento na energia cinética média de translacao das moléculas. Essa conexao
direta permite que a temperatura seja interpretada, do ponto de vista microscopico, como

uma “[...] medida da energia cinética média de translagao das moléculas de um gés ideal”

|(Nussenzveig, 2002)|

Estabelecida a relagdo da temperatura com a energia, por conveng¢ao, na fisica,
se pode adotar a temperatura em unidades de energia. As motivagdes para tal escolha
se dao a partir de que o plasma, que ira ser trabalhado nos capitulos posteriores, por ser
plasma sempre possuird temperaturas extremas assim necessitando de uma unidade de
medida que nao leve muitos digitos e também para fins subsecutivamente de simplificagoes
de unidades. A unidade de medida para a temperatura que ird ser adotada serd o eV’
(elétron-volt), onde 1 eV = 1,602 x 107! J é a quantidade de energia ganha por um
elétron acelerado por uma diferenga de potencial (DDP) de 1 V.

Para evitar confusoes nao serd utilizada a energia cinética média K (v), mas sim
KgT para denotar a temperatura. Para que 1 KgT' corresponda a 1 eV é preciso de uma

temperatura que a equivalha. Portanto,

kBT =1 €V,
~19
T:1€V:1,602X10 jzllGOOK,
kg 1,381 x 1072+
denotando assim que:
1 eV ~ 11600 K (2.4)

2.3 PARAMETROS DE UM PLASMA

Para se definir o plasma é necessario entender que ele é algo como um estado da
matéria (ndo se limitando somente a essa definigdo), portanto quando se for comentar
acerca do mesmo se estara trabalhando com ions e elétrons em determinadas condigoes
de pressao e principalmente temperatura.

Em baixas temperaturas, a matéria se encontra tipicamente no estado soélido.
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Nesse estado, como ilustrado na figura 2.3, os atomos ou moléculas estao organizados em
uma estrutura rigida e ordenada, como uma rede cristalina. Como se pode visualizar na
figura 2.3 em que as particulas (esferas azuis) estao dispostas em um arranjo ordenado,
com posigoes préximas e fixas, conectadas por meio de ligagdes intermoleculares (retas

em cinza), retendo sua prépria forma e volume, caracterizando assim um sélido.

Figura 2.3: Representacao das distribui¢oes de particulas na fase sélida.
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Fonte: Autor (2024).

Ao se fornecer energia (calor) ao sélido, sua temperatura aumenta, e a amplitude
das vibragoes das particulas se intensifica. Como se pode observar pela figura 2.4, com
o aumento da temperatura, uma parte das particulas (esferas azuis) ficam desassociadas
de suas ligacoes intermoleculares (retas em cinza), o que resulta em um espagamento
um pouco maior entre as mesmas, podendo ser observado pela escala entre as imagens

ter aumentado de 4 para 10 entre as figuras 2.3 e 2.4. Esse processo continua até que

o sistema atinja o ponto de fusdo. Nesse ponto, ocorre a primeira transicao de fase:

mesmo que mais energia seja adicionada, a temperatura do sistema permanece constante.
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A energia fornecida, conhecida como calor latente de fusdo, é utilizada para quebrar a
estrutura ordenada do solido. Uma vez que as ligagoes sao rompidas, as particulas ganham
liberdade para deslizar umas sobre as outras, caracterizando o estado liquido (figura 2.4).
Essa passagem de um estado para outro, que ocorre a uma temperatura fixa, ¢ uma

transicao descontinua.

Figura 2.4: Representacao das distribui¢oes de particulas na fase liquida.

. Particula

Fonte: Autor (2024).

Com o continuo fornecimento de energia, a temperatura do liquido aumenta até
atingir o ponto de ebulicdo, onde ocorre uma nova transicao de fase descontinua. No-
vamente, a temperatura se estabiliza, e a energia adicional, chamada de calor latente de
vaporizagao, ¢ usada para vencer completamente as forcas intermoleculares restantes. Isso
permite que as particulas se afastem significativamente umas das outras e se movam de
forma livre e desordenada, ocupando todo o volume do recipiente, o que caracteriza o

estado gasoso (figura 2.5). Em tal representacao se pode perceber este aumento médio
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em relagdo ao estado liquido (figura 2.4) do espagamento das particulas (esferas azuis)

que resultam em espacos vazios.

Figura 2.5: Representacao das distribuicoes de particulas na fase gasosa.
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Fonte: Autor (2024).

Portanto, as transicoes entre os trés estados classicos da matéria solido, liquido e
£asoso0, sao eventos descontinuos e bem definidos. Elas ocorrem em temperaturas espe-
cificas e envolvem a absor¢ao de calor latente para reorganizar a estrutura e as ligacoes
entre as particulas. Contudo, quando se fornece energia/temperatura o suficiente para
esse sistema que ja se encontra em estado gasoso ¢ possivel ter suas particulas ionizadas,
podendo-se chegar a um tipo de “quarto estado da matéria” denominado plasma. Este
“estado” esta representado na figura 2.6, onde os elétrons (esferas azuis) ganharam ener-
gia o suficiente para se desprenderem de suas ligagoes eletrdnicas com o niicleo (esferas
vermelhas).

Porém, todo o gés, em certo nivel, possui algum grau de ionizacao, logo uma
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defini¢ao mais 1til para um plasma seria de que “A plasma is a quasineutral gas of charged
and neutral particles which exhibits collective behavior” (Chen, 2016), que em traducao
literal significaria que um plasma é um gas como se fosse neutro de particulas carregadas e
neutras que exibe comportamento coletivo. Agora é plausivel trazer a compreensao ao que
se refere ao grau de ionizagdo, ao comportamento coletivo e a quasi-neutrality, para isso
se introduz a sec¢ao denominada "Equagao de Saha', que ira tratar do grau de ionizacao

de um gas.
Figura 2.6: Representacao das distribui¢oes de particulas no estado de plasma.
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Fonte: Autor (2024).

2.3.1 EQUACAO DE SAHA

A equagao de Saha descreve o grau de ionizagdo de um gas em equilibrio térmico

total como fungao da temperatura e da densidade de particulas (Chen, 2016). FEssa
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equacao mostra como o aumento da temperatura favorece a ionizagao, mesmo quando
esta ocorre em escalas bem inferiores a energia de ionizacao do atomo isolado. A forma

geral da equacao ¢ dada por:

; T3/2
;L ~ 24 x 107 /T, (2.5)

onde n; e n, sao, respectivamente, o nimero de particulas por unidade de volume (m=3)
de atomos ionizados e neutros, T é a temperatura do gas em kelvins, kg é a constante de
Boltzmann e U; é a energia de ionizagao do atomo que constitui o gas, expressa em joules.
Seja a o grau de ionizagdo do gas como sendo igual a razdo entre o nimero de ions pelo
numero total de particulas, obtém-se a seguinte equacao:
n; n; n; -1
a::<1+> , (2.6)
n; +ny, Ny, Ny,
onde a (equagao é definido como o grau de ionizagdo do gas que pode ser obtido a
partir do resultado da equacgao de Saha, de modo que quando todo o gas for ionizado, o
nimero de particulas neutras n,, vai para zero e o « vai para 1 e quando todas as particulas
do sistema forem neutras o grau de ionizagao « vai para zero, tornando o sistema neutro.
A partir do grafico da fragdo de ionizagao n;/n, como fungao da temperatura (fi-
gura , observa-se que mesmo para temperaturas bem abaixo da energia de ionizagao
expressa em kelvins (por exemplo, U; &~ 14,5e¢V = 1,7 x 10° K para o nitrogénio), ji ocorre
um aumento gradual da ionizagdo, com a fragao n;/n, saindo de valores extremamente
baixos e crescendo exponencialmente até o valor maximo para o eixo vertical
7% = 1. Essa transicao suave indica que a passagem do gas neutro ao plasma ocorre de
forma continua, sem uma ruptura abrupta como se observa nas transicoes de fase classicas
(como, por exemplo, do liquido para o gasoso). Assim, embora o plasma apresente propri-
edades distintas, a auséncia de uma descontinuidade na evolucao da fracao de ionizacgao
justifica o argumento de que o plasma nao constitui um “quarto estado” da matéria nos
mesmos moldes em que se define os trés estados classicos.
Ao se comparar o grafico da fracdo de ionizacdo previsto pela equacao de Saha
(figura com a tradicional curva de aquecimento da agua (figura , observa-se uma
diferenca fundamental. No caso da dgua, as mudancas de estado sdo eventos descontinuos,

marcados por patamares de temperatura nos quais a energia fornecida (calor latente) é
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Figura 2.7: Fragao de ionizagao n;/n, prevista pela equacao de Saha (equagao 2.5) em
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Figura 2.8: Curva de aquecimento da agua.
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Fonte: Silveira (2016).
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usada para quebrar ligacoes intermoleculares, definindo claramente as fases sélida, liquida
e gasosa. Em contrapartida, a transicdo de um gas para um plasma, descrita pela equa-
¢ao de Saha, ¢ um processo suave e continuo. Nao ha um ponto de transicao ou uma
temperatura fixa onde o gas “vira” plasma, em vez disso, a fracao de particulas ionizadas
aumenta progressivamente com a temperatura.

Esse comportamento continuo justifica o entendimento moderno de que o plasma
nao ¢é, de fato, um “quarto estado da matéria” no sentido tradicional, mas sim um regime
de ionizacdo progressiva de um gas. A razao fisica para essa transicao gradual estd
na distribuicdo de velocidades de Maxwell-Boltzmann (equagao . Mesmo que a
temperatura média do gas seja inferior a energia de ionizagao U;, a distribuicdo garante
que sempre existird uma “cauda” de particulas com energia cinética suficientemente alta
para, através de colisdes, ionizar os atomos. E a existéncia dessa pequena fracio de
particulas superenergéticas que inicia e sustenta o processo de ionizacao de forma gradual,

conforme previsto pela equagdao de Saha.

2.3.2 COMPORTAMENTO COLETIVO

Para explicar o comportamento coletivo se pode fazer um experimento mental.
Imagina-se um ambiente composto por ar comum. Como a molécula é neutra, had um equi-
librio entre as cargas, assim, a forca de Coulomb nao atua a distancia nestas particulas.
Além disso, considera-se desprezivel a forca gravitacional. O que gerencia o movimento
destas moléculas sao apenas suas “colisoes”, como visto nas seccoes anteriores desse ca-
pitulo, ndo de uma maneira com que os nucleos se toquem, mas, se repelindo a medida
que se aproximam por conta da for¢a eletromagnética. Um exemplo é que quando estas
particulas neutras recebem energia na forma de som elas propagam a mesma através das
ditas “colisoes”. Contudo, isso nao acontece em um gas no estado de plasma, onde ha
particulas carregadas .

Neste tipo de ambiente de plasma podem ocorrer concentracoes de particulas de
mesmo sinal em determinadas regides, e como estas particulas estao em um alto grau de
agitagao térmica, logo em movimento, produzem campos elétricos que se somam e geram
movimentos das cargas de sinais opostos. O movimento destas cargas é denominado
corrente elétrica e se hé corrente elétrica, pela Lei de Ampére, ha a geragao subsequente de

campos magnéticos que por consequéncia afetam o movimento de outras cargas distantes,
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isso explica o comportamento coletivo.

2.3.3 ESCUDO DE DEBYE

O escudo de Debye ¢ um fenomeno fundamental da fisica de plasmas que descreve
a maneira como as cargas elétricas se organizam coletivamente para reduzir a influéncia
de campos eletrostaticos introduzidos localmente. Quando uma carga elétrica ¢ inserida
em um plasma, os elétrons muito mais leves e moéveis que os ions se redistribuem ao redor
dessa carga, formando uma nuvem que tende a neutralizar o campo gerado, como se pode

observar na figura 2.9.

Figura 2.9: Escudo de Debye
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Fonte: Chen (2016).

A escala de distancia sobre a qual essa blindagem ocorre é chamada de compri-

mento de Debye, denotado por Ap, e é definida como:

EOkB]e
Ap =1/ 2.7
b neez ( )

em que, €y ¢ a permissividade elétrica do vacuo, kg ¢ a constante de Boltzmann, T, ¢ a

temperatura dos elétrons, n. ¢ a densidade de elétrons, e e é a carga elementar.

A existéncia do escudo de Debye impde trés critérios minimos para que um sistema
ionizado seja considerado um plasma. O primeiro critério é que o tamanho caracteristico
L do sistema seja muito maior que o comprimento de Debye (L > Ap). Isso garante que
o plasma tenha volume suficiente para que os efeitos de blindagem possam se manifestar

adequadamente (Chen, 2016).
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O segundo critério diz respeito ao nimero de particulas dentro de uma esfera de
raio A\p, chamada esfera de Debye. Para as particulas negativamente carregadas (elétrons)
o numero destas nessa esfera de Debye ¢ igual ao produto do volume pela densidade de

elétrons (Np = Vp n.), de modo que:

4
Np = gﬂne)\?b (2.8)

Para que a blindagem tenha validade estatistica, é necessario que Np > 1, ou
seja, muitos elétrons devem estar presentes dentro da esfera de Debye.

Por fim, o terceiro critério para a existéncia de um plasma esta relacionado a
frequéncia das colisoes. Para que o gas exiba um comportamento coletivo, as oscilagoes
eletrostaticas caracteristicas do plasma devem ocorrer em uma escala de tempo muito
mais rapida que o tempo médio entre as colisoes que dissipam a energia do sistema.

O parametro que descreve essa oscilagao coletiva é a frequéncia de plasma dos
elétrons, wy. Fisicamente, ela representa a frequéncia natural com a qual o conjunto de
elétrons de um plasma oscila se for ligeiramente deslocado de sua posi¢ao de equilibrio
em relacao aos ions positivos. A forga de restauracao eletrostatica atua para corrigir esse
deslocamento, mas a inércia dos elétrons os faz oscilar em torno da posicao de neutralidade.

A expressao para esta frequéncia é dada por:

N2
= 2.9
Wp P (2.9)

A ligacao entre esta frequéncia, wy., e o tempo médio entre colisoes, 7, define se
o comportamento do gas sera coletivo ou individual. O periodo caracteristico de uma
oscilagdo de plasma ¢é proporcional a 1/w,.. Para que a oscilagao coletiva se estabeleca
e seja uma caracteristica dominante, os elétrons precisam completar muitos ciclos de
oscilagao antes que uma colisdo com outra particula (neutra) interrompa seu movimento
organizado. Isso impoe a condi¢do de que o tempo entre colisoes deve ser muito maior
que o periodo da oscilagdo, ou seja, 7 > 1/wp.. Reorganizando esta inequagdo, chega-se

a condicao formal para o comportamento coletivo:

WpeT > 1
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Esta relagao garante que os elétrons tenham tempo suficiente para responder de
forma coletiva as perturbagoes, definindo o gas ionizado como um plasma, em vez de se
comportarem como particulas individuais cujos movimentos sao dominados por colisdes

aleatoérias.

2.3.4 QUASI-NEUTRALITY

A quasi-neutrality, ou no portugués algo do tipo “como se fosse neutro”, é uma
propriedade fundamental dos plasmas, que consiste na aproximagao de que as densidades
de carga positiva (ions) e negativa (elétrons) sdo aproximadamente iguais em regides
do plasma cujas dimensoes sao grandes em comparagao ao comprimento de Debye. Isso
significa que, em escalas espaciais muito maiores que \p, a carga liquida local é desprezivel
e o plasma pode ser tratado como se fosse eletricamente neutro. Em escalas menores, como
nas camadas de carga junto a superficies, pode haver significativas separacoes de carga.
A quasi-neutrality decorre naturalmente da blindagem de Debye de modo que qualquer
perturbagdo na neutralidade é rapidamente neutralizada por rearranjos das particulas
carregadas .

A quasi-neutrality é uma condicao 1til tanto conceitualmente quanto matemati-
camente, pois permite simplificagdes significativas nas analises de estabilidade em plas-
mas. Por exemplo, considerando-se um plasma de laboratério com densidade de elétrons

ne = 101 m~3 e temperatura dos elétrons 7. = 1eV. O comprimento de Debye, dado pela

equagao [2.7], é:
kgT.
Ap = | L2~ 7,43 % 10 m
Nnee

Supondo-se que o tamanho tipico do sistema seja L = 0,1 m > \p, como nos ace-

leradores de Plasma. Neste caso, a condi¢ao L > A\p esta satisfeita, e portanto o sistema
pode ser considerado como se fosse neutro. Isso implica que, mesmo havendo flutuagoes
locais de potencial, a densidade de cargas positivas e negativas se iguala rapidamente,

mantendo o plasma globalmente neutro em escala macroscopica.

2.3.5 DIFERENTES TEMPERATURAS EM UM PLASMA

Em um plasma, é comum que elétrons e ions apresentem temperaturas distintas.
Isso ocorre porque os elétrons, sendo muito mais leves, respondem com maior rapidez

as forgas elétricas externas e, portanto, absorvem energia mais rapidamente que os ions.
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Posteriormente, essa energia pode ser transferida dos elétrons para os fons através de
colisoes, promovendo o equilibrio térmico total em escalas de tempo mais longas, porém,
nao localmente.

Como se vera nos préoximos capitulos, quando particulas carregadas sdo submetidas
a campos elétricos e magnéticos, pode-se as analisar classicamente a partir da Forca de
Lorentz (equagao . Considerando a interagao de ions e elétrons com um campo elétrico
E constante, homogéneo e que suas velocidades (fons e elétrons) em t = 0 v(0) = 0, a

forca elétrica igualada a Segunda Lei de Newton pode ser escrita como:

dve qE
e— =—qE = = ——1t,
e 1 Ve M
dv; E
mil =4+¢E = v;= q—t,
dt m;

onde v, ¢ a velocidade do elétron e m, a sua massa, v; a velocidade do ion e m; a sua
massa, g € a carga da particula e E é o campo elétrico que a particula esta submetida.
Assumindo a relacao entre temperatura e energia cinética média[2.3|e substituindo

nela as equagoes acima, tem-se:

De modo que:

1
T, o< —
Me

Dado que m, < m;, segue-se diretamente que T, > T;, portanto, pode-se inferir
que os elétrons recebem muito mais rapidamente energia do ambiente externo, do que
os ions, e depois podem transferir para os ions por meio de colisoes. Além disso, em
plasmas magnetizados, o campo magnético impoe uma anisotropia nas trajetorias das
particulas. Isso faz com que elas possuam movimentos diferenciados nas dire¢oes paralela

e perpendicular ao campo magnético. Como consequéncia, pode-se observar tempera-
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turas distintas em diferentes direcoes, isto ¢, T', # T, caracteristica tipica de plasmas

fortemente magnetizados.

2.3.6 0OS TRES CRITERIOS QUE DEFINEM UM PLASMA

Realizada a explicagdo dos parametros de um plasma nas subsegoes anteriores,
agora se resume o que um gas ionizado necessita para que seja classificado como um
plasma. Para isso acontecer é necessario que ele satisfaga as trés condi¢oes fundamentais
mostradas nas sec¢des anteriores. As duas primeiras dizem respeito a neutralidade e ao
comportamento coletivo do sistema. A terceira estd relacionada a frequéncia das colisoes
com atomos neutros.

Assim, segundo [Chen (2016)|, as trés condi¢oes que um gas ionizado deve satisfazer

para ser considerado um plasma sao:

1. A\p < L: o comprimento de Debye deve ser muito menor que o tamanho do sistema,

para que a blindagem eletrostatica ocorra de forma efetiva;

2. Np >> 1. o nimero de particulas dentro de uma esfera de Debye deve ser muito

grande, garantindo validade estatistica as descri¢oes coletivas;

3. wpeT > 1: as oscilagoes de plasma devem gerar poucas colisoes entre elétrons e

particulas neutra, a fim de manter o comportamento coletivo.

Por exemplo, o gas fracamente ionizado expelido por motores a jato nao pode ser
considerado um plasma. Isso se deve ao fato de que, nesse meio, as particulas carregadas
colidem com tanta frequéncia com os atomos neutros que seu movimento é governado por

forgas hidrodinamicas ordinarias, e nao por forgas eletromagnéticas, que sao caracteristicas

do comportamento plasmatico |(Chen, 2016)|

2.4 ONDE SE PODE ENCONTRAR PLASMA

O Sol é uma estrela ativa cuja estrutura e dindmica sao profundamente influen-
ciadas por processos plasmaticos. De acordo com , diversos fenomenos solares
como as proeminéncias, as manchas solares e as eje¢des de massa coronal sao manifestagoes
de plasmas altamente energéticos confinados por intensos campos magnéticos. As proe-

minéncias solares sdo arcos de plasma sustentados por estruturas magnéticas, podendo
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durar varios dias. J4 as manchas solares indicam regioes de intensa atividade magnética,
com campos da ordem de 0,3T (teslas). O plasma presente nas proeminéncias possui
densidade de fons entre 10'¢ e 10" m~3 e temperaturas entre 5000 e 10000 K, enquanto
a coroa solar, com densidades menores de 1,7 x 10 m~3, pode atingir temperaturas até
2 x 108 K.

Os plasmas ocorrem amplamente na natureza e também podem ser produzidos ar-
tificialmente em diversas aplicagoes tecnoldgicas. Na natureza, eles se manifestam em uma
variedade de contextos astrofisicos e atmosféricos. Conforme discutido por e
Chen (2016)} o plasma esta presente nas estrelas, como o Sol, onde as temperaturas che-
gam a dezenas de milhoes de kelvin, possibilitando reagoes de fusao nuclear. A atmosfera
solar, por exemplo, abriga plasma com temperatura de alguns milhoes de kelvin e com
grau de ionizagao quase completo, o que contribui para fenémenos como emissao de luz
e atividade eletromagnética intensa. Em escalas planetarias, plasmas também sao en-
contrados nas atmosferas de gigantes gasosos como Jupiter e Saturno, e em estruturas

associadas, como anéis e magnetosferas.

Figura 2.10: Aurora Boreal.

Fonte: |[Eielson (2013)|
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Na Terra, um dos exemplos mais representativos de plasma natural sao as auroras
boreais e austrais como visualizado na figura[2.10} As auroras sao fendmenos gerados por
ions e elétrons que precipitam em altitudes proximas a 100 km. Essas particulas coli-
dem com os atomos e moléculas da alta atmosfera, principalmente oxigénio e nitrogénio,
excitando-os e promovendo a emissao de luz. O oxigénio, ao retornar ao estado funda-
mental, emite luz tipicamente verde ou marrom, enquanto o nitrogénio produz emissoes

nas faixas azul e violeta [Chen (2006)l De acordo com [Piel (2010)| nessas regioes a tempe-

ratura do plasma pode atingir milhares de kelvin, favorecendo essa ionizagdo parcial das
particulas atmosféricas. destaca que o grau de ionizagdo nestes fendmenos
¢ dependente da energia das particulas solares e da eficiéncia dos mecanismos de colisao
com os constituintes da alta atmosfera. Fenomenos semelhantes sao observados em regides
como os cinturdes de Van Allen, onde campos magnéticos intensos aceleram particulas e
geram plasmas em larga escala.

O vento solar é outra manifestacdo continua do plasma solar. Como
introduz, o vento solar é constituido por particulas carregadas emitidas radialmente da
coroa solar, que, ao chegar nos planetas, interage com os seus respectivos campos mag-
néticos. A NASA disponibilizou uma representacao artistica de uma tempestade solar
atingindo o planeta Marte, onde se destaca a remocao de ions da camada superior da
atmosfera, como ilustrado pela figura [2.11] A velocidade tipica desse fluxo atinge cerca
de 400 km/s. A magnetohidrodindmica, introduzida por Hannes Alfvén, explica o conge-
lamento das linhas de campo magnético ao fluxo de massa do vento solar. Esse plasma
em movimento é responsavel por uma variedade de fendmenos na magnetosfera terrestre,
como, por exemplo, as tempestades geomagnéticas que podem representar risco a integri-
dade de satélites e a seguranca de astronautas. Com relativa frequéncia, sao observadas
grandes ejecoes de massa coronal, como a de 27 de fevereiro de 2000 pelo satélite SOHO,
e como o evento de 30 de outubro de 2003 que expandiu a zona auroral até a latitude
de 47°. Estes eventos reforcam a importancia do estudo dos plasmas solares para a com-
preensao dos efeitos espaciais sobre o ambiente terrestre, ao qual se dara maior enfoque
(vento solar) nos capitulos finais do presente trabalho.

Além dos ambientes naturais, o plasma pode ser gerado artificialmente por di-
ferentes métodos de ionizagdo. Um dos mais comuns é a descarga elétrica em gases de

baixa pressao, utilizada em lampadas de descarga, tubos de gas e reatores de plasma.
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Figura 2.11: Representacao artistica de uma tempestade solar atingindo Marte e
removendo ions da atmosfera superior do planeta.

Fonte: NASA/GSFC (2015).

Piel (2010) aponta que, nesses dispositivos, a temperatura do plasma pode atingir entre
103 e 10* K, com grau de ionizacdo variando entre 107¢ e 1072, dependendo da energia
fornecida. A ionizagao também pode ser induzida por lasers de alta poténcia, capazes de
gerar plasmas com temperaturas superiores a dezenas de milhoes de kelvin e densidades

3 como ¢ o caso da fusdo inercial. Chen (2016) complementa

eletronicas acima de 10%° m~
que, em ambientes laboratoriais e industriais, a aplicagao de campos magnéticos e corren-
tes elétricas intensas permite o confinamento e controle de plasmas em dispositivos como
os Tokamaks, usados em pesquisas de fusao termonuclear.

Nas ultimas décadas, a pesquisa em fusao termonuclear controlada com base no
confinamento magnético tipo Tokamak tem apresentado avangos notaveis, especialmente
em parametros criticos para a viabilidade de reatores de fusdao. De acordo com Kikuchi
et al. (2012), melhorias significativas foram alcancadas nas propriedades de transporte,
densidade operacional e estabilidade dos plasmas confinados em Tokamaks. Nesta area
existem dois parametros para se analisar a eficiéncia do sistema, o chamado fator de ganho

de energia () e o produto triplo da fusao n7T'7g.

O fator de ganho de energia () é definido como a razao entre a poténcia gerada
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pelas reagoes de fusao e a poténcia fornecida externamente para aquecer o plasma, isto é,

P, fusdo
Q =

, onde P30 representa a poténcia total resultante da fusao e P,,, corresponde
au.
a poténci; auxiliar fornecida ao sistema. Valores de () < 1 indicam que o reator consome
mais energia do que produz, () = 1 significa que a energia gerada ¢ igual a energia forne-
cida, @) > 1 demonstra uma eficiéncia crescente do processo de fusao, sendo que a ignigao
ocorre teoricamente no limite () — oo, quando o plasma se sustenta energeticamente sem
necessidade de aquecimento externo adicional. O produto triplo da fusao, representado
por nT'7g resulta da multiplicagao entre a densidade de particulas n (em m™2), a tempera-
tura do plasma 7' (em keV) e o tempo de confinamento de energia 75 (em segundos). Essa
quantidade expressa simultaneamente a quantidade de combustivel disponivel, a energia
média por particula e a duracdo com que essa energia é retida no sistema. Para que a
fusdo por confinamento magnético seja viavel, esse produto deve ultrapassar um valor
critico, conhecido como critério de Lawson. No caso da reacao deutério-tritio, esse valor

3 sendo necessario para atingir o ponto de

minimo é da ordem de 3 x 102 keV - s-m™
ignicdo ou, ao menos, garantir valores altos do fator de ganho energético Q).

Desde o inicio das experiéncias com Tokamaks na década de 1960, o progresso no
valor do produto triplo foi superior a trés ordens de magnitude. Esses avancos consoli-
dam o Tokamak como o sistema toroidal mais avancado para confinamento de plasma,
justificando a construgao do ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor),
que é um projeto internacional sediado em Cadarache, sul da Franga, com participacao da
Unido Europeia, China, India, Japao, Coreia do Sul, Russia e Estados Unidos. O ITER
visa demonstrar a viabilidade cientifica e técnica da fusao, planejando operar com ) = 10,

embora nao dependa do estado de ignicdo para ser eficiente. Com uma eficiéncia global

de cerca de 35% na conversao de energia, valores de () entre 20 e 40 seriam suficientes

para a viabilidade energética de futuros reatores de fusao |(Kikuchi et al., 2012)|

Segundo |Letcher (2025), o ambiente interno do ITER operard em vacuo quase

perfeito, com pressoes da ordem de 107°Pa, podendo ser elevadas até cerca de 100 Pa
apos reintroducao de gases selecionados. Tal vacuo é fundamental para evitar impurezas
que dissipariam a energia de aquecimento do plasma. O campo magnético principal do
ITER atinge valores de até 11,8 T, cerca de 260 mil vezes o campo da Terra, sendo de 5,6 T
no centro do reator. Esses campos, embora fisicamente intensos, nao sao perceptiveis aos

sentidos humanos nem representam riscos diretos a dispositivos médicos inativos, como
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placas de titanio ou marca-passos desligados.

Figura 2.12: Representagao artistica do Tokamak ITER (International Thermonuclear
Experimental Reactor).

Fonte: |[Letcher (2025)|

Durante a ignicao do plasma, fendmenos eletromagnéticos intensos sdo observados.
O plasma emite radiagdo em um amplo espectro, incluindo luz visivel, ultravioleta e raios
gama, estes ultimos perceptiveis apenas por cameras especializadas. O som, embora
tecnicamente produzido, nao é audivel, dada a auséncia de meio material que permita
a propagacao de ondas actsticas. Em termos de dindmica de particulas, os fons mais
massivos atingem velocidades de 100 a 2000 km/s, enquanto elétrons, muito mais leves,
podem se mover entre 10000 e 100000km/s, chegando a um ter¢o da velocidade da
luz. Essa alta velocidade implica em efeitos relativisticos, sendo necessario considerar o
desvio Doppler relativistico em diagnosticos épticos. No presente trabalho somente serao

considerados efeitos nao relativisticos na dindmica do plasma.
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3 MOVIMENTO DE UMA PARTICULA CARREGADA EM CAMPOS
ELETRICOS E MAGNETICOS UNIFORMES

E particularmente interessante se trabalhar com o estado de plasma pelo simples
fato de que o mesmo apresenta um comportamento completamente esquizofrénico, ja que
como definido no capitulo 2 tal arranjo de particulas podem tanto apresentar um com-
portamento de fluido, como as vezes podem se comportar como uma colecao de particulas
individuais. Para se trabalhar com determinado material é particularmente interessante
obter seu confinamento, assim, para se obter o confinamento de um fluido é, em compara-
¢ao, simples, ja que o mesmo ocupa o volume ao qual foi inserido, porém, para confinar o
plasma que se comporta também neste movimento individual (supracitado) é necessario
que se compreenda a sua trajetoria e os parametro fisicos associados a ela. Como se fosse

cacar borboleta, vocé analisa seu comportamento para que possa assim a capturar. Nisso,

busca-se trabalhar com um sistema de baixas velocidades. |Osério et al. (2014) comenta,

em seu artigo “Mecanica Relativistica”, que ao buscar um sistema de altas velocidades,
deve-se optar pelo formalismo e teoria da mecanica relativistica, porém, quando se trata
de baixas velocidades o formalismo classico, logo, também, a Segunda Lei de Newton,
vem a calhar e resolve muito bem os problemas.

Um ambiente de particulas carregadas, ao desprezar a interacao gravitacional,
obedecem e tem seus movimento regidos pelos campos elétricos e magnéticos devido as
interagoes fundamentais. Essa relagdo é descrita pelas leis de Maxwell, do eletromagne-
tismo, em especial a for¢a de Lorentz, que determina como uma particula carregada se
move em presenca de campos elétricos (E) e magnéticos (B). Esta andlise da particula
submetida nos campos pode variar temporalmente e espacialmente, o que torna a mesma
muito complexa. Diante disto, para se iniciar a andlise de movimento de maneira mais
simples, porém completa, submete-se uma tnica particula a estes campos e se analisa seu

comportamento.

3.1 FORCA DE LORENTZ

Como citado, o que governa o movimento de uma particula eletricamente carregada
submetida a campos elétricos e magnéticos é a forca de Lorentz. A partir dela se pode

realizar algumas aferi¢cbes a respeito dos efeitos destes campos na energia cinética de
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particulas carregadas. Essa forca de Lorentz é obtida através da soma de outras duas
forgas, a gerada por um campo elétrico (E) e a ocasionada pelo campo magnético (B).
Por definicao o campo elétrico E exerce uma forga sobre uma particula carregada

com carga ¢. Assim a forga elétrica F. pode ser escrita como:
F.=qE (3.1)

Ja, a for¢a (F,,) gerada pelo campo magnético B atua, por sua vez sobre a
particula apenas se ela estiver em movimento com velocidade v, podendo ser escrita
como:

F,,=qvxB (3.2)

E como a forga de Lorentz (F.,,) é a soma de ambas equagoes e , pode-se
a escrever como:

Fem:Fe+Fm:qE+qVXBu
F., =q¢(E+v xB) (3.3)

Levando em conta a forca eletromagnética como a forga resultante que atua sobre

a particula, pode-se igualar a for¢ca de Lorentz com a Segunda Lei de Newton:
Fo, = ma

Considerando-se a Segunda Lei de Newton e fazendo o produto escalar com a

velocidade, se obtém:
dv

F-v=ma-v=m— v,

dt

que pode ser reescrito como:

dv _d(l )_d<1 z)_dK
VT a2 V) T \™ ) T

onde K ¢é a energia cinética. Igualando o resultado da equacao acima com a equagao

inicial se obtém:

dK

F-v=—"— A4
v=— (3.4)
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Agora, fazendo o produto escalar da velocidade v com a equagao|3.3|e se igualando

a equacao 3.4 obtém-se:

dK
Fem'V:EZQ(E—i—VXB)-V,

realizando a distribuitiva:

agquE-v+q(va)-v

Para a equacao acima o termo ¢(v x B) - v é sempre zero, pois o produto escalar
entre um vetor e um produto vetorial envolvendo ele mesmo resulta em zero, pois, o
produto vetorial entre v e B ird gerar um vetor perpendicular a ambos (ou perpendicular
ao plano vB). Logo:
dK

assim, pela equacao se conclui que o campo magnético B nio altera sua energia
cinética total. Ele pode modificar apenas a direcdo do movimento da particula, mas nao

sua velocidade escalar total, deixando esse papel para o campo elétrico E.

3.2 EQUACOES DE MAXWELL

As equagoes de Maxwell constituem o conjunto fundamental que descreve o com-
portamento dos campos elétrico e magnético, bem como sua relacdo com cargas e corren-
tes. Na forma vetorial, elas sdo apresentadas a seguir, com as defini¢oes de cada constante
envolvida. A primeira dessas equacoes é a Lei de Gauss para o campo elétrico, apresen-
tada aqui em sua forma diferencial. Ela estabelece que a divergéncia do campo elétrico
E em qualquer ponto do espago é diretamente proporcional a densidade volumétrica de
carga elétrica p naquele mesmo ponto. Em termos fisicos, esta lei afirma que as cargas
elétricas sao as fontes e os sumidouros do campo elétrico: o campo “diverge” a partir de

cargas positivas e “converge” para cargas negativas. A relacao é dada por:

V-E=1 (3.6)

onde V - E representa a divergéncia do campo elétrico, p é a densidade volumétrica de

carga elétrica e ¢y é a permissividade elétrica do vacuo, cujo valor é aproximadamente
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8.85 x 10712C?/(Nm?).

A Lei de Gauss para o magnetismo, em sua forma diferencial, estabelece que a
divergéncia do campo magnético B é sempre nula em qualquer ponto do espago. Esta
¢ uma das leis mais fundamentais do eletromagnetismo e tem uma consequéncia fisica
profunda: a inexisténcia de monopolos magnéticos. Diferentemente do campo elétrico,
que pode divergir de cargas pontuais (as fontes), as linhas de campo magnético nunca se
originam ou terminam em um ponto; elas sempre formam lagos continuos. A equacao a

seguir é a expressao matematica dessa lei:

V-B=0, (3.7)

onde V - B é a divergéncia do campo magnético.
A terceira equacao é a Lei de Faraday da inducgao, que descreve como um campo

elétrico E é gerado pela variagao temporal do campo magnético B. Essa relacao é expressa

como:
0B

VXE=——, 3.8

5 (3.8)

onde V x E representa o rotacional do campo elétrico e %—? ¢ a derivada temporal do

campo magnético.
Finalmente, a Lei de Ampére-Maxwell relaciona o rotacional do campo magnético
B a densidade de corrente elétrica J e a variacao temporal do campo elétrico E. Essa
equagao é dada por:
OE

VxB= /L()J + M0€0E7 (39)

onde V x B ¢ o rotacional do campo magnético, J é a densidade de corrente elétrica, pyg
é a permeabilidade magnética do vacuo, com valor aproximado de 47 x 107" Tm/A, e &
¢ a permissividade elétrica do vacuo. Vale destacar que pogg = c%, onde c é a velocidade
da luz no vécuo, com valor aproximado de 3 x 10®m/s.

Assim, as equagoes de Maxwell descrevem de forma completa os fundamentos do
eletromagnetismo classico, permitindo compreender como campos elétricos e magnéticos
sao gerados e como interagem com cargas e correntes.

A partir de uma distribuicao de cargas e correntes, pode-se determinar os campos

E e B diante as equacoes de Maxwell e os aplicando na equacgao da forca de Lorentz (/3.3
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se obtém a equacdo do movimento. Este é chamado de modelo de primeiros principios,

no qual é possivel obter uma solucao exata.

3.3 CAMPO B UNIFORME E E NULO

Como citado no inicio deste capitulo, para se compreender o plasma é necessario
descrever o tipo de movimento que suas particulas constituintes efetuam quando sub-
metidas a campos elétricos e magnéticos. A trajetoria de uma particula em ambientes
realistas, como os encontrados em plasmas astrofisicos ou de laboratério, é frequente-
mente complexa. Contudo, essa trajetoria pode ser entendida como uma superposicao de
movimentos mais simples e fundamentais.

Por essa razao, a abordagem mais didatica e fundamental é construir o conhe-
cimento de forma progressiva. Inicia-se, portanto, com a analise do movimento de uma
unica particula nos cenarios mais simples, como campos uniformes, para entao avancar a
configuragoes mais realistas, que incluem gradientes e curvaturas. Ao se compreender os
movimentos elementares que surgem em cada um desses casos, 0 movimento ciclotrénico,
as derivas e o espelhamento magnético, adquire-se a base necessaria para interpretar as
trajetérias complexas observadas na natureza (tema capitulo 5).

Considere a situagao que o campo B = By keE = 0, ou seja, respectivamente
um cenario de campo magnético uniforme na direcdo de z com modulo inicial By e sem a

atuagao do campo elétrico. Nesta situagao, por meio da equagao [3.3] tem-se que:

F..=q(E+v xB),

A

F..=qvxByk

Como a particula tem movimento tridimensional, pode-se substituir o vetor velo-

cidade nas suas trés componentes cartesianas, assim:
Fon=q(ve i+v,j+v. k) x By k

Para resolver o produto vetorial, aplica-se a propriedade distributiva, separando
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cada componente da velocidade:

A
.

Fen = q |(v:B0) (3 x k) + (v,B0)(§ x k) + (v:Bo) (k x k)]

Utilizando as propriedades conhecidas do produto vetorial para os vetores unitarios

A

cartesianos, onde 1 x k= —j, j xk=iekxk= 0, a equacao se simplifica para:
Fem = q [v2Bo(—J) + v, Bo() + v2Bo(0))]
Reorganizando os termos, obtém-se a expressao final para a forca:

Fen = qBo (v,i — v.]) (3.10)

Agora, aplicando a Segunda Lei de Newton e assim reescrevendo a forga em termos

de sua derivada:

F.n = m¥ = mi 1+ mg j+ms k, (3.11)
onde,
..’.‘+ ..’.‘+ l; d2l'¢+ d2y¢+ d2zf{
mii+m mik=m—i+m— m—
v at? az 3T
Substituindo a equacao [3.11] na equacgao |3.10, obtém-se que:
mi 14+ mi j+ mz k = —qBov, j + qBovy i (3.12)
Analisando a equacdo acima por componentes, pode-se obter trés equacoes esca-
lares:

mi = qByvy,

my = —qBov,,
mz =0

Observa-se que, neste caso, hd apenas componente de aceleracdo nos eixos x e
y, deixando o eixo z com componente de aceleracao nulo, portanto a componente de
velocidade do eixo z, v, também se mantera constante. Pela configuracao das equagoes

acima (dos eixos = e y) é necessario realizar o desacoplamento das mesmas, ja que ambas
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as componente de velocidade (v, e v,) estdo em fun¢ao de sua componente perpendicular,

na forma em que:

mvy = CIBko,

e7
mvy, = —qBov,
Portanto, para desacoplar as equagoes de x e y, reescreve-se as mesmas cOmo:
. qBo
Vp = ——1y, 3.13
20, (313
. qBy
Uy = —va (314)
Derivando-as temporalmente:
_abo,
T m Y
. qBo .
by ==
Define-se M% como:
B
w = 1450 (3.15)
m
logo,
Uy = FWeDy, (3.16)
Uy = Fwely, (3.17)

onde o sinal de F e + surgem em relagdo ao médulo da carga elétrica |q|, em que, na

equacao [3.17] o sinal superior se refere a uma carga positiva e o inferior a uma carga

negativa.

Substituindo as equacoes e respectivamente nas equacoes e [3.17]

obtém-se que:

ﬁ:c = iwc (q:wcvx) )

Uy = Fw, (Fwevy)
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portanto,
i}:p - _wczvma
Uy = wc%y,
e assim,
by + welv, = 0, (3.18)
by, + w: v, =0 (3.19)

Ambas as equacoes culminaram em um tipo de equacao muito utilizada na fisica
classica, a do tipo que rege o movimento de oscilagoes harmonicas simples. As mesmas
podem ser resolvidas através do método de resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias

(E.D.O.) de segunda ordem, homogénea, podendo-se comegar com a forma geral:

d*q
ﬁ + w2q = 0, (320)

onde ¢ é a funcao desconhecida, e w é uma constante que caracteriza o sistema. Para
encontrar a solucao, utiliza-se o método da equacao auxiliar. Substituimos a solu¢ao
geral assumindo que ¢(t) = e, onde A\ é um pardmetro a ser determinado. A ideia
por tras dessa escolha se deve a propriedade fundamental das exponenciais, em que sua
derivada mantém a mesma forma, tornando o problema matematicamente mais tratavel.
Além disso, essa abordagem permite encontrar rapidamente as solugoes em termos de fun-
¢oes trigonométricas quando a equacao descreve um sistema oscilatorio, como o oscilador
harménico simples. Substitui-se essa forma de solugdo na E.D.O. (eq. [3.20), obtém-se:
d2

ﬁ(@”) +w26>\t =0

At

Como as derivadas de e sdo proporcionais a funcdo e* em si, tem-se:

MeM 4 WM =0

At

Divide-se ambos os lados da equagao por e, assim se obtém a equacao auxiliar:

M4+w' =0 (3.21)
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Resolvendo a equagao para A, obtém-se que:
A= V—w? = +iw,

onde i ¢ a unidade imagindria (i = —1). A solugdo geral para ¢(t) é, entdo, uma

combinagao linear de exponenciais complexas associadas a esses valores de \:
q(t) = Cre™" + Coe ™", (3.22)

onde C] e (5 sdo constantes que determinam as condigoes iniciais do problema.
Usando férmula de Euler, e = cos(#) i sin(f), onde 6 = wt, pode-se reescrever

a solugao |3.22| como:
q(t) = Cy cos(wt) + iC sin(wt) 4+ Cy cos(wt) — iCy sin(wt),
onde, reagrupando, fica:
q(t) = (Cy + Cy) cos(wt) +i(Cy — Cy) sin(wt)

Redefinindo as constantes C} 4+ Cy e i(C} — Cy), respectivamente como Cryy e Cry,
obtém-se:

q(t) = Cyrr cos(wt) + Cry sin(wt), (3.23)

lembrando-se que C}y é um niimero imaginario.
Encontrada a equacao [3.23] aplica-se a mesma para a resolucao das equacoes|[3.18
el3.19] Como ambas possuem estrutura idéntica, também tem mesma resolucao, portanto

resolvendo uma se resolve automaticamente a outra. Resolvendo para [3.18| tem-se:
vz (t) = Cryycos(wet) + Cry sin(w,t)

Considerando a condicao inicial, que em t = 0 a velocidade v, (t) = v,(0) = vy,
obtém-se:

v2(0) = Cyrr cos(we0) + Cry sin(w.0) = Crrrl + Cry 0,
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logo,

02(0) = Crrr = vy,

que resulta em:

Vz(t) = vy, cos(wet) + Cry sin(wet)

(3.24)
Derivando-se [3.24] em relagao a t, tem-se:
. d . d d .
e = o (Vg cOs(wet) + Cry sin(wet)) = Vao g cos(wet) + C’IV& sin(wet),
Uy = —VUgoWwe sin(wet) + Cryw. cos(w.t) (3.25)

Agora, trabalhando apenas com uma particula positiva (carga +¢), reescreve-se a
equagao [3.13] como:

= 701} = W,V
T c
m v v
Dac
Vy = —
Y Wc7

Agora, substituindo-se em ¥, a equagao [3.25 adquire-se:

L VW sin(wet) + Cryw. cos(w,t)
=

Y
We

que resulta em:
vy = —Uy, sin(wet) + Cry cos(w,t)

(3.26)

Onde novamente utilizando a condigdo inicial, que em t = 0 a velocidade v, (t) =
v, (0) = vy,, adquire-se:
vy (0) = —vy, sin(we0) + Cry cos(w0) = —v,,0 + Cry 1,
e portanto,
vy(0) = Crv = vy,

Reescrevendo agora (3.24] com o parametro Cjy definido, tem-se:
Vv )

V(1) = Vg cOS(Wet) + vy, sin(wet),

(3.27)
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Uy (t) = =g, sin(wet) + vy, cos(w,t) (3.28)

As constantes v,, e vy, representam respectivamente as componentes = e y da ve-
locidade inicial no plano zy. A particula ainda pode ter uma componente z de velocidade
inicial v,,. Pode-se chamar a componente da velocidade no plano 2y como velocidade or-
togonal v;. Como o campo magnético nao altera a energia cinética (demonstracao dada
na sec¢ao 3.1) e a velocidade v, é constante, a velocidade ortogonal serd constante e pode

ser calculada como sendo a velocidade resultante dada por:

2 2 2 2
Vgo” T+ Vyy” = Vgyy” = VLT,

Figura 3.1: Construgao geométrica envolvendo as velocidades vy, vy, € v.

Vxo

Yyo

Fonte: Autor (2024).

A figura 3.1 representa uma constru¢ao geométrica na forma de um tridangulo
retangulo envolvendo as velocidade v,,, vy, € vi. A partir desta construgao, pode-se

extrair as seguintes relagoes:

v
cosd = 2,
V1
. v
sind = =2,

U1
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que resultam, a partir de e respectivamente em:
vz(t) = vy sin 6 cos(w.t) 4+ v cos d sin(w,t),

vy(t) = —v sindsin(wt) + v cosd cos(wct),

em que 0 é um angulo de fase que da informagao sobre a configuracao inicial das veloci-
dades v, (t) e vy, (t).
Pelas propriedades trigonométricas sin(a + b) = sin(a) cos(b) £ cos(a)sin(b) e

cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) , pode-se reescrever v, e v, como:

v,(t) = vy sin(w.t + ), (3.29)

v, (t) = vy cos(wet + ) (3.30)

As equagoes [3.29] e [3.30] descrevem as velocidades no plano zy para uma particula
com carga positiva (q>0).

Analisando casos especificos, tem-se que, se 0 = 0°:

vz(t) = vy sin(wet),

vy (t) = vy cos(wct)

Nesse caso, a particula inicia o movimento com v,(0) = v, e v,(0) = 0, ou seja, a
velocidade inicial esta completamente na direcao y.
Se 0 = 90°:

v (t) = vy sin(w.t +90°) = v, cos(w.t),
vy (t) = vy cos(wt 4+ 90°) = —v, sin(w,t)

Aqui, a velocidade inicial muda para v,(0) = v, e v,(0) = 0, ou seja, a particula
comeca seu movimento com velocidade totalmente na direcao x.
Agora, para encontrar x e y, integram-se as equagoes e3.30, Portanto, para
_dx

v (t) = prialt sin(w.t + 9),
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x t
/ dr =v, / sin(w.t + 0) dt
xo 0

Chamando w.t+46 de u, sendo este uma variavel qualquer, du = w, dt. Substituindo

na equacao acima:

¢ , du vy v .
[ac]|mO = vL/sm(u) o [— cos(u)]| = o [— cos(wet +0)]|g
Al
T—Zp = = [— cos(wet 4 0) + cos(w:0 + 9)],

r=—t cos(wet + 6) + oL cos(0) + xg
wc wc

Considerando 2+ cos(d) + 29 = X, reescreve-se a equagao acima como:
c

r—Xo= o cos(wet + 9) (3.31)

wC
onde X maitsculo serda o centro do movimento circular, mas isso sera explicado mais a
frente. A posigao inicial é zy mintdsculo.
Fazendo o mesmo para em v,, tem-se:

y—Yy = UL sin(wt + 9) (3.32)

We

onde Yy maitsculo serda o centro do movimento circular, mas isso sera explicado mais a
frente. A posicao inicial é y, mintdsculo.

Elevando-se ao quadrado as equagoes e[3.32 e apds, somando-se-as, obtém-se:

(x—Xo)’ + (y—Yo)* = (UL cos(w,t + 5))2 + (UL sin(w.t + 5))2 :

(= Xo)* + (y — Yo)* = (”)2 [(COSQ(CUJ + 6) + sin? (wet + 5)] = (Z)L)Q (1),
(z— Xo)* + (y — Yo)* = (3)2 = (rp)? (3.33)

Assim, obtém-se a equagao de uma circunferéncia no plano xy com raio rp = &=,

c

denominado raio de Larmor. X, e Y sdo as coordenadas do centro da circunferéncia.
O centro da circunferéncia é chamado de centro guia e em algumas situagoes a analise

detalhadas do movimento pode ser muito complexa, assim, olhar para o movimento do
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centro guia é uma alternativa para simplificar a analise do movimento da particula. Tal
particula efetua um curso denominado de movimento ciclotronico e w,. é a frequéncia
angular deste movimento.

Sabendo-se que a particula esta submetida a um movimento circular, basta agora
determinar o sentido deste movimento. As equacoes que regem a velocidade do movimento
para uma particula carregada positivamente sao as equacoes 3.29 e 3.30.

Sem muitas dificuldades, fazendo o mesmo processo realizado para se chegar aos
resultados das velocidades para uma particula de carga positiva (equagoes 3.29 e 3.30),

pode-se chegar as equagoes de movimento para uma particula de carga negativa, que sao:

vz(t) = vy sin(w.t + 9) (3.34)

vy (t) = —v cos(wet + 0) (3.35)

A partir destes resultados adquiridos para as velocidades da particula carregada
positivamente (equacoes 3.29 e 3.30) e negativamente (equagoes 3.34 e 3.35), pode-se
adquirir o sentido do movimento para cada carga. Visto que se trata de um movimento
de rotacao realizado no plano zy (equagao 3.33), com frequéncia angular w, (frequéncia
ciclotronica), analisa-se as supracitadas equagdes em conjuncao a figura 3.2.

Figura 3.2: Circulo cartesiano para demonstracao do movimento da particula carregada,

tanto com carga positiva q>0, quando para carga negativa q<0, submetida a um campo
magnético saindo da tela.

y A
iR
OB
Anti-horério Horario q>0
v, (t) = v, - sin(w, - t + 6) (3.29)
vy (1) = vy - cos(w, - t + &) (3.30)
q<0
1, (t) = v, -sin(w, - t + 6) (3.34)

vy (t) = —v, - cos(w, ' t +95) (3.35)

\ 4

Fonte: Autor (2024).
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Na figura , a flecha indica o vetor velocidade (v, ) resultante no plano zy.
Analisando, inicialmente, as equagbes para a particula de carga positiva (3.29| e |3.30)),

quando wct +§ = § rad, v,(t) = vL e vy(t) = 0, portanto, v, ¢ positivo e v, ¢ nulo.
No grafico acima, tem-se duas opg¢oes onde esta situagao pode ocorrer, as quais estao
sinalizadas por P;. A trajetéria com P; em baixo corresponde a situagdo do movimento
no sentido anti-horario e aquela com P; em cima, a situacdo do movimento no sentido
hordrio. Tendo ocorrido a situacdo w.t + d = 5 rad para um determinado valor de
tempo t, agora, se analisa qual serd, para um pequeno instante de tempo depois, o sinal
das velocidades v, e v,. Observadas as equagoes e se visualiza que, para um
pequeno instante de tempo posterior, tem-se v, > 0 e v, < 0, portanto o movimento que
corresponde nesta situagao é o movimento no sentido horario.

Agora investigando as equagdes para a carga negativa e , também para

wet + 6 = § rad, da mesma forma que anteriormente, também se observa que v, = vy
e v, = 0. Esta situagao pode corresponder a qualquer dos dois pontos em destaque na
figura sinalizado com o simbolo P;, contudo, para um pequeno instante de tempo posterior,
observa-se que v, > 0 e v, > 0 e portanto esta situacao corresponde ao movimento no
sentido anti-horario.

Portanto para uma carga positiva o movimento é no sentido horario e para uma
carga negativa o movimento ¢ no sentido anti-horario.

Quando se junta o movimento gerado no plano xy (figura com a componente
z de velocidade v, do movimento (sendo esta constante), discutido no inicio da sec¢ao, se
obtém o movimento relativo a figura [3.3]

Dessa forma, a dindmica de uma particula carregada em um campo magnético
uniforme revela um movimento helicoidal, composto por uma rotagao no plano zy e
um deslocamento uniforme ao longo do eixo z. No plano perpendicular ao campo B, a
particula realiza um movimento circular, girando ao redor do seu centro guia (relativo ao

_ la|Bo

centro do movimento circular de raio r;) com a frequéncia ciclotrénica w, = a qual

m ?

depende unicamente da carga q e da massa m da particula, bem como da intensidade B

do campo magnético. O raio dessa orbita, definido como raio de Larmor, é dado por r;, =

muv |
lg|Bo?

determinando a escala espacial dessa rotacao. Ja no eixo z, paralelo a B, a particula

mantém uma velocidade constante v, sem sofrer influéncia do campo magnético, uma vez
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que este nao exerce forca sobre componentes de velocidade paralelos a sua direcdo. Assim,
a combinacao desses dois movimentos, a rotagao ciclotronica no plano zy e a translacao
uniforme em 2z resulta em uma trajetoria helicoidal. Essa configuracdo de movimento
é fundamental para diversas aplica¢oes na fisica de plasmas, como o confinamento de
particulas em Tokamaks e a descricaio do comportamento de particulas carregadas no

meio interplanetario.

Figura 3.3: Representacao do movimento de uma particula, carregada positivamente, no
plano xy com o acréscimo do movimento no eixo z.

<y

q>0

Fonte: Autor (2024).

3.4 CAMPOS B E E UNIFORMES

Incrementando o problema, agora com campos B e E uniformes, mantém-se o
campo magnético na mesma direcio B = By k, mas, acrescenta-se o campo elétrico
E=E,i+E,j+E. k.

Como de costume, pretende-se chegar nas equagoes de velocidade e trajetéria da
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particula. Portanto, comega-se escrevendo a equacao de forga de Lorentz (3.3]).
Fo.=q¢qE+vxB),

aplicando a Segunda Lei de Newton,
mi = gE 4 ¢(v x B) (3.36)

Utilizando o mesmo procedimento para B obtido em [3.12] a equagdo acima se
desdobra em:

mi = qE — ¢Byv, j + qBov i,
onde substituindo E em coordenadas cartesianas, tem-se:
m¥ = qE, i+ qE, j+ qF. k — ¢Bovs j + qBovy 1,

mi, 1+ mu, j +mv, k = q(E, + Byv,) i+ q(E, — Bov) j + qE. k.

onde as reescrevendo com base em suas respectivas dire¢oes, pode-se separar em 3 equacoes

escalar, sendo elas:

mi, = q(E, + Bovy), (3.37)
mu, = q(E, — Bovy), (3.38)
mu, = qF, (3.39)

Iniciando a andlise pela equacao |3.39, observa-se que ela descreve um movimento
sob a acdo de uma forca constante. Isso indica que o movimento segue a equacao do
movimento retilineo uniformemente acelerado (M.R.U.A). Assim, a posigao ao longo do

eixo z pode ser expressa por:

LqF.
z:z0+vZOt+§ -

2 (3.40)

em que a formulacao evidencia a influéncia da aceleracao constante % no movimento
da particula.

Agora, busca-se uma solucao assumindo que a trajetoria da particula corresponde
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ao comportamento de uma carga positiva. Isso significa que a deflexdo causada pelos cam-
pos elétrico e magnético seguird a orientacao prevista para cargas positivas. Essa escolha
implica em uma facilidade analitica de resolucao das posteriores equacoes diferenciais e
caso se queira analisar o movimento de uma carga negativa, bastaria inverter o sinal de ¢,
o que refletiria diretamente na direcao das forcas e na solucao das equagoes de movimento,
sem comprometer a validade da formulagao matematica. Assim, derivando-se em relagao

a t a equacao [3.37, obtém-se:

d . d
m%vm = q%(Em + Byvy),

. d d ‘
mi, = q (dt(Ex) + dt(BOvy)> =q (04 Bovy),

_@Boy s
x m y cVy,
em que,
B
w, = 120 (3.41)
m

com w, sendo a frequéncia angular, neste caso, para uma carga positiva. Assim, segue-se
que, a partir daqui o desenvolvimento se dara em andlise de uma carga positiva.

Colocando-se ¥, em evidéncia, obtém-se:

Vy = —
Y W,

Substituindo a equagao acima na equacao [3.38 tem-se:

. q Uy
Uy = E(Ey — Byv,) = —,

We

b _aby 4By

T

We m m
em que, multiplicando-se e se dividindo o primeiro termo na direita por By, resulta em:

b _aByE, _aBy

xX
We m By ’
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logo,

@g_ﬂ%<Ew_v>_w(Eé_v)
We m BO * ¢ BO )

E
Uy = Wc2 (Bz - Um) )
d? 2 (By
(00 = (gL =)

. E
que pode ser reescrito acrescentando um termo constante no lado esquerdo, como — 5

ja que ao ser derivada o termo desaparecera. Assim, a equacio acima fica:

& & (B, , (B,
e\ = (Bo - “w) = e (Bo - ”x)

. FE ~ .
Portanto, definindo-se v}, = (B—z — vw), pode-se reescrever a equagao acima como:

e, 5,
—@(vx)zwc (vs'),

B+ wlv, =0 (3.42)

que é a mesma equagao diferencial [3.18|
Encontrada a equagdo para se obter v, agora se faz o mesmo processo para v,.

Portanto, derivando a equagao |3.38 com as respectivas substituicoes de (3.41] tem-se:
Uy = —Welg (3.43)
Agora, isolando-se v, na equacao [3.37 adquire-se:
Vs = L(E, + Bov,),
m
multiplicando-se por —w,,
—WeUy = —wcgEx — wchovy,
m m
multiplicando-se o primeiro termo do lado direito da igualdade por g—g,
1 ¢Bo qBy

—Wely = ——We——FEy — we——1,,
By "~ m m
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—Wely = _?wcz - wczvya
0
—WU :—w2<Em+v)
cUx c B, y |

e substituindo-se o fator do lado esquerdo da igualdade pela equagao [3.43] tem-se:

) 2 (Ea
Uy = —We (Bo +vy) )

2
d (v,) = w2<Ex+v>
0o \Vy) — TWe el y )
dt? By
ue pode ser reescrito acrescentando um termo constante, como £z j4 que ao ser derivada
) By’

o termo desaparecera. Assim, a equacao acima fica:

£ (et
a2 \B, ) T e\, T

Portanto, chamando (g—z + vy> de v,’, pode-se reescrever a equagdo acima como:

? 2,
a2 (vy) = —We (Uy)

ou,

i), + wiv, =0 (3.44)

que é a mesma equagao diferencial [3.19]
Como agora se tem duas equacoes diferenciais de segunda ordem, homogéneas e

de solugao conhecida para a velocidade, de v}, e v,’, respectivamente,

— —wczvm,

~

o/ 2 1
Uy— —W. Uy,

resolve-se-as da maneira a qual se foram solucionadas as equacgoes diferenciais dos pro-
blemas anteriores, sendo estas v, (3.18)) e v, (3.19), com a tnica diferenca de que o

) . 2
vetor de velocidade perpendicular que antes era v ? = v,,? 4 v,,?, agora se torna v/~ =
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2 2
v;02 + vy, (% — vzo) + (g—z + vyo) , resultando assim, para v.:
E
v, == — v, = v, sin(wt + 0)
By
! 2 Ey
vy = —v ' sin(w.t +9) + =2 (3.45)
By
e para v/,
/ EI !/
vy =vyt g =L cos(wet + 9),
0
/ E,
vy = v, cos(w.t +6) — — (3.46)
By

Com base nas equagoes acima se pode tirar certas conclusoes. Ao se introduzir o
campo elétrico E = F, i+ E, j+ E. k, observa-se que a particula carregada positivamente,
como visto pela equagao [3.39] possui uma aceleragao constante na direcao z, logo esterd

submetida a um movimento retilineo uniformemente acelerado nesta direcdo. Porém,

A~

nas diregoes = e y ha, além da trajetoria de rotacao prevista pelo campo B = By k,

, . . E. , .
um acréscimo constante na velocidade, sendo B, em vy e —% em v,. Estes acréscimos

adicionam uma velocidade constante nas direcoes x e y, que sao chamadas de velocidade

de deriva ou drift, sendo elas:

Va, = ﬁz i (3.47)
E .

S 3.48

Vd, B, J ( )

Para se encontrar a férmula vetorial desta velocidade, segue-se os seguintes passos.

Primeiramente se verifica o valor de E x B:
ExB=(E, i+E,j+E. k) x By k,=—E,By j+ E,By i
logo,
ExB=E,Byi— E,Byj (3.49)

Agora, escrevendo as equacoes da velocidade de deriva, regidas por e [3.48

como a componente total da velocidade de deriva, se obtém:

~y E.t’.‘

Vd:de+Vd = 1——]
Y By By ™~
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no qual, multiplicando-se e se divindo por By, tem-se:

EyBO N E:EBO . EyBO i - ECCBO j
7 1— 2 J= 2 ’
By By By

Vq =
em que a parte superior da equacao acima é exatamente a definicao de E x B, dada pela
equacao 3.49. Assim, substituindo 3.49, na equacao acima, obtém-se:

ExB F.xB
302 B qBo2

V4q =

(3.50)

onde, na ultima passagem, multiplicou-se e se dividiu por q para obter a forca que é
definida como a velocidade de deriva gerada a partir do campo elétrico, sendo ela perpen-
dicular ao plano formado pelos vetores E e B. Esse resultado de velocidade de deriva foi
deduzido a partir de uma particula positiva, contudo, fazendo a manipulacao para uma
particula negativa, chega-se no mesmo resultado para a velocidade de deriva (Bittencourt,

2004). Os movimentos das particulas carregadas estao ilustrados na figura 3.4.

Figura 3.4: Representacao do movimento ciclotronico e de deriva, de ions e elétrons,
causado pelo campo elétrico E = £, i+ E, j + E, k em conjuncao ao campo magnético
B = B k.

(5 (00

— ExB

G QU

ELECTRON

Fonte: Bittencourt (2004).

Em base, a figura 3.4 representa o campo magnético B entrando e o campo elétrico
E na direcao vertical, além de um ion e um elétron, com o ion possuindo um raio de

Larmor maior em relagao ao do elétron, ambos apresentando um movimento ciclotronico
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em direcoes opostas ao plano normal da direcao de B e ambos apresentando a mesma
direcao de propagacao E x B, ou seja, indo em uma direcao mutuamente perpendicular
ao campo E e B.

Para além, neste movimento da particula inserida em campos elétricos e magnéti-

cos uniformes, sua velocidade resultante pode ser escrita diante a soma das componentes

de velocidade (3.45)), (3.46) e derivada da equagao (3.40)), resultando assim em:

< Ey s B Em’.‘ 5 Ez 5
v =—v)sin(wt + 0)i+ =i+ v, cos(wet + 6)j — —-j + vk + d tk, (3.51)
By By m
que pode ser reescrita como:
V =Vc+ V4tV (3.52)
em que,
Ve = —v ' sin(w.t + 5)§ + v, cos(wet + 5)3, (3.53)
sendo v, denominada velocidade ciclotronica.
. ¢E, -
v = vk + a tk, (354)
m

e v| ¢ a velocidade na dire¢ao do campo magnético B.

3.5 MOVIMENTO SOB CAMPO GRAVITACIONAL

Agora, analisa-se 0 movimento desta particula inserida em um campo gravitacional
F,. Portanto, sua equagao de distribuicao de forgas pode ser escrita, a partir da soma de

.3} com uma componente da forga gravitacional, ficando assim:

d
mov = qE+qvxB+F, (3.55)

Para simplificar, reescreve-se ¢E 4 Fg como uma forca resultante qualquer Fgr =
Fe + Fg, de modo que:

d
M=V =gV X B+ Fr (3.56)

e portanto, a velocidade de deriva, utilizando as mesmas proposigoes do seccao anterior,
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resultard em:
_FrxB F.xB Fy;xB

V. +
T B2 ¢Bo®> ' 4By
ExB mgxB
Vg= —— + ———+— 3.57
BOQ q BOQ ( )

Percebe-se que, pela equacao [3.57 e como exemplificado na seccao anterior, a
velocidade de deriva causada pelo campo E nao depende da carga e portanto ions e
elétrons vagam na mesma dire¢ao, como se pode visualizar pela figura[3.4] J4, a velocidade
de deriva causada pelo campo gravitacional depende da massa e da carga da particula,
assim, ions apresentarao velocidade de deriva na direcao g x B e elétrons apresentarao
velocidade de deriva na diregao -(g x B), como se pode visualizar na figura . ou seja,
particulas de sinais opostos indo em dire¢bes opostas, em um mesmo sistema, gerarao

corrente elétrica.

Figura 3.5: Representacao do movimento ciclotronico e de deriva, de ions e elétrons,
causado pelo campo magnético B = By k em conjuncao ao campo gravitacional g.

g

ION
ELECTRON

“JIYOIIYIYY O

———» gxB

Fonte: [Bittencourt (2004)}

Em base, a figura representa o campo magnético B entrando no plano (indi-
cado pela notagao convencional de circulo com ponto central) e o campo gravitacional g
apontando na direcao vertical para cima. Observa-se ainda um ion e um elétron, ambos
apresentando um movimento ciclotronico em dire¢oes opostas ao plano normal da dire-
¢ao de B, com sentidos de rotacao distintos devido as suas diferentes cargas elétricas.

Além disso, ambos apresentam uma deriva de propagacao na direcao do produto veto-
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rial g X B: o ion move-se na direcdo positiva de g x B enquanto o elétron se desloca na
dire¢do oposta, negativa. Essa diferenca de comportamento também pode ser atribuida
a grande diferenca de massa entre os dois: o ion, sendo muito mais massivo, descreve
uma trajetéria helicoidal com raio ciclotronico maior e frequéncia de rotagao (frequéncia
ciclotronica) menor, enquanto o elétron, por ter massa muito menor, apresenta um raio
de giro significativamente reduzido e uma frequéncia muito maior. Esse tipo de anélise é
fundamental em areas como fisica de plasmas e astrofisica, onde a interacao entre campos

elétricos, magnéticos e gravitacionais determina a dinamica de particulas carregadas.
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4 MOVIMENTO DE UMA PARTICULA CARREGADA EM UM CAMPO
MAGNETICO NAO UNIFORME

Na natureza, os campos eletromagnéticos raramente se comportam de maneira li-
near ou permanecem invariantes no tempo (caracterizando uma nao uniformidade), o que

dificulta a obtenc¢ao, por métodos analiticos, de uma equagdo geral de movimento para

particulas carregadas que interagem com esses campos. Segundo [Bittencourt (2004), h4,

contudo, um caso de particular relevancia no qual é possivel obter uma solucao aproxi-
mada, e suficientemente geral, sem recorrer a integracao numérica, desde que os detalhes
finos do movimento da particula nao sejam essenciais. Essa abordagem é valida quando o
campo magnético ¢ intenso e varia lentamente tanto no espaco quanto no tempo, enquanto
o campo elétrico pode ser considerado fraco. Em muitas situagoes de interesse pratico,
os campos podem ser aproximados como constantes e uniformes nas escalas de tempo e
espaco correspondentes a rotacao da particula ao redor das linhas de campo magnético,
ou seja, durante o tempo necessario para completar uma 6rbita de Larmor. Esse regime
ocorre com frequéncia em diversos plasmas de laboratorio, especialmente em estudos sobre
reacoes termonucleares controladas, e também em numerosos contextos astrofisicos.

Neste capitulo, se analisard o movimento de uma particula carregada sob a influén-
cia de um campo magnético estatico que apresenta uma leve nao uniformidade espacial e
com campo elétrico nulo. O termo “leve”, neste contexto, indica que a variacdo do campo
magnético dentro da érbita da particula é pequena quando comparada com a magnitude
do préprio campo B. Em outras palavras, considerar-se-4 apenas campos magnetosta-
ticos cuja variacao espacial, ao longo de uma distancia comparavel ao raio da érbita da
particula, seja relativamente desprezivel.

Nesse regime, o movimento da particula pode ser decomposto em duas componen-
tes distintas. A primeira é o movimento ciclotronico, que ocorre no plano perpendicular
ao campo magnético (plano xy, ortogonal a B). Trata-se de um movimento muito rapido,
descrito por uma rotagao helicoidal ao redor das linhas de campo, limitado espacialmente
pelo raio de Larmor. A segunda componente, de maior interesse neste capitulo, é o
movimento do centro guia (guiding center), que ocorre em escalas maiores e descreve o
deslocamento efetivo da particula ao longo do tempo. Esse movimento é lento e sensivel as

variagoes suaves do campo magnético, sendo fundamental para a descrigdo do transporte
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de particulas em plasmas.

4.1 CONSIDERACOES SOBRE O CAMPO MAGNETICO

Nessa sec¢ao, busca-se estudar a interagao de particulas carregadas em campos
magnéticos que apresentam variagoes espaciais do tipo gradiente, divergéncia e conver-
géncia ao longo do eixo z e curvatura. No capitulo seguinte ira se estudar o caso da
interacao de particulas carregadas com um campo magnético de um dipolo magnético que
apresenta estas trés contribuigoes.

Para o presente caso, a equacao de movimento, advinda da equagao de Lorentz
e se igualando a Segunda Lei de Newton, transforma-se em uma equacao particular
ja obtida quando se considerou E = 0:

m—v =qv X B
A

Neste contexto, considera-se um campo magnético cuja componente principal esta
orientada ao longo do eixo z, sendo essa significativamente mais intensa e aproximada-
mente constante nessa direcao. As componentes no plano transversal xy sdo assumidas
como despreziveis ou suficientemente pequenas, de modo que o campo pode ser tratado,
localmente, como predominantemente paralelo ao eixo z.

Dessa forma, a andlise sera restrita a vizinhanca da trajetéria descrita pela parti-
cula em torno de uma linha de campo, numa escala espacial limitada ao raio de Larmor
rr,. Dentro dessa escala, a variacao relativa do campo magnético satisfaz 6B < B, o que
permite trata-lo como aproximadamente constante ao longo da 6rbita. Com isso, pode-se
aplicar o que se denomina teoria da o6rbita de primeira ordem, na qual o campo B é ex-
pandido em série de Taylor e os termos de segunda ordem (e superiores) sdo desprezados.
Tal simplificacao é valida, pois as variagoes espaciais do campo magnético ao longo do
raio de Larmor sao pequenas o suficiente para garantir a consisténcia da aproximacao.

Como o campo possui 3 componentes,
B = B,(r,y,2) i+ B,(v.9,2) ] + B.(w.y,2) k (4.1)

A dependéncia de cada componente das coordenadas (z, y, z) indica que se trata de
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um campo magnético nao uniforme no espago. Resolver a equagao de movimento para um
campo genérico dessa natureza é uma tarefa complexa. Para tornar o problema tratavel,
analisa-se 0 movimento da particula em uma pequena regiao em torno de um ponto de
referéncia, como a origem do sistema de coordenadas, que pode coincidir com o centro
guia da particula. Nessa vizinhanca, o campo pode ser bem aproximado se utilizando
uma expansao em série de Taylor para cada uma de suas componentes.

Portanto, fazendo-se a expansao em série de Taylor para B, em torno da origem

onde também coincide com o centro guia, resulta-se em:

2 92

0 x
BJ} y Yy = Bx Oa > 7Bx 07 > 77B1‘ 07 )
(2,9, 2) (0,9, 2) + 25 Bu(0,9,2) + 5y 55 B:(0,,2) +

Desprezando os termos de 2% ordem, tem-se que B, se reduz a:

Bu(e,y.2) = Ba(0.3.2) +a 0 Bul0,,2), (4.2

por isso do nome de "teoria de 6rbita de primeira ordem", pois, considera-se a aproximagcao
do campo magnético até a primeira ordem.

Para a variavel y, também se aplica uma expansao em série de Taylor. Aplicando-
se a expansao para cada termo da equagao [£.2], obtém-se:

Bu(r.9.2) = [Bo(0,9. )] + 2 o [B.(0.9, )]

Bo(n.y,2) = [Bm(o, 0,2) + yaasz(O, 0, z)] +ol le(O, 0,2) + yaayBx(O, 02|,

ox
e como o termo Ia% [ya%Bx(O, 0, z)} é de segunda ordem, serd desprezado. Assim a equacao
se reduz a:
0 0
B.(z,y,z) = B,(0,0,2) + ya—Bm(O, 0,2) + xa—Bx(O, 0,2) (4.3)
Y x

E agora expandido para a varidvel z e considerando B,(0,0,0) = 0, tem-se:

2Bm(o, 0,0) + ygwa(o, 0,0) + xEBm(o, 0,0) (4.4)

Bw(xvyuz):’zaz ax

De maneira andloga, pode-se obter expressoes tanto para B,, quanto para B.,

com tnica diferenca que a componente B,(0,0,0) = By.
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Para a componente vy,

0 0 0
By(%, Y, Z) - Z%By(ov Oa O) + y@By<Oa 07 0) + x%BZI(Oa 07 O) (45)

E para a componente z,

0 0 0
B.(z,y,z) = By + ZEBZ(O, 0,0) + ya—sz(O, 0,0) + xa—xBZ(O, 0,0) (4.6)

Agora, substituindo as equagoes [4.4] [4.5] e [4.6], em [4. 1], tem-se:

B = 22 B,(0,0,0)i+yL B.(0,0,0)i+ 2% B,(0,0,0)i+ 2 B,(0,0,0)j +yZ B,(0,0,0)j +
v £B,(0,0,0)j + Bok + 22 B.(0,0,0)k + y 2 B.(0,0,0)k + 22 B.(0,0,0)k

onde reescrevendo os termos e os reagrupando, obtém-se:

) o 0 0N, . -
B:Bok+<xax+yay+zaz>(Bx1+ByJ+sz),

que gera,

B=By+(r-V)B (4.7)

que é definida como a equagdo para um campo magnético nao uniforme para a teoria de
6rbita de primeira ordem, onde Bg = By k ¢ B (no lado direito da equagao) é tomado na

origem apos ser derivado.

4.2 EQUACOES DE MOVIMENTO

Feitas as devidas consideragoes sobre o campo magnético nao uniforme, agora,
serd analisado como uma particula carregada, inserida neste campo, comporta-se. Assim,
analisa-se a equacao do movimento.

Inserindo-se a equacao na equacao de Lorentz e a igualando a segunda Lei de

Newton, adquire-se:
mv =q(vxB)=q{vx[Bo+(r V)B[},

mv =q(vxBg)+qlvx(r-V)B] (4.8)
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Dado que a variacao do campo magnético é muito pequena no periodo de um raio
de Larmor, deve-se esperar que o movimento predominante seja o encontrado no capitulo
anterior, ou seja, o movimento ciclotronico que é constituido pelo movimento circular no

plano ortogonal a B e por um movimento movimento uniforme na dire¢do do campo.

Supondo-se que a velocidade possa ser escrita como (Bittencourt, 2004, p. 68):

V = Vg + vy, (4.9)

onde vg é a velocidade resultante da interagao da particula com um campo magnético
uniforme (mve = qvg X Bg) e vy é uma perturbac¢ao no movimento resultado do gradiente
do campo magnético.

Substituindo a velocidade na equagao [£.8] tem-se:
mvo +mvy = q(vo X Bg) + ¢ (v1i X Bg) + ¢[vo X (r-V)B]+¢[vy x (r-V)B],

substituindo a equagao gerada a partir de Vo (mve = qvg X Bg) na equagio acima, zera-se

os termos e se obtém:
mvy =q(vi X Bg) +¢q[vo X (r-V)B]+¢[vy X (r-V)B]

Também, pode-se supor que vg > vy, por conta de que, como a variacdo do
) ) )
campo é pequena, a velocidade que essa variagao proporcionara a particula sera muito

pequena e assim se pode desprezar o ultimo termo a direita da equacao acima. Logo:
mvy = q(vi X Bg) + ¢[ve X (r-V)B] (4.10)

Onde, novamente se chega em uma expressao (4.10)) que contém uma forga a mais

associada ao movimento, com:

F =q[vo x (r-V)By], (4.11)
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podendo ser reescrita (equacgao [4.10|) assim:
m\.fl =q (Vl X Bo) +F (412)

Observa-se que no capitulo anterior foi obtida a mesma equagao (equagao |3.56))
com uma componente de produto vetorial entre velocidade e campo magnético e outra
componente de forga, com a tnica diferenca que anteriormente essa componente era cons-
tante e agora ¢ variavel.

A forca F depende da velocidade ciclotronica, da posicao da particula e das deri-
vadas do campo magnético B. Portanto, F nao apresenta uma dependéncia explicita do
tempo. No entanto, como tanto a velocidade quanto a posi¢do variam temporalmente, a
forca F possui uma dependéncia implicita com o tempo.

Considerando que a velocidade ciclotronica esta associada a um movimento de
alta frequéncia, a forca F também apresentara variacoes de alta frequéncia. Devido a
complexidade envolvida na obten¢ao de uma solucao analitica exata para o problema geral,
é comum adotar-se uma abordagem aproximada que considera a forca média ao longo de
um periodo da oscilagao ciclotronica. Com isso, deixa-se de estudar o movimento rapido
associado a rotagao da particula em torno das linhas de campo e se passa a considerar
o movimento médio resultante, o qual esta relacionado ao deslocamento do centro guia.
Portanto, nesta etapa, toma-se o valor médio, em relagao ao movimento de um raio de

Larmor, das componentes da expressao [£.12] que resulta em:
(mv1) = (q(v1 x Bo)) + (F)

Por F ser uma forca que varia muito rapidamente com o tempo, pode-se considerar

seu valor médio como sendo sua prépria fungao. Além disso, reescrevendo (vy) como u:
mu=gq(uxBg)+F (4.13)

Observa-se que esta ja é uma expressao com método de solucao conhecida diante

aos capitulos passados, portanto, pode-se considerar a forma como se resolveu as expres-

soes [3.37] e [3.55] para se calcular .13
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Os termos tanto de velocidade quanto de forca possuem carater paralelo e per-
pendicular ao campo magnético, assim u = uj +u; e F = F| + F,. Agora, abrindo a

expressao acima, tem-se:
mu'” + mu | :q(uH X BO) +q(UJ_ X BO) —l—F” +F,

i +muiy = q () Bysin0°) + ¢ (uy x Bo) + Fyj + F,
muj +mu =g (ur x Bo) + Fj+F

Portanto, as componente paralelas e perpendiculares sao, respectivamente:
muy = F, (4.14)

mu; =q(uy XxBo)+F, (4.15)

A componente paralela da forga ird produzir uma aceleracao na direcao
paralela ao campo B. Ja, a componente da for¢a ortogonal ir4 produzir uma
velocidade de deriva, pois, como ja deduzido anteriormente, ao acrescentar uma forca
qualquer na equagao de movimento isso gerara uma velocidade de deriva, como visto pela
equacao [3.36] que gerou o movimento de deriva [3.50] Assim, de uma mesma forma da

equacao |3.50, pode-se escrever a velocidade de deriva, neste caso, como:

FJ_XBO

Va1l =
qB()2

(4.16)

4.3 FORCA PARALELA E PERPENDICULAR AO CAMPO MAGNE-
TICO

Na seccao, encontrou-se as expressoes vetoriais das forcas atuando em uma par-
ticula de carregada que se encontra sob a agdo de um campo magnético ndo uniforme
(equagoes e . Agora, busca-se calcular essas expressoes em razao de seus moé-
dulos. Assim, considera-se um sistema de coordenadas no plano xy que se move, com
distancia de um raio de Larmor, junto com o centro guia, com velocidade |, na diregao

da curvatura do campo, como se pode observar na figura [4.1]
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Figura 4.1: Representacao de um sistema de coordenadas, de uma particula carregada
positivamente, se movimentando juntamente ao centro guia no plano zy, inserido em um
sistema de campo magnético nao uniforme.

—

@ B

Fonte: Autor (2024).

Deve-se considerar que, este sistema de coordenadas, movendo-se com o centro
guia, fique com r limitado ao plano (z,y). Assim, reescrevendo-se os termos do campo

magnético em coordenadas cilindricas, obtém-se:
B = B,i + By + B.k
Pela expressao geral da forga (4.8), tem-se:
F=q[vex (r-V)B]=g¢ lvo X r%(BTf« + By6 + le})]

Como By tem diregao igual a do vetor velocidade (vg), o produto vetorial é nulo,

deixando a equacao da forca:
F=qg|vgXx TQB,,«IA‘ +q | v X Tngé +q | vo X rnglA( ,
or or or

J . 0 _ ~
F=gqg (VO X TEBTI) +q <V0 X T5B2k> (4.17)
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A figura 4.2 representa os vetores associados a equacao 4.17 e a analisando, afere-
se que, para ¢ > 0, vg X T tem sua componente na dire¢ao +k e Vo X k na direcao em —r,
o que, para q < 0, torna-se o oposto, sendo vg X r tem sua direcao em ke Vo X k tem
sua direcao em +t. Isso implica que, ao combinar essas direcoes e as alocar na equacao
4.17, a forga resultante sera a mesma, tanto para uma carga positiva, quanto para uma
carga negativa, pois, ao mudar o sinal da carga, o produto vetorial também muda de sinal
e isso compensa a mudanca de sinal gerado pela carga, nao alterando o sentido da forca.
Portanto, reescrevendo-se a equacgao 4.17, ja com suas respectivas diregoes, tem-se que:

Figura 4.2: Representacao dos eixos de coordenadas do movimento para uma particula
carregada positivamente e negativamente.

N

J

~>

S

V. @>0 \_/:(q<0)

Fonte: Autor (2024).

0 _ -~ 0
F = —B,k — —B.r1, 4.18
alvors Bk — laluur =B (118
em que,
F| = |w3312 (4.19)
[ d|Vo or Ty :
e
F lq| 0 B.r (4.20)
= —|qlvor=—B. .
1 d|vo ar
Pela definicao, o raio de Larmor é rj, = Z—Z e a frequéncia ciclotronica é w, = lqlfo,
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onde, inserindo uma na outra se obtém r; = =%, Substituindo em e o ry, pelo

la| Bo
r, tem-se:

2 a .
D72 Bk,

muvg \ 0 _ -~
F| = I Bk g
1= lafeo (Iq!Bo> ar By or

muvg \ 0 . . vo*m 9 .
F,=— o) Ypp= 0% g
L ’q‘vo <‘q’80> aT r BO 87" r

vg?m

Percebe-se que em ambas as componentes das forcas aparece a expressao B

, que

é, por definicdo, o dobro da componente do momentum magnético. Assim, definindo-se

|| = ””21) ]_(;Zm e substituindo nas expressoes das for¢as acima, tem-se que:
9 .
Fy = 2lul5 Bk, (4.21)
e
9 ..
F, = —2[,u|EBZr (4.22)

4.4 INTERACAO EM UM CAMPO COM GRADIENTE

Um campo magnético com gradiente no plano xy conterd derivadas de B, com
relagdo a x e a y diferentes de zero, e portanto, a forca ortogonal (equacao produzira
uma contribuicao para o movimento da particula em interagdo com este campo magnético.

Trabalhando-se agora com a forca perpendicular, pretende-se calcular seu valor
médio. Assim, visualizando-se a figura {4.3| se pode inferir que cos(f) = % e sin(f) = %
Assim:

0 dxd dyo _

g . 0
o = a9 + ar oy cos(6) =— + sin(0) —

ox dy

Para analisar os componentes da forga, expressa-se o vetor posi¢do no plano xy,
r, em termos de suas coordenadas. Em coordenadas cartesianas, o vetor é dado por
r =i+ yj. Utilizando a transformacéo para coordenadas polares, onde © = rcos(f) e
y = rsin(f), o mesmo vetor pode ser escrito como r = r cos(#)i+rsin(6)j. A partir disso,
o vetor unitario na direcao radial, ¥, ¢ definido como © = I = cos(0)i + sin(f)j. Com as

expressoes para o operador % e o vetor T, a substituicdo na equacao resulta em:

F, = -2l (cosw){fm + sin<9>§y) B, (cos(6)i + sin(6);)
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Figura 4.3: Representacao dos eixos, em coordenadas cartesianas, para a obtencao de
seus respectivos angulos.

y

|

0 =uw:t

Fonte: Autor (2024).

e, realocando os termos:

F, = 2|y coﬁ(@)%Bzf + 2 cos(#) sin(0) <%sz + %Bﬁ) + siHQ(Q)%BZj]

Busca-se agora calcular o valor médio para a forga ortogonal. Considerando-se
que a variacao de B, ao longo de um periodo, de um raio de Larmor, ¢ muito pequena, e,
portanto, este termo nao é relevante para realizar o calculo do valor médio, tem-se entao:

J o~ 0 _ d
_ 2 Y o . Y 5 Y 5 . 2 Y s
(F1) = —2|u| |{cos (9)>8szl + 2(cos(0) sin(0)) <8sz'] + 8szl> + (sin (9)>8yBZJ

O valor médio de (cos?(6)) é o mesmo que o valor médio de (sin?(6)), que obtido

através de integracao se adquire:

1
o

1
Cor

(cos?(0)) = (sin?()) /O " cost(0) db /O 7 sin2(0) do —

(cos(f) sin(0)) = 0,
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assim,
10 . o . 0 .\ 10 .
8 . 9 .
(Fr)=—|yl [Gmle + asz.]] (4.23)

Pelo campo magnético possuir uma componente z muito grande quando se com-

: R ~ 0 Op ~ 0
parado com as componentes no plano xy, pode-se aproximar z-B, ~ = B e @BZ o~ a—yB ,

e, assim, reescreve-se as expressoes finais para o valor médio da forca perpendicular como

sendo:
8. 0,
(P2) =l | i+ 5] 2 (121)
ou,
(Fr) =—|ulVLB, (4.25)

com esta (4.25) sendo a expressao final para a forga ortogonal, onde V| se restringe as

derivadas no plano ortogonal a B.

4.4.1 A DERIVA DO GRADIENTE

A forca ortogonal, calculada anteriormente (4.25) gera um movimento de deriva
regido de mesma maneira que a equacao da velocidade de deriva calculada ao fim do

capitulo anterior (3.55). De modo que:

<FJ_>XB

VVJ_B - qB2 )

ou, como o movimento aqui analisado gerou apenas velocidade de deriva na direcao per-
pendicular ao campo (equagcao |4.16)), pode-se escrever a equacao da velocidade de deriva

como sendo:
(F) x B

VvB = W7

Como a somatoria das forcas obtidas anteriormente, paralela sendo e perpen-

dicular sendo [£.25], isso resulta em:

(F) = (F)) + (F) = ~[p|Vy B~ [p|V.B = —|u[VB.
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pode-se substituir na equacao da velocidade para se obter:

lu|VB x B
vom = — - pr e = va, (4.26)

que ¢ a velocidade de deriva devido a presenca de um gradiente de campo magnético,
denotada por vyg. Como a mesma surgiu a partir da analise do de um campo magnético
com gradiente, a mesma pode ser definida também como vg. A representagdo de tal

movimento estd no plano da figura 4.4.

Figura 4.4: Representacao da trajetéria de um ion e um elétron inseridos em um campo
magnético com deriva de gradiente.

R

Fonte: Autor (2024).

A figura 4.4 demonstra o movimento de deriva, relacionado a equacao 4.26, de
duas particulas, uma de carga positiva e outra de carga negativa. Como a trajetéria
depende da carga, ao particulas de cargas diferentes serem submetidas a um campo de

gradiente, as mesmas irao apresentar sentidos contrarios de movimento.

4.5 INVARIANTE DO MOMENTUM MAGNETICO

Retomando a equagao paralela de movimento (4.21):

como uj ¢ a velocidade média na direcao do eixo z e como o tempo para que a particula

complete um ciclo é muito pequeno, pode-se considerar a velocidade média como sendo
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velocidade instantanea u) = %. Assim, multiplicado a equacao paralela de movimento

por vy, tem-se:

duH 0
muj = = —|M|§BU|\,
d(u” ) | |8B dz
m = —|p|l——
dt Moz at
Como |pu| = “é;m = %, substituindo acima, tem-se:

d (1 2)_ KLaBodZ

dt \2 B 0z dt’
d,. K, 0Bdz
da """ B, 0z dt

9B dz

Ao se analisar o lado direito da equacio se encontra o termo %2 % que é o mesmo

ao considerar a derivada total % = %—f%, assim:
d K, dB
Ky = — 4.27
dt” " B, dt (4.27)

Levando-se em conta que o campo magnético nao realiza trabalho e portanto nao

altera a energia cinética total, tem-se:

K, + K| = cte,
logo,
d d
—K —K; =0
att gt =Y
e assim,
d d
——K, =—K
et dr)

Substituindo K| na equagao .27

K, dB
d, _K.dB

92— S
-+ B, dt

Diante algumas manipulacoes se pode adquirir a seguinte identidade:

d d (K,
K, == (2B
dt T+ dt(Bo >
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realizando a derivada do produto se obtém:

d d K| dB K |
K= (22 gy 2L
@t <dt BO> U B,

Comparando-se a equacao acima com a equacao se pode verificar que:

d K,
—_ = \B =
(dt BO> 0

K — || = cte.

e assim
O momentum magnético orbital é uma constante de movimento, porém, esta
afirmagdo pode nao ser verdadeira para intervalos de tempo muito grandes. Por ser

valida em uma escala temporal pequena, esta propriedade é chamada de 1* invariante

adiabéatica.

4.6 INVARIANTE DO FLUXO MAGNETICO

O fluxo magnético encerrado por um ciclo orbital pode ser escrito como:
®,, = /B dA = B/dA, (4.28)
sendo [ dA a area encerrada pela érbita da particula, ou seja,

2,42
®,, = BA = Brr,® = Br |~ |,
|q|” B?

o 2m*® 2rm K
Yo qef2 B gf?

2mm
Dy, = ‘ﬂ‘

o que caracteriza o fluxo como constante e também um invariante adiabatico.

4.7 INTERACAO EM UM CAMPO COM DIVERGENCIA E CONVER-
GENCIA

Agora se visa trabalhar campos magnéticos com convergéncia e divergéncia ao

longo do eixo z, a figura mostra um exemplo deste campo. A forca paralela, equagao
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possui contribui¢oes quando o campo magnético possui essa natureza, portanto se
analisara esta componente da forca.
Resolvendo-se [4.21} ou seja, a média para a forca paralela Fy. Considerando-se o

divergente do campo V - B = 0, em coordenadas cilindricas:

10 10 0

;E(TBT) + ;@B@ -+ aBz = 0,
10 10 0
par B = = ragP— 5.5

onde, derivando a expressao do lado esquerdo (pela derivada do produto), obtém-se:

B o, 10, 0
0z

r or - rof B

Para simplificar a expressao acima, analisa-se o comportamento do campo na
vizinhanga do centro guia da particula, que se assume coincidir com o eixo z (ou seja,
r = 0). Devido a simetria axial em torno desse eixo, a componente radial do campo
magnético deve ser nula sobre o préprio eixo, portanto, B,(r = 0) = 0. Para pequenos
raios r, pode-se entao aproximar a componente B, por uma expansao de Taylor de primeira

ordem em torno de » = 0, o que significa que B, varia linearmente com o raio:

0B,
BT(T) = ( 87” >r=0

A partir desta aproximacao linear, valida para a pequena Orbita da particula, os dois

termos do lado esquerdo da equagao do divergente se tornam aproximadamente iguais:

B, <8BT> 0B,
r=0

r or or
Com esta justificativa, a equagao pode ser simplificada para:

0B, 10 0

ar = raet T 8.

Considerando o termo azimutal nulo para o valor médio, como sera visto a seguir,

chega-se a:
0B, _ 10B,

or 2 0z
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Como B, varia muito lentamente em uma Orbita de Larmor, pode-se considerar
d / d _ 10
5. B. constante neste periodo, de modo que (5-B.)) = —355-B., fazendo com que a

expressao para a forga paralela seja:
d - 10 .
F) =2|u|l=—Bk =2 ———B5B. | k,
(Fy) = 2l 5ok = 2 (55
em que, considerando-se a mesma proposicao anterior %Bz ~ %B, a expressao para

a forca paralela se deleita em equidade para com a forca perpendicular, tendo como

resultado:

(F)) = —|ulV,B (4.29)

Para além, o resultado produzido pela forca 4.29 em conjuncao com a equacao de

movimento da Segunda Lei de Newton gera:

duH
I _(F
m— = { 1)
duH
- _ B 4.
m— ||V B, (4.30)
du” . 8 ~

Figura 4.5: Representacao da trajetéria de um ion inserido em um campo magnético nao
uniforme com gradiente na direcao de z.
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Fonte: Autor (2024).
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A configuragao %BZ pode ser reescrita como:

QBZ _ By =B

0z Zf — 2

A figura 4.5 representa a trajetéria de um fon inserido em um campo magnético
nao uniforme com gradiente na direcao de z. A particula possui trés forcas associadas a
mesma, B,, que é gerada a partir do campo magnético e leva a particula em direcao ao
gradiente do campo magnético. Também se tem a forca B, responsavel pelo movimento de
rotacao no plano xy. Em func¢do da andlise da figura 4.5 e da equacao 4.30, se percebe que
conforme a particula se movimenta na direcao positiva de z o campo magnético também
aumenta e portanto a trajetoria da mesma vai se afunilando até que a forca prevista na

equacao posteriormente deduzida (mﬂ = F|) aumenta, chegando a um ponto em que a

dt
mesma muda o sentido da trajetéria, voltando. Esta mudanca de trajetéria ¢ denominada

de espelho magnético, que acontece em regioes de alta intensidade de campo magnético.

4.8 TERMO DE CURVATURA DO CAMPO

Considerou-se até aqui a contribuicao dada pelo gradiente do campo, onde se
foi desprezada a curvatura do campo, porém para fins de maior aproximac¢ao com a
realidade se deve considerar esta curvatura. Neste sentido, considera-se um sistema de
coordenadas que se move junto com o centro guia com velocidade vy, portanto, trata-se

de um referencial nao inercial.

Figura 4.6: Representacao da trajetéria de um ion, inserido em um campo magnético
nao uniforme, juntamente com o tracado de seu centro guia.

Trajetoria
real da
particula

Trajetdria
do centro
guia

Fonte: Autor (2024).
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A figura 4.6 esta dividida em duas, a da esquerda representando a trajetéria real
da particula positiva ¢ > 0 ao longo das linhas de campo que trafegam na direcao de
B e a da direita representando o centro guia do movimento real ao longo das linhas de
campo magnético. Para exemplificar melhor, lembre-se que a particula se movimenta, no
plano perpendicular a direcdo do campo magnético, de maneira circular com um centro
de referéncia.

Como se observa na figura 4.6, o centro guia descreve uma trajetéria inserida em
uma curva suave. Neste sentido, para um pequeno deslocamento d.S, pode-se considerar
o mesmo como sendo um arco de circunferéncia com raio R, sendo R muito maior que o

raio ciclotronico, como se observa na figura 4.7.

Figura 4.7: Pequeno descolamento dS sofrido pelo centro guia da particula ja
representada na figura 4.6.

dS = Rd¢
dB

B _
35 B+ dB

Fonte: Autor (2024).

A figura 4.7, como ja mencionado na paragrafo anterior, representa um deslo-
camento dS do centro guia no sentido do campo magnético B que acompanha a sua
curvatura. Esse movimento pode ser aproximado por um arco de circunferéncia com raio
R e deslocamento angular d¢. Pode-se descrever o raio como sendo um vetor R que
aponta para fora do centro de circunferéncia. No ponto A; o campo magnético tem uma
direcao dada pelo seu versor B e no ponto 4, a orientacao do versor campo magnético

sofre uma pequena variacao dB passando a ser B + dB. O versor dB representa uma
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pequena variagao sofrida pelos versores do campo magnético entre os pontos A; e As.
Ainda pela figura[4.7], para uma variagao de d¢ muito pequena, pode-se aproximar
o sentido de dB como sendo o contrario do vetor R. Para além, pode-se aproximar dB

como sendo um arco de circunferéncia, portanto:
[dB| = [Bld¢ = (1)do,

ja que o modulo de um versor é sempre 1. Assim,

A R
dB=do | ——
*(-3)
em que, dividindo por dS, .
aB _ d¢ <_R>
dS  dS\ R

Como, pela figura % = %, entao:

onde % ¢ uma derivada ao longo da linha S. A dire¢do de S é a mesma que B, portanto

esta derivada pode ser reescrita como:

onde, juntando com a equagao acima, obtém-se:

- R=(B.V)B,

onde,
1, (B-V)B (B-V)B
R TR BT B (4.31)

Como o sistema de coordenadas do centro guia se move em uma trajetéria curva,
o mesmo se encontra em um referencial nao inercial e que portanto estd sujeito a uma

forca nao inercial, o que neste caso se caracteriza como forca centrifuga F., que terd a



mesma direcao de R, da figura 4.8. Assim, pela equacao da forca centrifuga:

Vo
Fcen 7
"R
2 2
v° R Vo
Fcen — 5 —R
"RER "R

Figura 4.8: Representacao da forga centrifuga que aparece no movimento de uma
particula positiva submetida a um campo magnético nao uniforme.

->

F. B

® ®

Fonte: Autor (2024).

Substituindo a equacao 4.31 na equagao acima, tem-se que:

B-V)B

Fcen - —mUOQ%;
2K

Feep = —B—QH(B-V)B,

que resulta em uma velocidade de deriva:

Fcen x B . QKH

va = qB? qB*

81

[(B-V)B] x B (4.32)
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A equagao representa a velocidade de deriva associada a forca centrifuga
sentida por uma particula que se move ao longo de uma linha de campo magnético curvo.
Esse tipo de deriva é conhecida como deriva de curvatura, pois esté relacionada a curvatura
das linhas de campo magnético e ao movimento da particula na direcao paralela a elas. A
forga centrifuga efetiva Fcepn, associada ao movimento longitudinal da particula, atua como
uma forga externa no sistema e, por isso, produz uma deriva transversal vq perpendicular
tanto a direcao do campo magnético quanto a curvatura da trajetoria.

Observa-se que a dire¢ao da deriva depende explicitamente do sinal da carga q.
Portanto, particulas com cargas de sinais opostos, como elétrons e ions positivos, irao

derivar em diregoes opostas sob a agao dessa forca.

4.9 VELOCIDADE DE DERIVA TOTAL

Agora, para se obter uma expressao geral, somam-se as equagoes e [4.32]

Assim,
_|[L| VB x B _ 2K||
qB? qB*

VGd:VG+Vd:

ou, colocando os fatores comuns em evidéncia:

1
5uiB(VB xB)+v3[(B-V)B] xB|,

m
VvV = -
Gd= B

e, utilizando a identidade vetorial
1
(B-V)B:V<2B2) _Bx (VxB),

pode-se reagrupar os termos da equacao anterior da seguinte forma:

1 1
Vad = —£4 SUIB(VB x B) + v (v (232) x B —[(V xB) xB] x B)] :

No presente caso, percebe-se que, como ja deduzido na equacao |3.59| a corrente
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pode surgir pela influéncia do campo gravitacional. Porém, para casos onde nao ha

densidade de corrente e ndo ha campos elétricos, a Lei de Ampere-Maxwell (equagao |3.9))

reduz-se a:

OE
V x B = pgJ + pogo—- =0,

ot
substituindo esse resultado em vgq, obtém-se:

m

qB*

Vad =

{B;vi(VB x B) + v} ((0) xB+V (;BQ> X B)} ;

Y

m 1 1
Voo =~ {BQz;i(we x B) + 12V <2BQ> B

1
v(;dz—q”;1 <2viB+v§> (VB x B)|,
m (1, 2)
=——|= BxB 4.33
VGd B (2%‘1‘% (VB x B) (4.33)

Com o resultado da soma da velocidade de deriva gerada pelo gradiente (vg)
com a velocidade de deriva gerada a partir da curvatura do campo (vq), pode-se aferir
explicagoes minimamente interessantes a respeito do movimento das particulas carregadas
inseridas em campos magnéticos uniformes, nao uniformes e com termos de curvatura,

aferi¢oes essas que farao parte do proximo capitulo.
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5 O CAMPO MAGNETICO TERRESTRE E SUAS INTERACOES COM
AS PARTICULAS CARREGADAS ADVINDAS DO ESPACO

Neste capitulo, serd apresentado um estudo introdutoério a respeito do campo
magnético terrestre e de suas interacoes com particulas carregadas provenientes do espaco,
em especial do vento solar. O objetivo serd compreender como o campo magnético da
Terra, originado por processos fisicos no interior do planeta, atua como um escudo natural
contra essas particulas, influenciando sua trajetéria e confinamento.

Inicialmente, sera discutida a origem do campo magnético terrestre a partir da
movimentagao de metais liquidos no ntucleo externo da Terra, caracterizando o planeta
como um grande dinamo natural. Em seguida, serdo descritas as regides principais da
magnetosfera, com énfase nos cinturdes de radiacao de Van Allen, estruturas fundamentais
para o entendimento do confinamento de particulas carregadas.

Posteriormente, sera desenvolvida uma modelagem do campo magnético terres-
tre assumindo um campo dipolar. Essa aproximacao permitird o estudo dos principais
movimentos realizados pelas particulas ao interagirem com esse campo: o movimento
ciclotronico, a deriva magnética e o espelhamento nos polos. Esses mecanismos serao
analisados com base nas leis do eletromagnetismo classico, fornecendo uma compreensao
fisica das trajetérias observadas.

Assim, este capitulo servird como fundamentagao tedrica para as analises pos-
teriores, evidenciando os aspectos fundamentais do campo magnético da Terra e suas

consequéncias sobre a dinamica de particulas carregadas no espago préoximo ao planeta.

5.1 A ORIGEM DO CAMPO MAGNETICO TERRESTRE

Segundo [Toledo (2025) O planeta Terra pode ser aproximado por uma esfera de

diferentes camadas. Como pode ser observado na figura [5.1], as camadas mais internas
(nicleo externo metélico e nicleo interno metalico) possuem uma alta temperatura em
relagdo as camadas mais externas (crosta silicatada e manto silicatado) e além disso os
materiais mais densos, como Fe (ferro), Ni (Niquel) e um pouco de S (enxofre) se deslocam
essencialmente para os nicleos.

Na profundidade de aproximadamente 5100 km, ao adentrar o nucleo interno, a

pressao atinge niveis tao elevados que a temperatura deixa de ser suficiente para manter
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o material no estado liquido, resultando em sua solidificacao.
Figura 5.1: Perfil do interior da Terra, mostrando a variacao da temperatura (geoterma)
e a curva de ponto de fusao dos materiais “solidus”.

temperatura (°C) Mofio
500

limite
crosta/manto

3000°C a4000°C;

. 135 GP
NUCLEO .

EXTERNO

liquido METALICO

o

escontinyi
de Lehmg';,jgde

 5250°C;330GPa
NUCLEO
INTERNO
METALICO

-5.100 km

solido

e ammmmm=="

5500°C; 365 GPa

profundidade (km)

Fonte: Toledo (2025).

E fundamental destacar que as condicdes naturais do planeta evoluem ao longo
do tempo. Como a Terra continua a perder calor, o nicleo externo, atualmente liquido,
gradualmente se solidifica em contato com o ntcleo interno. Em um futuro distante, mi-
lhoes de anos a frente, todo o niicleo podera se tornar sélido, consequéncia do crescimento
progressivo do ntcleo interno devido ao resfriamento continuo do ntcleo externo.

Enquanto esse processo ainda nao se completa, o ntcleo externo, composto por
metal liquido, permanece em movimento convectivo. A rotagao da Terra impde a esse
fluido movimentos helicoidais complexos, que induzem correntes elétricas no interior do
nucleo. Esse fluxo de cargas, logo correntes elétricas, é responsavel por gerar o campo
magnético terrestre (figura 5.2), como prevé a equagao de Ampére-Maxwell (3.9), carac-
terizando o nucleo externo como um imenso dinamo natural responsavel pela manutencao

do campo magnético terrestre.
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Figura 5.2: Ilustracao esquemética das linhas de campo magnético geradas pela Terra,
representadas como um campo magnético de um dipolo.

Fonte: Adaptado de Reid (2009).

A 5.2 ilustra o uma regiao de campo magnético terrestre definida como mag-
netosfera. A magnetosfera de um planeta é a regiao espacial onde o campo magnético
planetario domina a dinamica do plasma, interagindo com o vento solar. No caso da
Terra, a magnetosfera protege o planeta da radiacao cosmica e das particulas carregadas
do vento solar.

O vento solar consiste em um fluxo continuo de particulas carregadas que se
propagam para fora do Sol, atravessando o meio interplanetério e interagindo com a mag-
netosfera terrestre. Historicamente, sua existéncia foi proposta por Kristian Birkeland
em 1908 e mais tarde descrita de forma consistente por Biermann (1951), Parker (1958)
e confirmada experimentalmente por missoes como Luna 1 e 2 e ULYSSES, como apre-
sentado por Piel (2010).

Do ponto de vista fisico, a caracterizagao do vento solar como um plasma baseia-
se no comportamento coletivo das particulas que o compoem. Segundo Chen (2016),
para que um gas ionizado seja considerado um plasma, ele deve satisfazer trés critérios

fundamentais, ja apresentados no capitulo 2.
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Aplicando tais critérios ao vento solar, conforme [Piel (2010, p. 8), a densidade

tipica dos prétons advindos do vento solar gira em torno de n, = 2,47 x 10° particulas
por metro ctibico e sua temperatura em torno de 1,86 x 10° K (kelvin). Aplicando esses
valores a equagao adaptada ao comprimento de Debye (2.7)), agora para os prétons, tem-se

que:

~ 3,60 x 10% m,

o _ | eoksT, _ | (8,85 x 10712)(1,38 x 10-%)(186 x 109)
PN n? (2,47 x 106)(1,6 x 10-19)2

ou seja, Ap ~ 360 m. Este resultado mostra que o comprimento de Debye no vento solar
¢ da ordem de centenas de metros. Considerando que as escalas do sistema solar (como
o raio da Orbita terrestre) sao da ordem de 10° m, verifica-se claramente que A\p < L,
atendendo ao primeiro critério estabelecido por para que o vento solar seja
classificado como plasma.

Agora, utilizando a equagao [2.8 para verificar o segundo critério, se tem, para os

protons advindos do vento solar, que:

1 1
Np = grmpApy = 57(2,47 x 10°)(360)° = 2 x 10'°,

ou seja, como Np =~ 2 x 10'® >> 1, isso garante a validade estatistica.

O comprimento de Debye (Ap), obtido com base na densidade e temperatura
(de até 10° K no vento rapido), permanece muito menor que as escalas caracteristicas do
sistema solar, como o raio da orbita terrestre, satisfazendo a condi¢ao Ap < L.

O terceiro critério, o produto w7, que envolve a frequéncia de plasma w, e o tempo
médio entre colisdes 7, é amplamente maior que 1 no vento solar, segundo ,
dado que as colisdes sdo raras e o comportamento coletivo (como ondas de Langmuir e
oscilagoes eletrostaticas) se manifesta livremente.

Esses trés critérios demonstram que o vento solar nao apenas ¢ composto por
ions e elétrons, mas também exibe propriedades coletivas tipicas de plasmas, concluido-se
que o vento solar pode, de maneira inequivoca, ser tratado como um plasma segundo os
critérios formais de e as observagdes experimentais de .

O vento solar, além de serem composto por particulas carregadas, também possui

radiacao eletromagnética, como raios X e ultravioleta extremo. Essas particulas car-
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regadas, ao interagirem com o campo magnético terrestre, podem induzir tempestades
geomagnéticas, afetando satélites e redes elétricas. Sem a protecao da magnetosfera e da
atmosfera terrestre, a intensa radiacao dos ventos solares causaria sérios danos biologicos,

incluindo mutagoes genéticas e aumento do risco de cancer devido a ionizacao das células.

Estudos como o de |[Atri e Melott (2014)| detalham os impactos supracitados das tempes-

tades solares na infraestrutura terrestre e seus potenciais riscos a vida.

5.2 REGIOES DE CAMPO MAGNETICO TERRESTRE

O vento solar, um fluxo de plasma originado da coroa solar, move-se a velocidades
de aproximadamente 400 km/s. Devido a alta condutividade do plasma, o campo magné-
tico interplanetario (IMF) esta “congelado” no vento solar. Quando esse fluxo encontra
a Magnetosfera terrestre, forma-se uma onda de choque a frente da magnetopausa, de-
sacelerando e desviando o plasma incidente, como se pode visualizar pela figura [5.3] A
Magnetosfera terrestre é composta por algumas regioes principais. A Magnetobainha ou
Bainha Magnética ¢ a regiao turbulenta entre a onda de choque e a magnetopausa, onde o
plasma é aquecido e desacelerado. A Magnetopausa é a fronteira entre o plasma do vento
solar e o plasma planetario, sustentada pelo equilibrio entre a pressao magnética terrestre
e a pressao dindmica do vento solar. A Magnetocauda ou Cauda é a regido alongada na
dire¢do oposta ao Sol, onde o campo magnético é distorcido formando dois l6bulos (Norte
e Sul) separados por uma lamina de plasma. Nesta regido, ocorrem eventos de reconexao
que liberam grandes quantidades de energia. A regiao de Corrente Anelar que é formada
por ions aprisionados que derivam ao redor do planeta, intensificando-se durante tempes-
tades magnéticas. A Plasmasfera, localizada na parte interna da magnetosfera, contém
plasma frio e denso de origem ionosférica. Por fim o Cinturdes de Van Allen, que sao
Torbides de particulas carregadas aprisionadas pelo campo magnético, compostos princi-

palmente por elétrons e ions energéticos, onde os mesmo se encontram entre a camada

terrestre até a Plasmapausa |(Perrat, 2015)|

No presente trabalho se visa focar nos Cinturoes de Van Allen, a fim de explicar
algumas interagoes que o plasma solar interatua com essas regioes de campo magnético.
O motivo ao qual se visa trabalhar apenas com estes locais de campo magnético possui

semelhancas com o campo magnético de um dipolo magnético, o qual possui forma bem
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conhecida. Além disso, o plasma nessa regiao nao sofre efeitos relativisticos.

Figura 5.3: Esquema geral da magnetosfera da Terra, onde se ilustra as principais
regioes.
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Fonte: Adaptado de [Peratt (2015)]

5.3 CAMPO MAGNETICO DE UM DIPOLO

Um dipolo magnético é um sistema que gera um campo magnético semelhante ao
de um pequeno ima em barra, caracterizado por um momentum magnético u, que aponta
do polo sul para o polo norte magnético.

Para analisar o campo magnético gerado por um dipolo, ¢é 1til representa-lo no
sistema de coordenadas esféricas. Neste sistema, como observado na figura [5.4, ~ é o
vetor radial, com médulo r indo do centro do dipolo até o ponto P onde se quer calcular o
campo magnético; 6 é o angulo polar medido a partir do eixo z do dipolo; e ¢ é o angulo

azimutal, que representa a rotagao ao redor do eixo z). No caso do campo de um dipolo
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ideal, assume-se simetria axial em torno do eixo do momento magnético, o que implica

que o campo independe de ¢.

Figura 5.4: Representacao do campo B da equagao .
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> Planeta Terra

» Linhas de campo
> .
magnetico geradas

por um dipolo
magnético

Fonte: Autor (2025).

Apesar de o campo magnético terrestre real apresentar assimetrias e variagoes
temporais, sua estrutura externa, especialmente em regioes distantes da superficie, pode
ser aproximadamente modelada como um campo dipolar. Essa aproximacao é util para

fins didaticos e para a compreensao basica de fendmenos magnéticos no entorno da Terra,

conforme sugerido por [Halliday, Resnick e Walker (2016, p. 771)l A equacdo para o

campo magnético de um dipolo [(REITZ; MILFORD; CHRISTY, 1960)| alterada para

coordenas esféricas, é dada por:

140 2cosf sinf
=M é + €y (5.1)

r3

onde g = 47 x 1077 N/A2 ¢ a permeabilidade do vacuo, p ¢ o momento de dipolo
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magnético, 6 é o angulo polar, e r é a distancia a partir do centro do dipolo. O termo é,
representa a direcao radial, e &y a direcao polar.

Considerando o raio da Terra como R, e um ponto de observacdo a uma altura h
da superficie, tem-se que r = R + h. Substituindo essa relagdo em , obtém-se: onde,
multiplicando e dividindo por R?, tem-se:

3
B—’uoulQ( f > COS@éT—f-(

3
)

i R s
1’ |“\R+h - e(,],

no qual se pode definir By = {243, e assim a equacdo se transforma em:

3
sin 0 ég] (5.2)

R\ R
B=DB,|2 (> cosf e, + <>
‘ l R+h R+h
Por meio da imagem e da equagdo [5.2) pode-se determinar alguns compor-
tamentos para a equacao do campo magnético terrestre. Por exemplo, ao se analisar o
campo magnético no polo norte em 6 iniciando em 0°, tem-se cos0° = 1 e sin0° = 0. Com

h = 0, ou seja, proximo a superficie da Terra, a equacio [5.2] se reduz a:

R \?. R\?
B =5 [2 (R+0> erl—zBO (R) ¢

que pode ser reescrito como:

Ho B
B, = 2B, =22 .
’ °" “4r R (5:3)

Para o equador, ou seja em € = 90°, 0 cos90° = 0 e o0 sin 90° = 1. Novamente em

h = 0, ou seja, proximo a superficie da Terra, a equacio [5.2] se reduz a:

R \*. R\*,
B=5|(75) ] =50(7) &

que pode ser reescrito como:

By =B, = %% (5.4)

Esses valores de campo magnético obtidos nas equagoes e 5.4 demonstram
que a intensidade do campo magnético aproximado por um dipolo (o campo magnético

terrestre, por exemplo) possui intensidade duas vezes maior nos polos do que no equador.
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5.4 INTERACAO - VENTO SOLAR E CAMPO MAGNETICO TERRES-
TRE

Os Cinturdes de Radiacao de Van Allen, descobertos em 1958 pelos instrumen-

tos a bordo do Ezplorer 1, constituem uma das primeiras grandes descobertas da Era

Espacial. Conforme descrito por |Li e Hudson (2019), esses cinturoes sao compostos por

populacoes de particulas carregadas, como elétrons e prétons relativisticos e nao relativis-
ticos, aprisionadas pelo campo magnético terrestre. Observagoes iniciais revelaram duas
zonas principais: uma zona interna, predominantemente composta por protons de baixa
altitude, e uma zona externa, caracterizada por elétrons de alta altitude. A compreensao
desses cinturdes é essencial para a fisica espacial, uma vez que as particulas energéticas
que os compoem podem interagir com sistemas tecnoldgicos orbitais como sistemas de
GPS.

A dinamica dessas particulas é governada por trés tipos principais de movimento.
Iniciando pelos ions, observa-se inicialmente o movimento ciclotronico, no qual os protons
giram no plano normal das linhas do campo magnético. Como discutido no Capitulo 3,
pela imagem [3.2], esse giro ocorre em sentido horério ao longo das linhas de campo, de
acordo com a convencao da forca de Lorentz para particulas de carga positiva. O raio
associado a esse movimento é diretamente proporcional a massa e a componente perpen-
dicular da velocidade, e inversamente proporcional a intensidade do campo magnético,
como pode-se observar pela equagio [3.33] Sendo assim, os prétons, devido a sua maior
massa, possuem raios de Larmor consideravelmente maiores do que os elétrons como se
opde visualizar a figura [5.5|

Esse movimento ciclotrénico ocorre em fungao da componente de velocidade per-
pendicular ao campo magnético (v, ) intrinseca a particula. Além disso, quando a parti-
cula vem do espago, possuira uma componente de velocidade paralela ao campo magnético
(v))- Se a particula encontrar as linhas de campo magnético e sua componente paralela de
velocidade estiver, por exemplo, em dire¢ao ao polo norte magnético, a particula avangara
ao longo das linhas de campo em direcao a regiao onde a intensidade do campo magnético
aumenta.

As equacoes e mostram que, nos polos, o campo magnético radial B, é

duas vezes mais intenso do que a componente 0 no equador, para uma mesma altitude h.
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Essa diferenca de intensidade de campo explica a formacao de regioes de espelhamento

magnético, que atuam como barreiras naturais para particulas carregadas.

Figura 5.5: Representacao do movimento de particulas carregadas aprisionadas pelas
regioes de campo magnético terrestre.
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Fonte: Bittencourt (2004).

Esse fendmeno ocorre porque, devido a conservacao do momento magnético (secc¢ao
4.6) adiabatico, a velocidade perpendicular da particula aumenta conforme B cresce, o
que implica na diminuicao da componente paralela até que esta se anule, fazendo com
que a particula reverta sua direcdo. Assim, a particula passa a se mover de volta em
direcao ao outro hemisfério, até encontrar uma nova regiao de maior campo magnético,
repetindo o processo. Esse movimento oscilatorio forma o que se denomina movimento
de espelhamento, caracteristico de particulas aprisionadas no campo magnético terrestre,
sendo esse o segundo tipo de movimento.

O campo magnético apresenta uma estrutura que se curva em dire¢do aos polos,
portanto se pode considerar o termo de curvatura do campo, discutido na seccao 4.7. O

termo de curvatura, juntamente ao termo de gradiente do campo geram a equacao de
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velocidade de deriva [4.33] Relembrando-se,

m (1
Vad = Veo = — 5 (21& + v02) (VB x B),

na qual vgq ou vgce € a velocidade de deriva devido ao gradiente e a curvatura do campo
magnético, m e ¢ representam, respectivamente, a massa e a carga da particula, v, é
a componente da velocidade perpendicular ao campo magnético e vy é a componente
paralela. Essa equacgao indica que, ao se moverem em regidoes onde o campo magnético
varia espacialmente, as particulas sofrem de uma forga resultante que gera nelas uma
deriva ortogonal ao vetor campo magnético B e ao gradiente desse campo. A diregao
dessa deriva depende do sinal da carga: para particulas positivas (como fons), a deriva
ocorre em um sentido; para particulas negativas (como elétrons), no sentido oposto, este
sendo o terceiro tipo de movimento como ilustrado na figura [5.5| pelas setas vgc.

No contexto do campo magnético terrestre, cuja geometria se assemelha a um
dipolo inclinado, essa deriva faz com que os ions descrevam trajetorias na direcao oeste
e os elétrons na direcao leste. Apesar de seguirem sentidos opostos, ambos os tipos de
particulas circulam ao redor do planeta, criando uma corrente liquida efetiva na mesma
dire¢do, conhecida como ring current (corrente de anel). Essa corrente se estabelece
predominantemente no plano equatorial magnético e é responsavel por gerar um campo

magnético secundario que se opoe ao campo geomagnético da Terra, contribuindo para

sua diminuigdo temporéria durante tempestades geomagnéticas [(Gonzalez et al. 1994, p.|

@. Os trés movimentos, juntos, geram algo semelhante a trajetoria ilustrada pela figura
0.6l

Portanto, em resumo se tem que os ions e elétrons advindo dos Sol sdo confinados,
respectivamente pelo campo magnético terrestre (nas regioes dos Cinturées de Van Allen)
externo e interno. Ambas as particulas efetuam a mesma trajetoria, observada na figura
m, em sentidos opostos, ao serem aprisionados pelo campo magnético, ou seja, ao serem
confinadas sdo transportadas cilcotronicamente até um dos polos, a0 mesmo tempo que
derivam no plano equatorial. Chegando em um dos polos, pela alta intensidade de campo
magnético as particulas sofrem o efeito do espelho magnético e sao refletidas para uma
regiao de campo menos intenso, ao mesmo tempo que tem seu movimento direcionado ao

outro polo magnético, ficando, assim, em um ciclo infinito de idas e vindas entre os polos,



95

claramente até que nao interajam com outras particulas.

Figura 5.6: Representacao do movimento das particulas carregadas aprisionadas nas
regioes de campo magnético terrestre, considerando os termos de gradiente e curvatura.

Fonte: Bittencourt (2004).
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho foi motivado pela relevancia da Fisica de Plasmas para a
compreensao do universo e pela oportunidade de oferecer um material didatico e acessivel
sobre o tema, frequentemente ausente na formacao inicial em Fisica. O objetivo geral,
portanto, foi realizar um estudo teérico da dindmica classica de um plasma, com énfase
nas deducoes que descrevem o movimento de particulas carregadas em campos elétricos e
magnéticos de diferentes naturezas. Ao final da jornada, pode-se afirmar que os objetivos
propostos foram alcancados de forma sistematica.

Inicialmente, o trabalho cumpriu o objetivo de revisitar o conceito de temperatura,
estabelecendo, por meio da deducao da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, sua funda-
mental relacdo com a energia cinética média das particulas. Com essa base, foi possivel
definir formalmente um plasma nao como um simples “quarto estado da matéria”, mas
como um gas ionizado que satisfaz trés critérios rigorosos, envolvendo o comprimento de
Debye, o comportamento coletivo e a frequéncia de colisoes. A andlise da equacao de
Saha demonstrou que a transicdo para o estado de plasma é um processo continuo, justi-
ficado pela existéncia de particulas de alta energia na cauda da distribuicao de Maxwell-
Boltzmann.

O cerne do trabalho consistiu na analise progressiva do movimento de uma tnica
particula carregada, cumprindo os objetivos de estudar sua dindmica em cenérios de com-
plexidade crescente. Foram deduzidas as trajetorias para campos magnéticos uniformes,
o que levou a descricao do movimento ciclotronico, para a sobreposicao de campos elé-
tricos, magnéticos e gravitacionais, resultando nos movimentos de deriva, e, finalmente,
para campos magnéticos nao uniformes, onde os efeitos de gradiente e curvatura geram
novas derivas e o fundamental fendomeno do espelhamento magnético.

A aplicagao desses resultados permitiu responder a questao central deste TCC:
como se comportam as particulas do vento solar ao interagirem com o campo magnético
terrestre? Verificou-se que o vento solar pode ser tratado como um plasma e que, ao ser
capturado pela magnetosfera, sua trajetoria é uma superposicao dos movimentos elemen-
tares deduzidos. A combinacao do giro ciclotronico, do movimento de espelhamento entre
os polos e das derivas de gradiente e curvatura explica o confinamento das particulas nos

Cinturoes de Van Allen e a consequente formacao da corrente de anel.
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Conclui-se, portanto, que a complexa dindmica de um plasma de baixa densidade
confinado pode ser compreendida a partir de principios fundamentais da mecénica classica
e do eletromagnetismo. Este trabalho logrou éxito em seu propoésito didatico de desmis-
tificar um tema avancado, apresentando uma construcao logica e passo a passo desde os
conceitos basicos até uma aplicagdo astrofisica relevante. Como sugestao para trabalhos
futuros, diante ao avanco tecnoldgico, seria de grande utilidade realizar um aperfeigoa-
mento do documento em si, criando imagens interativas para que o autor modifique seus
parametros e visualize seus resultados. Também, poderia-se incluir efeitos relativisticos,
mencionados como nao abordados, ou transitar da abordagem de particula Unica para

modelos de fluido, como a magnetohidrodinamica.
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A DISTRIBUICAO DE VELOCIDADES DE MAXWELL-BOLTZMANN

Para se conseguir avancar naquilo que se define como fisica de Plasmas, é pru-
dente revisar e até mesmo expandir as nocoes fisicas de “temperatura”. A ferramenta
para essa expansao conceitual é a deducao da equacgao de distribuicao de velocidades de
Maxwell-Boltzmann, cujo formalismo matematico conecta a temperatura, uma grandeza
macroscopica, a energia cinética média das particulas em um sistema microscopico. A
importancia desta dedugao para a fisica de plasmas, foco deste trabalho, é fundamental:
a distribuicdo demonstra que, mesmo em um gas a uma dada temperatura, sempre exis-
tirda uma fracdo de particulas com energias muito acima ou abaixo da média. Sao essas
particulas de alta energia na “cauda” (discussao que sera feita no inicio do capitulo 2) da
distribuicao que, ao colidirem, possuem a capacidade de superar a energia de ionizacao
dos atomos, dando origem a transicao do gas para o estado de plasma. Assim, a equagao
nao apenas redefine a temperatura, mas também justifica o mecanismo de formagao do
plasma que sera estudado adiante.

Para melhor compreender o conceito de temperatura se introduz o mesmo em um
sistema. Imagina-se um gas rarefeito, em equilibrio térmico, contido em um recipiente
cubico. O mesmo possui certos parametros fisicos associados, sendo eles a temperatura
(T'), a pressao (P) e o volume (V). A pressao, por definigao, é a forga exercida em uma
certa area (P = %), portanto as paredes internas do recipiente que contém o gas estao
sendo pressionadas pelas colisdes das particulas. Para fins de simplificagdo, assume-se que
as colisoes das particulas com as paredes do recipiente sao perfeitamente elasticas. Por
definicdo, em uma colisao elastica, a energia cinética do sistema é conservada. Adicional-
mente, ao se considerar que as paredes sao iméveis e possuem massa infinitamente maior
que a das particulas, a parede nao absorve energia cinética durante o impacto e como
consequéncia direta, a energia cinética da particula e, portanto, sua rapidez (o médulo
de sua velocidade) permanecem inalteradas apés a colisdao. Embora o vetor momento
linear da particula mude de dire¢ao, seu médulo se mantém constante (|piniciall = |Pfinall),
o que garante que nao haja perda de energia no processo. Este géds é rarefeito, portanto
a interagao entre as particulas se torna praticamente desprezivel ja que a distancia entre
as mesmas ¢ muito grande em relacdo ao seu préprio tamanho. Assim, em um primeiro

momento, como se pode desprezar a interacao entre as particulas, busca-se analisar o caso
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do movimento de apenas uma particula, como no caso da particula presente na figura A.1,
e posteriormente se expandir a anélise para o gias como um todo (Oliveira, 2005).

Como ilustrado pela figura A.1, uma particula de massa m e velocidade v esta
confinada em um cubo de lado L. Nesta representacao, o corptusculo se move inicialmente

para o sentido positivo do eixo x em direcao a parede.

Figura A.1: Sistema anterior a colisdo de uma particula de massa m com velocidade
inicial total v; e componente de velocidade inicial vy,, confinada em um cubo de lado L.

\
."1

A

o

A
v

Fonte: Autor (2024).

Agora, na figura A.2, a mesma particula da figura A.1, posteriormente a colisao
perfeitamente elastica sofrida contra a parede, muda seu sentido de propagacao em =,
como ilustrado pelos vetores presentes na imagem abaixo. Essa particula, por estar em

movimento possui um momentum p associado a si, igual a:

P = p(vxvvyavz) =1mv, (Al)
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sendo v = v, i+ v, j + v. k e portanto [v?| = v* = v +v] + v2.
Ao se analisar o movimento dessa particula em x, percebe-se que os momenta

inicial (p,,) e final (p,,) sdo, a partir da equagao (A.1), respectivamente:
pxi = m,UI—”

pﬂ?f = mvxf

Figura A.2: Sistema posterior a colisao de uma particula de massa m e velocidade final
total v¢ e componente de velocidade final vy, confinada em um cubo de lado L.

A
A J

Fonte: Autor (2024).

Logo apds o impacto da particula com a parede ocorre uma mudanca de direcao
e sentido, como ilustrado pela figura A.2. Pela colisao ocorrer em uma parede fixa e

assim poder ser considerada perfeitamente elastica o médulo do momentum se mantém
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(|Pinicial] = |Pfinall), €, assim, os médulos iniciais e finais da velocidade também permanecem

iguais, mudando apenas o sentido (v,, = —v,,) [(Serway e Jewett, 2004)l Logo, pela

variacdo do momentum linear, tem-se:
Apy = pay — Pa; = MUy, — MU, = MU, — M~V ),

Ap, = 2muy,,

onde, para fins de simplificagao, considera-se, na equagao acima, v, = v, logo,
Ap, = 2mu, (A.2)

A variacao do momentum p em relagdo a variagdo temporal é igual a for¢a média
resultante atuando sobre a particula, consistindo na definicdo da Segunda Lei de Newton
escrita em termos do momentum linear. Portanto, em x, essa forca média pode ser escrita

COIMO:
Ap,
Fa: - )
At

(A.3)

Agora, busca-se avaliar qual é o intervalo de tempo entre duas colisdes entre a
mesma parede, ou seja, o tempo em que a particula leva para sair de uma parede e voltar
a colidir com a mesma. A figura[A.3] traz, para uma melhor visualizagdo, o movimento
da particula que estd sendo analisada, contida nas figuras e [A.2] agora em duas
dimensbes. Ao se analisar o movimento do corpo, o mesmo sai de z = 0, recocheteia em
x = L e volta a quase colidir em z = 0. Neste caso, a distancia percorrida AS, apenas
em x, é de 2L, portanto sua velocidade média é dada por:

L _As 2L
TTOAE AL

onde, isolando a variacao temporal se tem que:

2L

Vg

At

Ap, = F,At (A.5)
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Substituindo a equacao [A.4] em [A.5}

2L
Apx = in
(%

Figura A.3: Sistema em duas dimensoes da particula saindo de zero em x e voltando ao
mesma coordenada em .

L

Fonte: Autor (2024).

Agora, igualando a equagao acima com [A.2}

2L
F,— =2mu,,
Vg
2
muv
F,=—= A.6
> (A.6)

A forca F, da equagao [A.0] é, pela definigao inicial, a for¢ca média que a parede
exerce na particula, que por sua vez, pela Terceira Lei de Newton, é a forca exercida pela
particula, de massa m com componente de velocidade v,, na parede de um cubo situada
em z = L, como ilustrada pela figura [A.3]

A equacgao se refere apenas a forca que um corpo exerce na parede de lado
L. Como ja explicitado, até o momento se fez uma anélise simplificada do movimento do
gas, utilizando apenas uma particula, portanto, agora se deve expandir a analise para a
aquisicao de um resultado mais realista para o gas a ser analisado. Assim, como em um

gas rarefeito ha um conjunto de N particulas, cada uma exerce uma forga associada a sua
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propria colisao na parede em x = L, logo, a forca resultante sofrida pela parede é uma

somatoria da forca associada a cada colisdo de cada particula |(Damiao; Rodrigues, 2021)|

Considerando que todas as particulas irdao realizar uma colisdo na parede localizada em
x = L, a cada intervalo de tempo At, a forca média Fi,, que todas as particulas exercem

(na direcdo x) na parede é dada por::

N
Eotalz = Z FIEU (A7)
i=1

Toda forga, ao ser aplicada em uma &area, gera uma pressao P = %. No caso do
presente estudo, a 4rea (L?) é a da parede do cubo de lado L em que a particula toca.
Portanto, substituindo em e dividindo ambos os lados da equacao pela drea L2,

tem-se: N
1 mv2 1
ﬁFtotalz = Z I ﬁv

=1

P, = Z T2 (A.8)

onde P, é a pressao que todas as particulas exercem (na direcdo x) na parede de lado
L. Importante ressaltar, para fins de notacao, que o p mintsculo sempre representara o
momentum associado a particula e o P maitsculo, a pressao.

Sendo N o nimero total das particulas em um sistema fechado, multiplicando-se

e se dividindo [A.§] e realizando algumas operagoes, obtém-se:

N
N m
Po="3 o
N &
N 2
mN Uy
Px = : 5
e Zi:l N
N
P, = L@V (v2) (A.9)

onde V' = L3 é o volume do recipiente ctibico e (v?) é a média das velocidades ao quadrado
das particulas que compoem o gas.

Novamente, para analisar um carater mais realista do sistema em questao, amplia-
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se 0 mesmo para as trés dimensoes espaciais.

Pelo principio da isotropia, em um sistema cadtico nao ha direcao preferencial de
movimento, portanto, a analise de movimento independe do referencial adotado
. Assim, ha uma igualdade no que se diz respeito a velocidade média de cada

componente (x, y e z), portanto:

logo,
(v%) = (vz) + (vy) + (v) = 3(vy),
portanto,
1
(v2) = 5(0?) (A.10)
Substituindo [A. 10 em
p, = N7
Vo3

e, para fins de simplificacao, pelo principio da isotropia também para a pressao, igualando

P, =P, = P, = P, e, assim, tem-se que:

PV = —(v?) (A.11)

Pela lei dos gases ideais PV = nRT', onde P ¢ a pressao do gas, V é o volume

que o gas ocupa, n o nimero de mols do gas, R = 8,31446262 Jmol 'K~ a constante

universal dos gases ideais e T' a temperatura da massa gasosa |(Halliday; Resnick; Walker |

7017)
Igualando com a lei dos gases ideias, tem-se:

mN

3 (v?) = nRT

Introduzindo a Lei de Avogadro, N = nN4, onde Ny = 6,02214076.10%% mol
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(N4 = Niamero de Avogadro) e substituindo N na equagdo acima:

N
mg A<'02> = nRT,
3RT
2\
<,U > - mNA’

onde, tirando a raiz quadrada da equagdo acima se obtém a expressao da definicao de

velocidade quadratica média (v,,s), do inglés, root mean square. Portanto,

3RT
2 p— pr—
\/ (V2) = Vpms N,

ou,

Vpms = ?’kBT, (A.12)
m

onde ]\% = kp = 1,380649.10"2% JK~! que é uma constante fundamental da fisica deno-
minada Constante de Boltzmann.

Como a v,,s € um parametro estatistico entdo é possivel que exista uma dis-
tribuicao de provaveis velocidades, ou seja, uma funcao densidade de probabilidade que
descreve os intervalos de velocidade a serem assumidos pelo gas adotado. Esse parametro
¢ de importancia extrema quando se diz respeito a analise do comportamento de muitos
corpos, ja que em um gas real as velocidades das particulas variam de forma continua
devido a interagoes constantes, logo se torna inviavel determinar a velocidade discreta de
cada particula.

Assim, para manifestar os parametros estatisticos, considera-se, inicialmente, a

probabilidade de encontrar, no gas citado, particulas que possuam velocidades entre v, e

Uy +dvg, vy € v, +dv, e v, e v, +dv, |(Nussenzveig, 2002)| Logo, seleciona-se um elemento

de volume da amostra, como na figura [A.4]

A figura ilustra um certo elemento de volume dW associado aos valores de
velocidades presentes dentro do espago de velocidades v, v, € v,.

Por se tratar de um espaco de velocidades o elemento de volume dW esta associado

aos trés referenciais de velocidade, portanto:

dW = dvydv,dv, (A.13)
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Figura A.4: Elemento de volume infinitesimal dW do espago de velocidades.

v, 08

10 0.0

Fonte: Autor (2024).

Conforme comentado, busca-se a probabilidade de encontrar no gas particulas
com um vetor velocidade cujas componentes estejam entre (vy,vy,v,) € (vy + dvg, v, +
dvy, v, + dv,). Supondo que a probabilidade da componente v, estar no intervalo dv, seja
f(vy)dv,, o argumento de Maxwell baseia-se em trés principios fisicos. Primeiramente,
como a dinamica ao longo das trés dimensoes ¢ independente, a probabilidade total é
o produto das probabilidades individuais. Em segundo lugar, pela isotropia do espaco
(ndo hé diregao preferencial), a fungdo f deve ser a mesma para cada componente de
velocidade. Por fim, devido a invariancia rotacional do sistema, a probabilidade pode
depender apenas do mddulo da velocidade (a rapidez), v = \/m, e nao da
diregao do vetor velocidade (Reif, 1965).

Combinando esses principios, a funcao de distribuicdo de probabilidade para o
vetor velocidade, que aqui se denota por f(v,,v,,v,), deve ser igual ao produto das
fungoes de suas componentes e, ao mesmo tempo, depender apenas de v. Essa condicao
logica é o ponto de partida para deduzir a forma matemaética da fungao, que pode ser

expressa como:

f vz, vy,0:) = fve) f(vy) f(v:) (A.14)

Tomando agora a derivada parcial em relacao a v, de A.14, tem-se:

Of(w) _ 9f(va)
v,  Ov,

fvy) f(v2)
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Aplicando a regra da cadeia:

of(v) ov  Of(v,)
v v, Ov, f(vy) f(vz)

Pela definicao de v,

WD (er o) = 2 ) po,

Tomando a derivada a%z ( U2 +v,2 + vﬁ),

af(v) 1 1 B af(vx)
ov 2 (052 + 1,2 + Uz2)% (2v,) = Tvxf(vy)f(@z)
df(v) Uy _Of(v)
v Ju,? + vy 4 v,2  Ou, floy) f(v2)

9f(v) / 0f(v) ! 2 2 2
Denotando =5 como f'(v), =5 como f'(v;) e y/v,* +v,® +v,* como v, a
equacao acima pode ser reescrita como:

Vg

f/<U) = f/(vm)f(vy>f(vz) <A15)

(%

Dividindo |A.15| pela definigao de f(v) (A.14), tem-se:

F©) v f ) f0)f(v.)
oK i)

f'(v) vg _ f'(ve) f(vy) f(v2)

f) v fva) fvy) f(02)

Realocando os termos,

f)1 _ fva) 1
o) v flo) o (A.16)

Observa-se que o resultado da equacgao tem valor tedrico proveitoso, pois, o
lado esquerdo da igualdade conta com um molde equacional praticamente idéntico ao da
direita, apenas alterando a variavel ao qual a equacao esta submetida. A tnica maneira
desta relagao existir é se o resultado for uma constante. Sendo efetiva a afirmacao, logo

h& uma relacdo de proporcionalidade entre f(v) e f(v,), e, consequentemente, com as
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demais componentes (v, € v,), determinando que:

F(v)1 B f(vg) 1 B f/(vy) I f/(vz)l — e (A.17)

f(v) v B f(vz) vy B f(vy) v, a f(v.) v,

Portanto, pela equagao ao se determinar um resultado para f(v,), podera-se
implementar o mesmo para as demais componente. Assim, segue-se na busca pela f(v,).

Para que se possa dar prosseguimento na determinacao da func¢do, adapta-se a
cte para ser igual a —2q, essa escolha é uma conveniéncia matematica estratégica que
simplifica as etapas subsequentes da dedugao. A decisao por cada parte do termo pode
ser justificada da seguinte forma: o sinal negativo ¢é selecionado com base na expectativa
fisica de que a fun¢do de probabilidade deve ser normalizavel, ou seja, deve tender a
zero para velocidades muito grandes, o que ndo ocorreria com um expoente positivo. O
fator 2 é introduzido para cancelar o fator % que surge da integragao de v,dv,, resultando
em um expoente limpo e direto, —av?. Por fim, a é simplesmente uma nova constante

de proporcionalidade, cujo valor fisico sera determinado posteriormente em funcao da

massa e da temperatura do sistema |(Damiao; Rodrigues, 2021)l Logo, de |A.17| para a

componente v,:
f'(ve) 1

— = —2aq, A.18

f(Ux) Vg ( )

o) 1,

dvg f(vz) Vg

df (v,)
f(vz)

Aplicando integral a equagao [A.19]

= —2av,dv, (A.19)

df (vz)
f(vg)

= —20z/v$dvz, (A.20)
1,
ln[f(vx)] +Cr = —2045% + Crr,

In[f(v,)] = —av,* + C, (A.21)
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onde C = O[[ — C[.

A partir da definicao de logaritmo natural, tem-se a seguinte relacao:
In(z) = log, x = a, (A.22)
que é, por sua vez, equivalente & sua forma exponencial:
x =€ (A.23)

Logo, para a equacao (A.21)), utilizando as defini¢goes acima, faz-se a correspondéncia onde

r = f(v,) e a = —av? + C. Deste modo,
flv,) = e +C (A.24)

f(Um) — e“"”w2€c,

definindo e = A, tem-se:

2

fvg) = Ae™ 0= (A.25)

Na sequéncia, para determinar a funcao de distribuicao de velocidades agora se
busca determinar o valor da constante A. Portanto, integrando-se a funcao de distribuicao

de velocidades que acaba de ser deduzida (A.25]), tem-se que:

/_o:o f(vg)dv, =1, (A.26)

portanto,

/ Ae_o‘”ﬂ”2dvx =1,

—00

A/ e’a“ﬂ”dex =1

A partir daqui ocorrera a resolucao detalhada de integrais e ademais operagoes,
portanto ocorrerao repeticoes de notagoes arbitrarias como a, u, w e assim por diante. Isso

significa que esses termos serao diferentes em cada operacao realizada e nao terao carater
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de definicao pura, ou seja, nao serdo caracteres universais, s6 valerao para a resolucao em
especifico.
Seguindo-se, para a equagiao acima se pode definir u = \/av, e em consequéncia

du = v/a dv,, logo, dv, = %. Portanto, substituindo-se os termos se tem:

o du
Al el =
o’ o

A o0 2
—/ e Cdu = 1, (A.27)
N
que é uma integral gaussiana.

Para resolver a equacao se observa que a mesma é uma funcio par, ou seja,

assume os mesmos valores para u e —u, portanto é simétrica e assim pode ser escrita da

seguinte forma:

2 [\;4& /0 - e“2du] —1 (A.28)

Agora, mudando-se a varidvel, pode-se escrever a equacao como:

A
27/ e d _27/ e da =1
\/a[) Y “

Elevando a equacgao acima ao quadrado se obtém:

(2;15 /OOO e‘”Qdu> <2¢Aa /OOO e‘“Qda) —1

Uma vez que as variaveis de integracao u e a sao independentes, o produto das
duas integrais definidas pode ser reescrito como uma tnica integral dupla sobre a area do
primeiro quadrante no plano ua. Utilizando a propriedade do produto de exponenciais

(e"e¥ = e*1Y), a equacao se torna:

1—4—/ / —u?g—a duda—4—/ / (w*+a?) duda

Definindo-se a = us e se escolhendo arbitrariamente a dependendo de s, tem-se

que da = uds, portanto:
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1—4—/ / (u?+u?s?) ududs-ll—/ / (1+5°) ududs

Novamente, definindo-se w = u? se tem que dw = 2u du, logo, du = ”2%’ e desta

maneira;:

1—4—/ / w(1+s?) —ds—2—/ / w(1+s?) dwds

Olhando para a varidavel w, tem-se uma maneira efetiva e rapida para resolver
sua integral. Procura-se uma fungdo f(w) que quando derivada, em rela¢ao a w, fornega

—w(1+s2 ¢ —w( 1452
e (1+s ), essa sera _(1+152)€ w(1+s?) Portanto,

(A.29)

aplicando os limites,

A? oo 1
1=-2— e [hm €_w(1+82) — lim €_w<1+82> dS,
@ JO (]. + 82) wW—00 w—0
A? oo 1 .
l=—2— o (1+s2) |:u)1—r>l<}o cw(lts?) Lim cw(1+s?) ds,

dividindo algo por um niimero muito grande se obtém um niimero muito pequeno, logo:

A% oo ]
1=-2— ——— [0 —1]ds,
a Jo (14 s?)
e assim,
A? o1
1=2— —d A.
a Jo (1+s?) ° (4.30)

A integral presente na equacao ¢ uma integral notavel, resolvida clas-
sicamente pelo método de substituicao trigonométrica. A escolha da transformacao é
motivada pela presenca do termo 1 + s no denominador, que sugere o uso da identidade
trigonométrica fundamental 1 + tan?() = sec?(6). Assim, realiza-se a seguinte mudanca
de variavel:

s = tan(6),
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logo, tomando a derivada:

ds = sec?(6) do

Com esta substituicio, o denominador da integral se simplifica para 1 + s? =
1 + tan?(f) = sec?(f). E necessario também transformar os limites de integracio em

fungao da nova variavel 6: quando s = 0, tem-se § = arctan(0) = 0; quando s — o0,

tem-se 6 — arctan(oco) = 5. Ao substituir todos os termos na integral, a expressao se

simplifica drasticamente:

o0 1 /2 1 9 /2
/0 e ds-/o oc2(0) sec (9)d0—/0 do

e como, pelas propriedades trigonométrica, cos?(m) + sin?(m) = 1, ds =

substituindo s e ds em [A.30] se obtém:

A2 pm(o) 1 1
1=2— / — 5 dm,
a Jm(o) (1 + %) cos?(m)
| — 2A2 m(oo) 1 1 p
T Ta /m(O) ‘3052(”1)2—+(SH;2(W) cos?(m) m
o que se reduz a:
A2 pm(oo)
1=2— dm,
o Jm(0)
que ao ser integrado se molda a:
A2 m(o0)
1=2—m
¢ )

Relembrando-se que como s = tan(m), m = arctan(s), logo,

2 oo

1= 2—arct
- arc an(s)

0

Aplicando os limite, se tem que:

2
1 =2— | lim arctan(s) — lim arctan(s)]
o [s5—© 5—0
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Para arctan, qualquer que seja o eixo (z, y, z, s, dentre outros), se delinear
valores que tendem ao infinito sempre o mesmo tenderda a 7, como demonstrado nas
figuras abaixo, que tanto para a curva arctan(zr) quanto para arctan(y) os valores, no
infinito sao os mesmos:

Figura A.5: Comportamento de uma func¢ao arctan(x) e arctan(y).

Curva da fungao arctan(x) Curva da funcéo arctan(y)

201

10 4

arctan(x)

~10

—20

y
o

W

-30 T
X arctan(y)

Fonte: Autor (2024).

Portanto,
2 A% m
1 =2— | lim arctan(s) — lim arctan(s)| = 2— [— — O] ,
o |57 5—0 a L2
logo,
2
oo
a 2
AZ
l=—mr
«

Antes de isolar o A vale a ressalva de que como a integral como um todo foi
elevada ao quadrado no inicio de sua resolucao, se o resultado fosse dado apenas para

. 2 . . .
uma integral pura (f;° e ™ du), ou seja, sem demais constantes, o resultado seria apenas

N

Prosseguindo, tirando a raiz quadrada e isolando o A se obtém:

A \/g (A.31)

Obtida a constante A agora basta determinar «. Para isso se utilizara o principio
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da determinacao do quadrado da velocidade média. Para determinar a mesma, pega-se a
ja anteriormente determinada velocidade quadrética média (v,.,s) para a componente v
de velocidades, datada na equacgao[A.12] e a eleva ao quadrado para retomar a expressao

do quadrado da velocidade média.

2
o [ [3ksT
(Urms) - ( m )

kT
3<U:v2> = Shp )
m
e assim,
kg. T
2 B
= A.32
(v.2) = == (A.32)

O valor médio ou esperado de uma varidvel continua X com fdp (probability

density function ou funcdo de densidade de probabilidade) f(x) é:

1y = E(X) = / Y ef(a) de (A.33)

onde, transpondo para f(v,), tem-se que:

(v,%) = / T 02 (0,) do, (A.34)

—0o0

Trazendo a defini¢ao encontrada de f(x) ((A.25]), reescreve-se a equagao como

o0
(v.2) :/ v,2 Ae " du, (A.35)
—o0
Considerando u = \/av,, por consequéncia du = y/a dv, e também u? = av,?.

Assim, substituindo-se, em [A.35] estas varidveis arbitrarias e a defini¢cao encontrada de A

(equacao |A.31)), tem-se:
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R T B v B

Reescrevendo,

1 o0 2
(v,2) = \/Ea/oo uue " du (A.36)

Aplicando a integral por partes ([ wds = w.s — [ sdw) se define w = u e portanto

, _ 2 .
dw = du, e também ds = ue " du. Assim, resolvendo ds,

/ds = /ue’“2 du

Realizando a integral por substituicdo, n = —u? e assim dn = —2.udu que ao se
reescrever fica udu = —%”, assim substituindo:
—dn 1 1
s=[e"u—=—=[e"dn= e",
2 2 2
5 = —16_”2
2

Tendo todas as variaveis calculadas, aplica-se-as na integral por partes.

walliy = [ stw=u(=ge)|__- [ (-5e7) aw

oo 1 00
2
Z —u g
_00—1—2/_006 U

Como se pode observar, a integral acima ja foi resolvida para que se pudesse

2
ue

2

encontrar a constante A, e seu resultado, como ja comentado, é /7, logo,

2

—u o0

ue
2

1
+§\/7r

—0o0

Aplicando os limites na parte esquerda da soma acima se obtém:

2
ue

|+3va=p-0+ v
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o limite tende a zero pois a exponencial tende ao infinito mais rapidamente que o u que
se encontra na parte do numerador. Portanto, realocando os termos para a equacao de

origem (|A.36]) se obtém:

(v,%) = \/j_m/o:ouue_ﬁdu: \/j_m des] = \/1Fa {w.s—/sdw},

1

NZze!

11

ﬁaZﬁ’

= gy (04 39)

() = 5- (A.37)

Igualando os resultados [A.32] com [A.37], obtém-se:

kT 1
m  2a’
onde « ¢ igual a:
m
= A.38
“ 7 2y, (A.38)

Agora substituindo em A (A.37) e em sequéncia incluindo os resultados
na fun¢do de distribui¢do de provaveis velocidades f(z) (A.25]), tem-se a equacao da

distribuicao das velocidades:

flog) = Aemee’ = [Reens?
T
1 mvzz
Flus) =, /%ZBTN ReT (A.39)

que ¢ a equacao de distribuicao de velocidades de Maxwell para o eixo x.

E interessante ressalvar que o resultado adquirido no eixo z, para a distribuicao de
velocidade de Maxwell, seria o mesmo para y e z, caso fossem tomados como referéncia.

Assim, se pode generalizar a funcao para todas as dimensoes se utilizando da equacao

[A.14] pois, como:

f(w) = f(va) f(vy)f(v2),
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logo, se tem que,

m_ -t [ M gfm [ M g
= B B B
f(v) 27T]CBT€ 27T]€BT6 271']{?BT6 ’

m 3 1 m(v12+vy2+vz2)
e 2 kpT

kT

Y

e, portanto,

m_\" -be AA40
— 2%kpgT )
0 = (5o ) < T (A.40)
que ¢ a equagao geral de Maxwell que demonstra a densidade de probabilidade de encon-
trar, em uma certa direcao, uma velocidade de médulo v.

Realizando a geracao de um grafico, a partir da equacao de distribuicao de velo-

cidades de Maxwell (A.40) se obtém a figura A.6.
Figura A.6: Representagao grafica, gerada a partir da equagao A.40, da distribuicao de
velocidades de particulas de um gés ideal monoatomico em equilibrio térmico, com

temperatura constante 7' = 300 K e massa molecular equivalente a do gas nitrogénio.

le—-9

2.5
—— Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann

= = N
o 6] o
1 L 1

o
w
1

Densidade de probabilidade f(v) (s/m)

0.0

—2000 —1500 —1000 —-500 0 500 1000 1500 2000
Velocidade v (m/s)

Fonte: Autor (2024).

O gréafico da figura A.6 representa a distribuicdo de Maxwell para uma unica

componente da velocidade, como, por exemplo, v,. Essa distribuicdo segue uma forma



121

gaussiana, também conhecida como distribui¢cdo normal, com um pico central em v, = 0.
Fisicamente, isso indica que a velocidade mais provavel para uma particula em uma tnica
diregao é nula, e que a probabilidade de se mover no sentido positivo (+v,) é exatamente

a mesma que no sentido oposto (—v,). Essa simetria é uma consequéncia direta do termo

2
T

(equacao , que torna a fungao par.

E fundamental ndo confundir a distribuicdo para uma componente da velo-

de velocidade ao quadrado (v7) no expoente da fun¢ao de distribui¢ao unidimensional

cidade, mostrada na figura, com a distribuigdo de rapidez (o moédulo da velocidade,
v = \/m) Para se obter uma determinada rapidez v, existem muitas com-
binacoes possiveis das componentes v, v, e v,. A distribui¢do de rapidez, denotada por
®(v), que leva em conta todas essas possibilidades e, como resultado, sua forma é di-
ferente, iniciando-se em zero, atingindo um pico em uma velocidade provavel positiva e
entdo decaindo. A andlise completa desta distribuicao de rapidez sera o foco de agora.
A densidade de probabilidade é igual a probabilidade dividida pela velocidade
volumétrica (dW) definida em . Assim, para obter a probabilidade se deve realizar a

seguinte operagao (a partir de elA.13):
f(v)dW = f(v)dv,dv,dv,, (A.41)

Para facilitar o processo se faz a transformacao de coordenadas cartesianas para
esféricas. Assim, lembremo-nos da figura[A.4] que apresenta este elemento de volume dWV.

Na figura [A.7, a imagem a esquerda representa os mesmos elementos da figura
, ou seja, um elemento de volume (paralelepipedo) infinitesimal dIV em um espaco de
velocidades, e a figura da direita é apenas a mesma representacao, agora em elementos de
coordenadas esféricas.

Sabe-se que, pela figura [A.7}
x = vsin(f) cos(¢),

y = vsin(0) sin(¢),

z =vcos(d),
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Figura A.7: Figura da esquerda representa um elemento de volume infinitesimal dW em
um espago de velocidades e a figura da direita representa o mesmo espaco mas com as
coordenadas esféricas.

1.0 0.0

Fonte: Autor (2024).

onde, derivando-se cada uma em relagao a r.,0 e ¢, tem-se:
dx = sin(0) cos(¢)dv + v cos(6) cos(¢p)df — vsin () sin(¢)de,

dy = sin(#) sin(¢)dv + v cos(#) sin(¢)df + v sin(f) cos(¢p)do,
dz = cos(0)dv — vsin(6)d0,
em que, derivando novamente em relacao a r,0 e ¢, obtém-se:
dv, = —vsin(0) cos(¢) df* — vsin(6) cos(p) do?,
dv, = —vsin(0) sin(¢) df* — v sin(0) sin(¢) dp?,
dv, = —v cos(f) do?

Alocando as derivadas segundas na equacao A.41, cancelando termos e utilizando

algumas propriedades trigonométricas se obtém que:
f)dW = f(v)dvydv,dv, = f(v)v?sin()dvdfde (A.42)

Integrando A.42 em relagao aos angulos, com 0 < 0 <7 e 0 < ¢ < 27, tem-se

que:
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27

F(v)v? do / " sin (0) d " 46 = fw) o2 v [ cos(O)]] [0

0

J(0)?dv [~ cos(x) — (= cos(0))] [27 — 0] = f(v)o*dv (—(~1) + 1) (2),

4 f(v)vPdv = ®(v)dv, (A.43)
onde, se define que:
m 3 1 mo?
— 2 _ 2¢72kpT
O(v) =4nf(v)v 47r< 27rkBT> ve , (A.44)

que é a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann, a qual expressa a probabilidade
de se encontrar, no gas, uma particula com rapidez (médulo da velocidade) no intervalo

entre v e v + dv.
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