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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de mostrar o funcionamento das Redes Neurais
Artificiais (RNA) através do viés matematico. Para isso, foi abordada a matematica
que fundamenta o treinamento das redes. S&o apresentados conceitos basicos para
o funcionamento das RNAs como o perceptron, as fungbes de ativagao, funcdes de
custo e sobre regularizagdo. Além disso, uma parte pratica com a construgéo e treina-
mento de uma rede, em Python, com uso do banco de dados MNIST é apresentada. O
treinamento e testes praticos empregam um modelo capaz de reconhecer digitos de 0
a 9 manuscritos e fotografados por pessoas reais. Os testes foram realizados levando
em consideracao a capacidade de acerto do modelo em situagbes em que as imagens
estavam ou ndo no padrao dos dados presentes no MNIST. A execucgao desta etapa foi
fundamental para explorar a importancia de um bom conjunto de treinamento, visando
melhorar a execugéo do cédigo.

Palavras-Chave: Aprendizagem profunda, Gradiente descendente, Retropropagacao,
Redes neurais.



ABSTRACT

This work aims to demonstrate the functioning of Artificial Neural Networks (ANNSs)
through a mathematical perspective. To this end, the mathematics involved in the train-
ing of neural networks is addressed. Basic concepts essential to the functioning of
ANNSs are presented, such as the perceptron, activation functions, cost functions, and
regularization techniques. In addition, a practical component is included with the con-
struction and training of a network using Python and the MNIST dataset. The training
and testing apply a model capable of recognizing handwritten digits from 0 to 9, pho-
tographed by real people. The tests were conducted considering the model’s accuracy
in situations where the images did or did not follow the visual pattern of the MNIST
dataset. This stage was fundamental to exploring the importance of a well-prepared
training set in improving the model’s performance.

Keywords: Deep learning, Gradient descent, Back propagation, Neural network.
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1. INTRODUCAO

A aprendizagem profunda, do inglés Deep Learning, € um tépico dentro da
area de inteligéncia artificial que vem ganhando espago na midia. Esse modelo bas-
tante é interessante, pois com a aprendizagem profunda os modelos conseguem de-
tectar caracteristicas importantes de conjuntos de dados, aprendendo sobre eles de
maneira autbnoma, sem precisar de uma pessoa dizendo para a maquina o que deve
ser observado.

As Redes Neurais Artificiais (RNAs) sao parte fundamental do campo do Ma-
chine Learning, ou aprendizagem de maquinas. Seu funcionamento, originalmente
proposto por Rosenblatt (1958), baseia-se nas células neurais. A primeira ideia que
fundamenta as RNAs chama-se Perceptron (ROSENBLATT, 1958), e ja era capaz
de realizar somas ponderadas das entradas de um modelo e aplicar fungdes de ati-
vagao responsaveis pela ndo linearidade do modelo. Atualmente, existem diversas
funcbes de ativacao, como a Sigmoide, a Tangente Hiperbdlica, e a Unidade Linear
Retificada (ReLU), sendo essas utilizadas em diferentes modelos e com diferentes
objetivos (GHARAT, 2019).

Além das funcdes de ativacao, existem também as funcdes de perda ou de
custo, que buscam avaliar e ajustar o desempenho das RNAs. Essas fun¢des ajudam
no processo de treinamento e aprendizado da rede neural, pois visam minimizar 0s
erros, deixando o resultado mais preciso. As fun¢des de custo mais comuns sao a
Norma L,, o Erro Quadratico Médio e o Erro Médio Absoluto (FILHO, 2018).

Para a implementacao das RNAs é indispensavel o conhecimento sobre di-
versos conceitos matematicos, como os de algebra linear e célculo diferencial, além
de ter conhecimento acerca de linguagens de programagéao, (que neste trabalho é o
Python). A abordagem matematica sera complementada por uma parte pratica com
a implementagdo computacional de experimentos cujo intuito € demonstrar a eficacia
das ideias apresentadas na aplicacdo das RNAs em problemas reais.

De maneira geral, o presente trabalho busca trazer uma visao geral a res-
peito do assunto de Redes Neurais Artificiais por meio de um olhar da perspectiva
matematica. A metodologia utilizada traz uma parte de revisdo matematica, buscando
melhor compreender o funcionamento das RNAs.
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1.1 JUSTIFICATIVA

A motivacado de estudar o método de aprendizagem profunda vem desde a
iniciacao cientifica que abordou assuntos voltados a inteligéncia artificial (I1A). Ade-
mais, frequentemente ouvimos falar sobre o crescimento e desenvolvimento de tecno-
logias que utilizam |A para o seu funcionamento. Porém, geralmente isso se asseme-
lha a mégica, pois ndo ha uma explicagéo tedrica clara sobre o seu funcionamento, o
que me deixava bastante curioso € me incentivou a querer entender as bases mate-
maticas envolvidas e sobre como utilizar a programacao para aprofundar e aplicar os
conhecimentos.

Dentre os assuntos relacionados a IA, o de RNAs me chamou atengéo pela
semelhanga com um modelo bioldgico de neurénios e sobre como o treinamento ou o
aprendizado do sistema acontecia, sendo necessario resolver milhares ou até milhdes
de equacdes para atingir um resultado préximo do desejado. Apds, as RNAs conse-
guem continuar "aprendendo" por conta propria, chegando cada vez mais proximas
dos resultados desejados.

De maneira geral, a parte que fundamenta as RNAs é simples, sendo o prin-
cipal objetivo minimizar uma fung¢éo de custo. Contudo, a simplicidade € encantadora,
pensando nas diferentes aplicacbes que essas redes podem oferecer, como proces-
samento de imagens e de textos, reconhecimento de padrbdes, modelagem de dados
visando prever possiveis resultados novos, entre outros.
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2. CONCEITOS SOBRE REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Neste capitulo apresentamos os conceitos necessarios para entender o mé-
todo de aprendizagem profunda por meio de uma abordagem matematica. Estudar
cada componente de maneira individual é essencial para entender o trabalho de todos
os elementos de uma forma conjunta.

2.1 PERCEPTRON

Os modelos de base neural tém o neurénio como sua unidade basica. O
neurdnio € uma ceélula especializada na transmissao de informagdes, recebendo im-
pulsos elétricos pelos seus dendritos e, quando polarizado, envia as informagdes para
o préximo neurdnio através de seus axénios. Na Aprendizagem Profunda (Deep Le-
arning), os neurdnios sao formalizados como entrada e saida de dados. Um neurénio
em uma camada agrega os sinais que estao sendo transmitidos de seus neurdnios de
entrada da camada anterior. Esse sinal agregado sera entdo “processado” por uma
funcéo de ativagdo que determinard o comportamento do neurdénio.

De maneira geral, um neurénio artificial tera pelo menos duas camadas,
sendo elas entrada e saida. A equacdo abaixo ajuda a entender como é represen-
tado o processo de tomada de uma decisao simples:

Z = WiXq + WoXo + W3X3 (2.1)

Figura 2.1: RNA com trés neurénios de entrada e um neurénio de saida

input layer output layer

e = °

Fonte: Dong, Ding e Zhang (2020)

Na equacao (2.1), z representa o valor de saida e cada w; representa o peso
atrelado ao dado de entrada x;, ou seja, quanto mais relevante para a tomada de
deciséo for w;, maior sera o seu valor absoluto. Em modelos onde o peso é igual a
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zero, a informagao da entrada correspondente é descartada ao final do processo de
tomada de decisdo. Modelos de redes neurais que seguem essa estrutura recebem o
nome de Perceptron.

Alguns modelos apresentam um escalar extra adicionado ao modelo, cha-
mado de bias (denotado por b), ou viés, para ajustar o valor de saida. Dessa forma, a
equacao da tomada de decisao pode ser formalizada da seguinte forma:

Z = WiXy + WoXo + W3X3 + b.

Uma rede neural pode ter varias camadas e varias saidas. Abaixo temos
o exemplo de uma rede neural com duas saidas, que pode ser representada pelas
equacdes:

Zy = W11 Xy + WizXp + WiaXs + by;

Zo Woq1 X1 + Woo Xo + Wo3z X3 + b2.

Figura 2.2: RNA duas saidas

Fonte: Dong, Ding e Zhang (2020)

Observe na Figura 2.2 que as camadas de saida z; estdo conectadas a todas
as camadas de entrada x;. Quando isso acontece, a camada de saida é dita camada
densa ou camada totalmente conectada.

Uma camada densa pode ser representada matematicamente como o pro-
duto de matrizes:
z=Wx+b

Emque W e R™" zc R™, x € R" e b € R™ representam, respectivamente,
a matriz com os pesos wj, as saidas, as entradas e os vieses associados aos dados.

Conforme segue,

X1
Z4 Wiy W2 Wig by
Xo| +
2> Wo1 Wao Wog bo
X3
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2.2 FUNGCAO DE ATIVAGAO

A representacdo de modelos de rede neural utiliza duas operagdes funda-
mentais, multiplicacdo e adicdo de matrizes, ambas lineares. O que significa que
apresentam uma capacidade limitada em relacao a representacao de dados. De modo
geral, problemas reais precisam de operadores nao lineares para melhor aproximar os
dados reais, e para introduzir esses operadores séo utilizadas as funcdes de ativacéo,
aplicadas de elemento em elemento, ou de neur6nio em neurénio.

A implementagao de funcdes de ativacdo permitem que alteracées nos pe-
sos e vieses mudem os valores da saida do neurénio, verificando se a informacéao
fornecida € util ou deve ser ignorada. Esse tipo de alteragéo é crucial para que os
neurdnios artificiais desenvolvam a aprendizagem. A funcdo de ativacao é um “por-
tao” matematico entre a entrada que alimenta o neurénio atual e sua saida que vai
para a proxima camada. As fungOes de ativacao basicamente decidem se o neurdnio
deve ser ativado ou nao, conforme Gharat (2019). Na sequéncia estéo listadas as
principais fungbes de ativagdo para aplicagdes em problemas envolvendo redes neu-
rais. As figuras seguintes trazem a representacao grafica de cada uma das funcoes
de ativagao.

2.2.1 Funcao Sigmoide

A forma de n&o-linearidade Sigmoide, é definida pela fungao:

1
T 1+e?

f(z) zeR. (2.2)
Essa funcdo € muito util para problemas cuja saida deva ser uma porcenta-
gem, pois para qualquer argumento (entrada), ela tem como saida valores do intervalo

(0, 1). Na Figura 2.3 apresentamos o grafico da funcao de Sigmoide.
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Figura 2.3: Fungao Sigmoide

-05

Fonte: Elaborac¢do do Autor (2024)

2.2.2 Funcao Tangente Hiperbdlica (Tanh)

A funcédo tangente hiperbdlica se aplica principalmente para resolver proble-
mas com valores de mesmo sinal (ou de classes), pois seus valores de saida estéao
ao intervalo de (—1, 1). Aqui, valores proximos a 1 indicam pertencer a uma classe,
enquanto valores proximos a —1 indicam pertencer a outra classe.

Para Gharat (2019) a principal vantagem dessa fung¢éao é sua diferenciabili-
dade, ou seja, é possivel encontrar sua inclinagdo em qualquer ponto. Além disso,
como ja citado, uma das vantagens € que seus valores de output ficam limitados ao
intervalo (-1,1).

e —e’?
f(z) = pranpery zeR.

Na realidade, a fungdo Tanh é a fungdo Sigmoide reescalada e transladada
por um viés, dessa forma, ela apresenta todas as vantagens da fungéo supracitada. A

representacao grafica da funcéo Tanh é ilustrada na Figura 2.4.

2.2.3 Unidade Linear Retificada (ReLu)

Do inglés Rectified Linear Unit (Unidade Linear Retificada), a funcdo RelLu é
uma funcao de ativagdo amplamente utilizada em modelos de redes neurais artificiais.
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Figura 2.4: Fungéo Tanh

Fonte: Elaborac¢do do Autor (2024)

Apresenta a seguinte definicdo:

0 quandoz <0
f(z) = , Z€eR.
z quandoz >0

De maneira geral, a fungdo Relu retorna valores iguais a zero para entradas
negativas, e mantém inalterados todos os valores que sao positivos. Para Glorot, Bor-
des e Bengio (2011) essa fungao apresenta vantagens evidentes quando comparada
a fungao Sigmoide ou Tanh, sendo elas:

* A facilidade no calculo: para a implementagdo da Relu, basta fazer uma com-
paracao do seu valor com zero, € na sequéncia, a fungdo é definida como zero
ou como z, conforme o dado obtido na comparagédo. Ja nas fungdes Sigmoide
e Tanh h4 a exigéncia do calculo de uma funcdo exponencial, 0 que pode ser
custoso para o processador, especialmente em redes com muitas entradas ou
camadas (DONG; DING; ZHANG, 2020).

* A facilidade para otimizar: A funcao RelLu é quase linear, e € constituida ape-
nas de duas fungdes lineares, essa propriedade faz com que seu gradiente seja
grande e consistente (DONG; DING; ZHANG, 2020).

Podemos visualizar a funcéo RelLu graficamente conforme a imagem abaixo:

Xu et al. (2015) estudam a eficacia da funcdo RelLu no sentido de que ela
pode gerar uma perda muito grande de informacdes ao considerar o valor zero como
retorno para argumentos nao positivos. Para solucionar o problema, os autores pro-
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Figura 2.5: Fungéo Relu

Fonte: Elaborag¢do do Autor (2024)

pdem o modelo conhecido como Leaky RelLU, definido da seguinte forma:

az quando z <0
f(z) = , ZzeR, ae(0,1).
z quandoz >0

O escalar o representa um numero positivo muito pequeno que se faz pre-
sente para que alguma informag&o do valor negativo possa ser retida, evitando a de-
sativacdo completa do neurdnio. Existe ainda a funcdo ReLu Paramétrica, proposta
por He et al. (2015), que traz a mesma ideia da Leaky RelLU, porém, nessa versao, o
escalar « € um parametro treinado.

2.2.4 Funcao Softmax

Para Gharat (2019), a Funcédo Softmax calcula a distribuicdo de probabilida-
des do evento em '’ eventos diferentes. Ela é definida da seguinte forma:
Zi

> ke €5

Desse modo, além de transformar os valores de saida como nas funcdes supracitadas,
a funcao também divide o valor encontrado pela soma das saidas. Com isso, a funcao
mostra a probabilidade do valor encontrado pertencer a uma determinada classe.

f(z) = zeR", neN.

Na pratica, a fungao softmax é geralmente usada apenas na camada de saida
para normalizar o vetor de saida z em um vetor de probabilidade, onde cada
entrada é ndo negativa e as entradas somam um. Portanto, a fungéo soffmax
€ amplamente utilizada para classificagdo (DONG; DING; ZHANG, 2020).



20

2.3 FUNGOES DE CUSTO

Segundo Alake (2020), as funcdes de custo, também chamadas de funcdes
de perda, atuam como guias para o aprendizado de algum algoritmo, pois é através
delas que é possivel mensurar a taxa de aprendizagem de um modelo de Machine
Learning (ML). Elas atuam quantificando o erro entre a previsdo e o alvo do modelo
de aprendizagem. Para Dong, Ding e Zhang (2020), diminuir o valor obtido na fun-
cao de perda significa otimizar os parametros da rede neural, conseguindo valores
mais préximos de dados reais. A modelagem de fungbes de perda € uma abordagem
efetiva para melhorar o processo de otimizacao e, por consequéncia, achar modelos
com melhor desempenho (GUERRERO PENA, 2019). Na sequéncia esto citadas as
principais fun¢des de perda para problemas envolvendo redes neurais artificiais.

2.3.1 Norma £,

A norma-p mede o “tamanho” de um vetor x. E é definida da seguinte forma:

n 1/p
1|y = (Z !XM") , XER", peN, p>1.
i=1

Em problemas de aprendizagem de maquina, a norma-p pode ser usada para
medir a diferenca entre dois vetores que, de maneira geral, representam o vetor com
os valores reais y, também chamado de alvo, e o vetor y com as previsdes do modelo.
Dessa forma, a aplicacdo da norma fica da seguinte maneira:

N
Lo=lly=VI5=> lyi—%l", y.yeRY, peN, NeN, p>1.

i=1

2.3.2  Erro Quadratico Médio (MSE)

O Erro Quadratico Médio, do inglés Mean Squared Error (MSE), pode ser
entendido como a média do quadrado da norma L, definida conforme a equacéao
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abaixo:

1 . N )
MSE:NHy_yHg_ Z —9)3 y,yeRN NeN, N>1. (2.3)

i=1

Nesse caso, N representa o nimero de amostras analisadas, y e Yy representam os
valores reais e a previsdo dos dados, respectivamente. Para Filho (2018), a grande
vantagem do MSE é que por conta dos erros estarem elevados ao quadrado, diferen-
cas menores acabam ganhando menos importancia, enquanto as diferengas maiores
ganham mais peso e se destacam.

2.3.3  Erro Médio Absoluto (MAE)

O Erro Médio Absoluto, do inglés, Mean Absolute Error (MAE), mede a média
da diferenca absoluta entre os valores previstos pelo modelo e os valores observados
(FILHO, 2023). O MAE é bastante semelhante ao (MSE), porém ele é uma aplicacéo
da norma L1, podendo ser definido da seguinte forma:

N
MAE = — Z — 9, y,9eRY, NeN, N> 1.

i=1

A analise de erro com o MAE é mais facil de interpretar que os dados da
MSE, pois seus dados sao fornecidos na mesma unidade que os dados originais.
J& os dados obtidos através do MSE estardo na unidade ao quadrado da unidade
original. Contudo, esse método se destaca em aplicacées onde o objetivo é penalizar
erros maiores, como problemas de otimizagao.

2.3.4 Entropia Cruzada

A Funcao de Custo Cross-Entropy, ou Entropia Cruzada, é famosa pelo uso
em tarefas em que ha mais de uma entrada para ser classificada (problemas desta
natureza sdo chamados de multiclasses). Assim como nos demais casos, ela mede
a diferenca entre a distribuicao real dos rétulos (y) e a distribuicdo prevista pela rede
(¥), representando essa diferenca por meio da férmula:

c
— > yilog(),
=



22

em que C é o numero de classes, y; € o valor real (1 para a classe correta, 0 para as
demais) e j; é a probabilidade prevista para a classe i. Essa funcao é especialmente
eficaz quando combinada com a ativagdo soffmax na camada de saida, pois permite
simplificar o gradiente da perda em relagéo a saida da rede como:

a

Vaully,y)=—(y —9),

0 que torna o calculo do erro mais eficiente durante a retropropagacao dos gradientes,
como discutido no artigo de Damadi, Moharrer e Cham (2023).

2.4 REGULARIZACAO

O processo de regularizacao dos dados, em uma rede neural, € essencial,
pois é nesse momento em que sao aplicados métodos para garantir o funcionamento
da rede no treinamento, nos testes e também com os novos dados. Lucas (2024, s/p.)
define a regularizacao dos dados da seguinte forma:

Regularizagdo é um conjunto de métodos usados para induzir simplicidade
nos modelos de Machine Learning, adicionando uma penalidade as suas
complexidades. O objetivo € prevenir o overfitting, onde o modelo se ajusta
demais aos dados de treinamento e perde a capacidade de generalizar para
novos dados.

2.4.1 Overfitting e Underfitting

O processo de otimizagdo aplicado ao conjunto de dados de treinamento
busca minimizar o erro do modelo, ou seja, minimizar a fungdo de perda. Contudo,
a otimizacao aplicada ao conjunto de treinamento do modelo ndo garante o seu bom
funcionamento para o conjunto de testes. Em alguns casos, o modelo foi tdo otimizado
ao conjunto de treinamento que acaba sendo adequado apenas para esses dados, 0
que é chamado de overfitting.

Para Branco (2020), quando isso acontece, os dados de treino apresentam
resultados excelentes, porém o desempenho do modelo cai drasticamente com os
dados de teste. Uma analogia, visando o entendimento do overfitting, € que o modelo
de rede neural ficou tdo bom em prever o resultado com os dados de treinamento,
que acabou decorando os possiveis resultados, comprometendo a sua capacidade de
fazer generalizagées com outros dados.
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Por outro lado, o processo de underfitting é justamente o oposto. Nesse
caso, o modelo é muito simples e ndo apresenta a capacidade de ajustar os dados de
treinamento para fazer previsées, resultando em erros grotescos no momento dos trei-
namentos e dos testes. Graficamente, pode-se representar um modelo em underfitting
e em overfitting conforme a Figura 2.6.

Figura 2.6: Grafico comparativo entre underfitting e overfitting

Values - Values
.

Underfitted Good Fit/Robust Overfitted

Fonte: Branco (2020)

2.4.2 Decaimento de Pesos

A técnica de Decaimento de Pesos, do inglés Weight Decay, é uma das mais apli-
cadas para a regularizagdo de dados de uma rede neural. A ideia da técnica é adicionar um
termo de penalidade a fungéao de perda do modelo. A funcao de perda com a penalizagao da
norma do parametro pode ser definida como:

Liotar = L(Y, V) + AQ(0).

Aqui, L(y,y) é a fungao de perda original, computada com base no conjunto de
dados reais y e no conjunto de dados previstos y. Além disso, Q(f) é a funcao responsavel
pela penalizacdo da norma do parametro 6 = §(W,b), e A € um valor pequeno responsavel
por controlar a forca da regularizacao dos dados. Aqui, W representa a matriz de pesos e b o
vetor de viés das camadas da rede neural, ambos sendo os parametros ajustaveis durante o
treinamento. As duas fungdes de penalizagdo mais utilizadas sdo a Q(f) = £4 = ||[W||1 e Q(0) =
Lo = HWH%. Segundo Lucas (2024), a regularizagdo £ acrescenta a rede uma penalidade
referente a soma dos valores absolutos dos pesos da rede. Ja a regularizagdo L, adiciona
uma penalidade a fung¢éo de custo proporcional a soma dos quadrados dos coeficientes dos
pesos do modelo.

Como, de maneira geral, os parametros de uma rede neural sdo valores menores
que 1, a fungéo L1 pode levar a uma penalizagdo mais significativa que L», visto que |w| >
w? quando |w| < 1. Dessa forma, a fungio de perda com Ly incentiva os parametros da
rede a terem valores bastante pequenos, mais préximos de zero. Essa caracteristica faz com
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que a rede selecione ou descarte caracteristicas de entrada para definir seus parametros,
escolhendo o numero zero para descartar valores muito pequenos. Aqui, w representa um
peso individual da rede neural, ou seja, um coeficiente que multiplica uma das entradas em
uma camada; ele faz parte da matriz de pesos W.

24.3 Dropout

Em alguns casos, redes neurais profundas com muitos pesos podem sofrer da coa-
daptagao de neur6nios, levando ao overfitting. Nesse processo, os neurbnios de cada camada
da rede artificial sdo dependentes dos demais neurénios, e se um deles falhar, pode resultar
em uma falha para todo o sistema. Buscando solucionar esse problema, a técnica de Dro-
pout proposta por Hinton et al. (2012) consiste em, aleatoriamente, definir algumas das saidas
ocultas com o valor zero, semelhante a uma desconexao dos neurdnios de uma camada para
outra, conforme ilustra a Figura 2.7.

Figura 2.7: Processo de Dropout

Fonte: Dong, Ding e Zhang (2020)

Dessa forma, os parametros restantes da rede neural sdo atualizados. Esse pro-
cesso é repetido mais vezes, primeiro restaurando os neurbnios que foram ignorados e depois
escolhendo um novo conjunto de neurdnios para desconectar, permitindo a atualizagédo dos
pesos € vieses.

2.5 REDES NEURAIS CONVOLUCIONAIS (CNNS)

Desenvolvidas como uma alternativa as redes neurais baseadas em perceptrons
multicamadas, as Redes Neurais Convolucionais (CNNs) foram introduzidas por Yann LeCun,
inicialmente aplicadas ao reconhecimento de padrées em documentos. Segundo LeCun et
al. (1998), as redes neurais convolucionais, projetadas especificamente para lidar com a va-
riabilidade das formas 2D, superam todas as outras técnicas, desde entdo, as CNNs tém se
consolidado como ferramentas essenciais em diversas areas, incluindo visdo computacional,
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previsao de séries temporais, processamento de linguagem natural e aprendizado por reforgo.

2.5.1 Camada Convolucional

A camada convolucional tem como inspiragdo os estudos publicados por Hubel e
Wiesel (1962) sobre o funcionamento do cortex visual de gatos e macacos. Nesse estudo,
os pesquisadores perceberam que um conjunto de neurdnios com fungdes distintas era res-
ponsavel por processar as informagdes de um estimulo visual, como a percepgao da cor, dos
angulos ou das bordas da imagem, conseguindo assim fazer o reconhecimento visual da cena
a frente. Com base na descoberta de Hubel e Wiesel (1962), o modelo proposto por Lecun
et al. (1998) utiliza um conjunto menor de neur6nios para fazer o processamento dos dados
de entrada de uma imagem.

Diferente do modelo tradicional de Multilayer Perceptron (MLP) proposto por Ru-
melhart, Hinton e Williams (1986), no qual todas as camadas estdo conectadas, através da
camada convolucional as CNNS podem ser conectadas apenas localmente, o que diminui
consideravelmente o niumero de conexoes, facilitando o processamento da rede. Para Dong,
Ding e Zhang (2020) o principal beneficio da camada convolucional é que geralmente ela pode
ser treinada mais rapidamente, visto que precisa de menos conexdes com camadas anteriores
quando comparada a uma camada densa tradicional.

As operacdes dentro da camada convolucional se baseiam em filtros responsaveis
por entender e captar as informagdes mais importantes da entrada. Dizer que foi feito o pro-
cesso de convolugdo para uma camada de entrada W significa dizer que a ela foi aplicado um
filtro de tamanho F e calculado o produto escalar entre os valores de W e de F; em seguida,
o filtro é deslizado para o proximo bloco de entradas. O stride S, ou passo, € responsavel por
determinar a distancia entre um bloco de entradas e outro. Além disso, vale destacar que, em
alguns casos, é necessario adicionar zeros as bordas para garantir que os valores sejam bem
considerados; esse processo é chamado de padding P.
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3. O METODO DA APRENDIZAGEM PROFUNDA

Neste capitulo, vamos explorar o Método da Aprendizagem Profunda com foco na
estrutura e no treinamento de Redes Neurais Artificiais. Iniciamos com um modelo simples,
com um neurdnio por camada, e avangamos para redes mais complexas com multiplos neuré-
nios e camadas, detalhando os processos de treinamento e aprendizagem envolvidos.

3.1 REDE NEURAL COM UM NEURONIO POR CAMADA

Nesta secao abordamos o aprendizado da RNA utilizando um neurénio por camada.
O objetivo é apenas introduzir a ideia do aprendizado, mas sem interagées com outros neuré-
nios.

Na primeira etapa, chamada de feedforward, nossa Rede definira seus pesos e vie-
ses, entdo ha a aplicagéao da fungéo de custo para avaliar os resultados. Na segunda e ultima
etapa, é descrita a retropropagacgao (backpropagation), onde 0s pesos e vieses da rede sao
redefinidos para melhorar os resultados da rede neural. Nesta secao, utilizamos aprendizado
supervisionado, ou seja, ja conhecemos os valores de entrada e de saida de um certo conjunto
de dados, e 0 objetivo € treinar a rede para funcionar com dados novos.

Suponha um conjunto de N exemplos de treinamento, (x{, y(x()), com i =1, ..., N.
Para “alimentar" a nossa RNA com pesos e vieses, pegamos uma entrada x() = x de um
exemplo de treinamento aleatério. Para esse modelo, cada camada L;, i = 1, ..., k, apresenta
apenas um neur6nio (conforme a Figura 3.1), cujo valor depende da saida da camada anterior.
Nesse contexto, x!) representa o valor de entrada, enquanto y(x!!) é a saida esperada (rétulo)
associada a entrada.

Figura 3.1: RNA com um neurdnio por camada

X
w2 o) 0 1) K
e e e @ e e
—
b[z] bt bt k1l b
Ll Ll LJ L—1 Lkl Lk
input kayer {output layer)

Fonte: Kuntze (2019)

A Figura 3.1 ilustra o modelo com uma entrada x € R. O peso de cada camada L, €
representado por WI'l ¢ R para I = 2, ..., k. Do mesmo modo, o viés de cada camada L, pode
ser escrito como bll € R para /=2, ..., k. A saida de cada neurdnio da camada / é chamada de
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all. Mais especificamente, a ativacéo all é calculada a partir da ativagao da camada anterior
al'~"l por meio da férmula:
all = g(w'al=" + ply., (3.1)

Podemos observar com mais clareza a equacao (3.1) em camadas consecutivas:

+ Camada L;:
a? = o(w?x + bl
+ Camada Lj:
a®l = o(w3ad? + b = o(Wio(WPx + b)) + pI3l)
+ Camada Ly:
a¥ = o(w*ad® + b1 = o(who(Wia(WPx + b12) + bI3) + pl4)
» Camada L:

1= o (M1 ) = o (W (o (WK (o (wPe s B1) ) + BT) 4 ) ).
(3.2)

A equacao (3.2) representa a saida da camada Ly, ou seja, a ativagao final da rede
neural apdés o processamento completo dos dados de entrada. Ela é construida a partir de
uma sequéncia de operacdes (multiplicacdes por pesos wll e somas com viés bl), seguidas
da aplicacdo da funcéo de ativacdo o em cada camada.

Desde a entrada x até a Ultima camada, as operacgdes na rede sao feitas passo a
passo, de forma sequencial. Em cada etapa, aplicamos uma transformacao linear (multipli-
cagao por um peso e soma com um Vviés) seguida por uma fungao de ativacdo. O resultado
dessa etapa é entdo passado como entrada para a préxima camada. Esse processo se repete
até alcancar a camada final. Esse tipo de construcdo, onde cada camada depende direta-
mente da anterior e as informacdes fluem apenas para frente, é caracteristico de um modelo
do tipo feedforward. O resultado, alkl, pertence a R pois 0 modelo apresentado possui um
Unico neurdnio por camada.

Para que a rede aprenda, é necessario otimizar seus parametros (pesos e viés) de
forma que a saida al*l se aproxime o maximo possivel do valor esperado y(x!). Para isso,
utilizamos uma funcéo de custo (Sec¢ao 2.3), a qual mede o erro entre a saida da rede e o
valor real.

Assumindo, por exemplo, que a funcao de custo utilizada, denotada por simplicidade
por C, seja o erro quadratico médio (MSE), dada pela equagéo (2.3), temos:
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N

C- D) — 83)

Lembrando que na equacao (3.3), y(x)) representa a saida conhecida (ou valor es-

perado) para a entrada x(), enquanto a*l(x() é a saida produzida pela rede na tltima camada,

isto &, a camada L. O termo (y(x() — <§1["](x<")))2 corresponde ao erro ao quadrado cometido

pela rede para o exemplo i. O somatério desses erros para todos os N exemplos do conjunto
de treinamento, dividido por N, resulta no valor da fungao de custo C.

A saida al¥l(x")), utilizada na equacdo do erro quadratico médio (3.3), é resultado
direto do processo de feedforward descrito anteriormente. Conforme mostrado na equacgéo
(3.2), essa saida é obtida por meio de uma composigao de fungdes envolvendo os pesos e 0s
vieses de todas as camadas da rede. Nela, a cada camada, o valor de entrada € transformado
por uma operagao linear (peso e viés) seguida pela aplicagdo da funcdo de ativagéo o. O
resultado é passado como entrada para a proxima, até que a predicao final a*! seja obtida.
Assim, cada peso w!l e cada viés b, com | = 2,..., k, participa diretamente da formacéo
da saida da rede, e, consequentemente, da funcédo de custo que sera minimizada durante o
treinamento.

Apos calcular o erro por meio da fungao de custo, é possivel atualizar os valores dos
pesos e dos vieses de cada camada utilizando o processo de descida do gradiente. Para isso,
calcula-se a derivada parcial da fungao de custo em relacédo a cada peso e cada viés da rede.
Essas derivadas indicam a dire¢do na qual os parametros devem ser ajustados para minimizar
o erro, permitindo que a rede aprenda e melhore seu desempenho.

Por exemplo, em uma rede com trés camadas (isto é, k = 3), temos, conforme a
notacao da Figura 3.1, os seguintes parametros x, wl?, pl2l, w3l e pBBl. Em que:

« x: entrada da rede (a");

« wl?l: peso entre as camadas Ly e Ly;

b2l: viés da camada Lo;

« wll: peso entre as camadas L, e Lg;

bl3l: viés da camada Lg.

Para representar o processo de feedforward, definimos ainda as variaveis auxiliares:
PA IV IV I Y S Y ) P S R P
Em que:

« zll representa a entrada linear do neurdnio da camada /;

« 4l é a saida (ou ativacdo) do neurdnio da camada /;
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» 0 é a funcdo de ativagao, dada pela equagéo (2.2).

Pelo momento vamos assumir que a func¢ao de ativacao é a Fungao Sigmoide:

B 1
T 1+e X

o(X)
A derivada da fungdo Sigmoide, necessaria para o processo de retropropagagao, é:

o'(x) = g ((1 + e*X)*1) (regra da cadeia)

ax
=—1-(1+e*)2. 1(1 +e )
ax
=—1-(1+e X2 (e
efx
T (1+e )
Observando que
1 e X
(x) = Trex © 1=okx) = 1+e X
segue que
1 e’
O'(X)( — O'(X)) = m ou

o'(x) = o(x)(1 — o(x)).

Para esse exemplo de trés camadas, e utilizando o erro quadratico médio (MSE)
como fungéo de custo, e tomando um Unico termo no somatorio (3.3) para simplificar, temos:

C(W, B2, WP, 1) = Ty — &) = Ly — o(z)?.

A atualizacédo dos parametros exige o célculo das derivadas parciais de C em relagao
a cada parametro. Primeiramente, vamos calcular a derivada da fungéo de custo em relagéo ao
peso W, Como a funcéo de custo depende da saida da rede a®l, que por sua vez depende
de ZI%l, e este depende de Wl temos uma composicéo de funcdes. Aplicamos a regra da

cadeia:
oC ac aall 9zl

OWRBI ~ a8 9B oWl

Em que:

oC

v e al®l): derivada da funcdo de custo em relacéo a saida da rede.

« 92° _ 5(Z3)(1 — o(Z1%)): derivada da funcéo de ativacéo sigmoide.

BES)
0zl

= al?l: derivada da entrada linear da camada 3 com respeito ao peso.
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Portanto, a derivada fica:

oC
Como 28 =~y — o(@), % = o(2®)(1 — o(2)) e L3z = @), temos que
5%;=—W—a@%w@%u_0@%mm

De forma anéloga ao célculo da derivada em relagéo ao peso W, podemos aplicar
a regra da cadeia para obter a derivada da funcéo de custo em relagao ao viés bl3l:

oCc _ oC oal 9zl
bRl ~ 94kl 9ZB81  gplEl”

Sabemos que:

o = — (v — a%);

+ %5 = o(@(1 — o(2%);

. gz—g =1, pois zI3 = WEBlgl2l 4 pl3l,

Obtemos que:

oC
g =~ =@ - o(Z(1 — ().
Com 8%3] e %{331 calculados, podemos realizar a atualizacdo dos parametros da

camada 3 utilizando o método da descida do gradiente. Isso significa ajustar os valores desses
parametros na direcdo oposta ao gradiente da funcdo de custo em relacédo a eles, visando
minimizar o erro. As atualizacbes sao dadas por:

WEB — WBI — . (BN = () - (2 — y) - &2

BBl BBl — . (2B = o)) - (& - y),
em que 7 representa a taxa de aprendizado, que controla o tamanho do passo dado em cada

atualizagéo.

De modo semelhante, podemos aplicar a regra da cadeia para calcular as derivadas
da funcdo de custo em relacdo aos pardmetros da camada 2. O objetivo é expressar essas
derivadas diretamente em funcdo das ativacdes e derivadas das fungdes de ativacao.

A derivada da funcdo de custo em relagéo ao peso W? é dada por:

oC oC 9adl 9zB1 pal?l 52
OWER ~ 9481 981 pa2l e gwiRl

Calculando cada termo:
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- 2= —(y - ad%);
+ 047 = 0@ (1 — o(2);
. %{2} = wisl
« 940 = o(ZB)(1 — o (2?);
’ 6(’9I/2|£[22]] = al'l
Logo:
8?/&2] =—(y— a[3]) . 0(2[3])(1 — 0(2[3])) . Wil 0(2[2])(1 _ 0(2[2])) 4N

De forma analoga, a derivada em relacéo ao viés b2l é:

oC

g =~ = @) o (@1 — (%) W (2P (1 — o (2.
Com essas expressoes, 0s parametros da camada 2 sao atualizados da seguinte forma:

oC
Cower

oC

2] 2 _ il
wtel « w n 2"

b2l pla _
Pelo exposto, conseguimos visualizar como os mecanismos de aprendizado funci-
onam em uma rede neural simples, com um neur6nio por camada. Esse modelo, embora
elementar, ja permite compreender os principios fundamentais dos ajustes de pesos e vieses
por meio da propagacao direta e da retropropagacao. Esses conceitos formam a base para o
desenvolvimento e a compreensao de arquiteturas mais elaboradas de redes neurais.

3.2 REDE NEURAL COM QUATRO CAMADAS

Nesta se¢do, abordamos o funcionamento de uma rede neural artificial com quatro
camadas, cada uma contendo multiplos neurénios. O objetivo é apresentar com rigor mate-
matico o processo de aprendizado, detalhando a propagagéao direta e a retropropagacéao para
atualizagao dos parametros.

Considere uma entrada x € R? e uma rede com quatro camadas, onde cada camada
| possui pesos W e vieses b.

A entrada x € R? ser4 representada por um vetor coluna:

[2].
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Figura 3.2: RNA com 4 camadas

O—@ o
] Layer 2 . Layer 4
Layer 1 (Output layer)
(Input layer) Layer 3

Fonte: Kuntze (2019)

A saida da primeira camada oculta é obtida por uma transformacao linear seguida de uma
fungéo de ativacao ndo linear o:

W[1] e R2X2, b[1] e R2><1

2[1] = W[1]X + b[1]’ a[1] = 0—(2[1])’

em que zI' é o vetor de pré-ativacdo e al'l é a saida da camada apés aplicar o elemento a
elemento.

De modo detalhado, temos:
[1] [1] [11
wil = |Wir Wiz x| X Pl = b11 _
il il T e b

De onde segue que,

(1] (1] [1]

[1] [1] [1]
Al iy 4 pltl = | Wi X+ WigXe + b; _
W5 Xy + Wos X2 + b

Aplicando a funcédo de ativagéo o, elemento a elemento, temos:

[1 [y, 4 bi| (&1

[1] [1] [1] [1]
1 _ a(z[”) _ (Wi X1 + Wi Xo + byY) _ ay .
o(Wpy X1 + Wy

De forma analoga, a segunda camada oculta, layer 3, também realiza uma transfor-
magao afim seguida por uma ativagao:
Wial ¢ R3%2,  plal ¢ g3

22 _ Wil pl2l 2] - (02)).
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Como a entrada da segunda camada oculta é o vetor al'l, com dois elementos, a
pré-ativacdo 212 é obtida por:

[2] [2] [2]
el T e |

2 1
Wl - W£1] W.£_2] ,all= [3[1]] . b= b3
il : o

Multiplicando:

LI
2 = WA 4 pl2 = | BN, 200 2

2] 1 2] 1 2
WBd! + wllal) 4 o

Aplicando a fungéo de ativacédo o, elemento a elemento:

2] 1 2] 1 2 2
a(w1[1]a[1 I+ W1[2]a[2] + bg ) f:-z[1 ]

2 = (22 = | (WP 4 w2 1 2| = | 42
2] 1 2] [1 2 2

o(wlld! + wida) + b2)] |2

A camada final da rede, layer 4, produz a predigdo y, também por meio de uma
combinacao linear seguida de uma ativagdo nao linear o. As dimensdes dos parametros sao:

&)
Wil ¢ R2x3 pl8l ¢ g2x1 g2l _ aif]
e

E 2181 é dado por:

[3] J[2] [3] j[2] [3] J[2] , 4[3]
A3 _ 8142 4 pi3l = [W11a1 +Wip8; + Wi3d; + Db ] _

V)l Wi+

Aplicando a funcado de ativagéo o elemento a elemento, obtemos a saida final da

rede:
[3] (2] [3] j[2] [3] J[2] , 4[3] 0
a3 = (%) = U(Wg 312 + W13g"’122 + W1§,332 +b13) o= |V
o(wilad + w4 ng)]ag] + b )z

A funcéao de custo utilizada, assim como na secao anterior, sera o Erro Quadratico
Meédio (MSE), definida como:

N

C- %Z <y(x(f)) _ alsl(xm))

i=1

2

em que N é o nimero de amostras do conjunto de dados, y(x)) representa a saida esperada
para a entrada x\), e a®l(x()) é a saida da rede para essa entrada.



34

Como a saida a®l(x)) é calculada por meio de uma composi¢éo de fungdes, con-
forme o processo de feedforward:

P L) A )
PUNSPON
S21 _ 241, pi2]
42 = (2
A3 _ 181421, pl3]

ad® = ().
Portanto, a saida final da rede pode ser escrita como:

4% = o (W[Sl o (lel o (W[HX + bm) + b[2]> + b[3]) _

Com a saida definida, é possivel aplicar o algoritmo de backpropagation para ajustar
os pesos w!l e os vieses bll, com I = 1,2, 3, para minimizar o custo C. Como j& mencionado,
esse processo exige o calculo das derivadas parciais da funcao de custo em relagdo a cada
parametro da rede, para em seguida utilizar o método do gradiente descendente.

As derivadas sao calculadas de forma recursiva a partir da ultima camada (3) até a
primeira, utilizando a regra da cadeia. No nosso caso, considerando somente um termo do
somatorio, queremos derivar a funcao de custo.

C=(y1—a)+ (e —a)?,

em relacdo aos pesos W,.[jS], que conectam 0s neurénios aj[.z] da segunda camada oculta aos
neurénios de saida 35.3]. Sabemos que:

. A8 _ [3] , ~ . ~ .
a~ =o0(z™), onde o é a fungao de ativagéo;
3 3] 2 3
. z,“: > jw}j]aj[.]+bf.].

Com isso, aplicamos a regra da cadeia para a fun¢do de custo em relagao a cada peso como:

oc _oc 0dY oz
owl oa’ oz owf

Cada um desses termos possui um significado especifico:

aC
835.3]
saida da rede;

= —2(y; — aES]): representa a taxa de variacao da fungdo de custo com relacdo a

aad , . - . - . ,
. % = a’(z,[3]): € a derivada da funcao de ativagao aplicada na saida;
i
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3
82}[3]]
Bwl.j

dente.
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i € a derivada da entrada linear do neur6nio em relagdo ao peso correspon-

Substituindo esses termos na regra da cadeia, obtemos as derivadas explicitas de
cada peso da terceira camada:

+ Para o peso Wﬁ], que conecta o neurdnio a[12] ao neurdnio de saida a[f]:

o0C

=2y — 3[3]) . U/(Z[S]) . g4
aW.ﬁ] 1 1 1

« Para o peso wiJ, que conecta & a &:

oC
—g =20 - &)o@ a
owyy

Para w3, que conecta & a a%:

oC 3 3, 2
o = 2 —ar) - ol(a) - &
13
« Para wh), que conecta &7 a a2:
oC 3 3, 2
o = 2 - &) o'(2) &y
51
* Para Wg:
ocC 3 3\ 2
owld ~ 20y —ay) - 0'(2)) - &,
20
» Para WE:’,,]:
oC 3 3 2
o = 2 — &) o(2) - &
53

Repetindo o processo para os vieses temos:

oc _oc odY 0z
ol od” 9% opV
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Logo, as derivadas ficam:

« Para bl:

s = 20— el
« Para b:

;Zg] -2 — ) (2,

Essas expressdes mostram que cada derivada depende da diferenga entre a saida
da rede e o valor esperado, da derivada da fungao de ativagao aplicada a entrada do neurénio
de saida e da ativacao do neurbénio da camada anterior correspondente. Esse processo €
fundamental para que os pesos sejam ajustados corretamente durante o treinamento, por meio
do algoritmo de retropropagacao.

As derivadas sao calculadas de forma recursiva a partir da dltima camada (/ = 3)
até a primeira, utilizando a regra da cadeia. No que segue, aplicamos esse processo para as

camadas intermediarias.

Cada peso wi?!

j conecta o neurdnio j da layer 2 ao neur6nio i da layer 3. De forma
analoga, cada viés bEZ] esta associado ao neur6nio / da camada 2. Para os pesos da segunda

camada, WIE-Z], utiizamos novamente a regra da cadeia.

aC 3 oc 9 az"\ od? o9z
ow? S \od) 0z od?) 0P ow

Cada termo da cadeia corresponde a:

[3]

. 8—% = —2(yx — a;."): taxa de variagao do custo em relagdo a k-ésima saida da rede;
oay
od’ . ~ R - ]
. % = 0/(2/[(3]): derivada da funcdo de ativagdo na k-ésima camada de saida;
k
02! L o .
. Z@] = w,£3]: peso que conecta a ativagdo a2 ao neurdnio de saida k;
0a; ! i
aa? . ~ L . o
. ;{2] = a’(z,lz]): derivada da funcao de ativagdo da camada intermediéria;
i
2212 o .
N ativacao da camada anterior.
owl?! Jj
]

O indice k utilizado no somatério representa os neurbnios da camada de saida.
Como cada neur6nio da camada intermediaria aE.Z] pode influenciar multiplas saidas af’], é
necessario considerar o impacto de todas essas conexdes ao calcular a derivada do custo
em relacdo ao peso W,5-2]. Por isso, somamos sobre todos os neurénios da camada de saida,
acumulando as contribuigdes parciais de cada caminho possivel entre 0 peso analisado e as

saidas da rede.
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Para os vieses bEQ], a derivada segue a mesma légica, com a diferenca de que:

82,[2] ~
opll

]

b

Assim, encontramos 0s seguintes valores:

© ol = 2 a0 w2 — &) o')W o' - !
© ol = 2 a0 w2 — &)o@ W] o' - &
© 28 = 2t — ) o) Wi - 20p - &) () W] - o - )
© 2 = [-at - )o@ Wi - 200 - ) @) W] o' &
* o= [20n - dN ) w20 - ) o) W] o) - &
* o= 200 ) o) w2 - A o () W] o) &)
© o= 2 a0 w2y — ) o ) W] o)
Cam =20 =N o w2t - ) o) W] o)
© =200 AN w20 - ) o) W] o)

Cada peso W,[j” conecta o neur6nio de entrada x; ao neurénio ap] da primeira camada
oculta. Cada viés bP] esta associado ao neurénio ap]. Na primeira camada oculta, para os
pesos w,[j”, repetimos a regra da cadeia, levando em conta que cada peso influencia todos os

caminhos até a saida. Assim:

1 1
0C s~y (00 odd 0z od? o2 o' oz
owil = \oa) oz od? oz odV oz ow)l)

Aqui, o indice r percorre todos os neurdnios da camada intermediéria, e cada termo
corresponde a um caminho possivel de retropropagacao até o peso analisado. Para os vieses
bf.”, a derivada sera idéntica, substituindo 82,[1]/aw,[j1] por 1.

20 = [~20n — @ - o' @ WY - o' - Wil — 202 — ) o' - wh - o2 - W] o2
= |20 — @ o (@) Wil o) Wi 20y ) o) whl o' i) o) e
20 = [-20n - @ - o' @ Wi - o' - whl — 22 — &) - o' () - Wi - oY) - W] - oA
20y = |-2ts — ) - o (@) Wi o) - Wl - 20 - ) - o) - Wi o (@) W] () e
26 = | -2 — &) - o' (@) Wil o () Wil = 20 — &) - o () Wi o' (2P - Wi o (2,

YAl
ap!
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= |20 - &) o2 Wi o' (2B Wi —2(yo — &) - o' (ZD) - Wiy - o' (2 - Wi - o' (2L)).

Com essas expressoes, os parametros de cada camada s&o atualizados utilizando o método
do gradiente descendente. Para uma taxa de aprendizado 7, as atualizagcdes seguem as férmulas:

oC oC
3] Bl _ . (3] Br_,. 2.
W« W n WA b« b n 2581
oC oC
2] 2 _ . (2] @ _,. =Z=.
W<l «— W n SWa’ b« b n 55
oC oC
{1 1 _ . (1] _ ..
W «— W W b+ b 50l

Essas atualizagbes fazem com que cada peso e viés seja ajustado na diregdo de maior
reducao do erro, com base nos gradientes calculados pelas regras da retropropagagdo. Com todos
os gradientes calculados, o algoritmo de retropropagacéo fornece uma maneira sistematica de ajustar
cada peso e viés da rede de forma eficiente. Através da aplicacao iterativa dessas atualizacées, a rede
neural é treinada para reduzir o erro entre as saidas previstas e os valores esperados, permitindo que
ela aprenda padrdes a partir dos dados.

3.3 REDE NEURAL COM MULTIPLOS NEURONIOS E CAMADAS

Dando continuidade as segdes anteriores, nesta etapa generalizamos a estrutura da rede
neural para o caso com multiplos neurénios por camada e um numero arbitrario de camadas. Este mo-
delo permite aplicagbes praticas de aprendizado profundo, e os conceitos fundamentais apresentados
anteriormente permanecem validos.

Considere L € N como o numero total de camadas da nossa Rede Neural. Para cada
camada / € {1,2,..., L}, ndenota o nimero de neurénios da camada /. Definimos:

o W ¢ RMxMe—1: matriz de pesos,

« bl € R™: vetor de vieses,

+ zI1 ¢ R™: entrada linear da camada,
+ gl ¢ R™: ativacdo da camada,

+ ol%: R = R: fungdo de ativacéo aplicada componente a componente.
A entrada da rede é o vetor x = al%, e a saida da camada ¢ é definida por:
P I C BV S A U
A predicéo final da rede é dada por a!l = j. A composicéo da rede pode ser representada como:
7= f(x;0) = &Y = o o () o ... 6 ol 6 1) x),

em que ¢!(x) = Wlx + b, e 6 = {WI, I} L_, representam o conjunto de parametros treinaveis.

Para realizar o treinamento da rede, utilizamos uma fungéo de custo C que mede a diferenga
entre a predicao y e a saida esperada y. Um exemplo comum é o erro quadratico médio (considerando
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um Unico termo, ou teste).
c@,y)=lad" -yl

Nosso objetivo é encontrar os parametros 6 que minimizam essa fungao de custo em um
conjunto de treinamento.

Para minimizar C, utilizamos o método de gradiente descendente, calculando as derivadas
parciais de C em relacdo a todos os seus parametros W1 e pll. Esse célculo é feito por meio do
algoritmo de (backpropagation).

Definimos o vetor de erro da camada ¢ como:

aC
L i
oM = 5 ER™.

Esse vetor é calculado recursivamente:

+ Camada de saida (¢ = L):
Sy = oM (A o (gH — ).

+ Camadas intermediarias ((=L—1,...,1):

§1(214) = 5102 o <( W[E+1])T5[Z+1](Z[é+1])) )

Nessas expressdes, o0 simbolo o representa o produto de Hadamard (multiplicagao, elemento
a elemento), e o1(zl4) é o vetor das derivadas da funcéo de ativacéo.

Os gradientes da fungao de custo em relacdo aos pesos e vieses sdo dados por:

oC
bl =

9C _ gaay. ge-m)T,

[ la
W = oz,

Utilizando a regra da descida do gradiente, os parametros sao atualizados por:
W — Wt — g st Ay (gl T

bl plA — 5. 5194,

em que n > 0 é a taxa de aprendizado.

Essas etapas sao repetidas iterativamente sobre o conjunto de testes até que a funcédo de
custo atinja um valor minimo satisfatério. Esse procedimento permite que a rede neural aprenda repre-
sentacdes adequadas para realizar tarefas como classificacao ou regressao com precisao.
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4. APRENDIZAGEM PROFUNDA EM PYTHON COM MNIST

Atualmente, ao se pensar em Inteligéncia Artificial, a principal linguagem de programacgao
utilizada é o Python. Sua diagramagao € simples e organizada, o que facilita a producao e desen-
volvimento de algoritmos sofisticados para a industria e para 0 meio académico. Além disso, essa
linguagem de programagéo oferece varios conjuntos de bibliotecas ja pensadas para o aprendizado de
maquinas, como o Numpy, TensorFlow e Keras, que serdao abordados neste trabalho. A ideia neste
capitulo é utilizar a programacao para treinar uma RN capaz de reconhecer digitos reais de 0 a 9, para
isso, foi utilizado como base de treinamento o conjunto de dados MNIST (Modified National Institute of
Standards and Technology).

Para Jocher, Derrenger e Noyce (2024), o conjunto de dados MNIST é uma grande base de
dados de digitos manuscritos normalmente utilizada para treinar varios sistemas de processamento de
imagem e modelos de aprendizagem automatica. Esse banco conta com cerca de 60 mil imagens para
treinamento e mais de 10 mil imagens de digitos manuscritos. As imagens sdo mostradas em escala
de cinza e contam com a dimensao de 28 pixels de altura por 28 pixels de largura. Os caracteres
armazenados neste banco de dados seguem o padrao abaixo:

Figura 4.1: Caracteres MNIST

000 020060Qa2p0O00L (000
T T T Y VAR AR L U Y A VA |
AA2LAIF2FA2L22A2A
33333333553 323333
g Y A9 4y #54dd 4 844
5558535 SS5S 559s5855s579
666 btlLLbLbbbde &6¢6Ll
TI777171T1HTYR1 2R T T
¥ 3 88 3P B PTTB YT S B
?7999499%949%4994919 9

Fonte: Jocher, Derrenger e Noyce (2024)

E possivel perceber um padrio na escolha e formatagdo dos niimeros presentes no banco
de dados. Todos os algarismos apresentam linhas grossas na cor preta e estdo dispostos em um fundo
branco, sem a presenca de luz e sombra nas fotos. Por isso, € importante que quando apresenta-
mos imagens reais, elas sigam esse padrdo. Caso sejam utilizadas imagens com outras cores, ou
com grande influéncia de luz e sombra, o modelo ndo sera efetivo, pois sua base de treinamento nao
apresentava essas informacdes, o que pode comprometer os resultados.

4.1 PYTHON E MNIST

Conforme ja citado, vamos iniciar aqui a implementacéo pratica de uma Rede Neural Con-
volucional (CNN - Segao 2.4.3) para reconhecimento de digitos manuscritos, com base na abordagem
anteriormente trabalhada para compreenséo de seu treinamento. O c6digo foi desenvolvido em Python
com o auxilio da biblioteca TensorFlow para facilitar a constru¢do de modelos de aprendizado profundo.
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O cbdigo completo pode ser encontrado no Apéndice 1 deste trabalho, abaixo sdo comen-
tadas as partes essencias e que fazem relacdo com o método de aprendizagem de maquinas abordado.

model = Sequential ([
Conv2D (32, (3,3), activation=’relu’, input_shape=(28,28,1)),
MaxPooling2D ((2,2)),
Conv2D (64, (3,3), activation=’relu’),
MaxPooling2D ((2,2)),
Flatten (),
Dense (128, activation=’relu’),

Dense (10, activation=’softmax’)

D

A estrutura utilizada é do tipo Convolucional (Secéo 2.4.3), composta por camadas que ex-
traem caracteristicas da imagem e, apés isso, as camadas conectadas sdo responsaveis pela classifi-
cacao final. Esse tipo de rede é amplamente utilizado em tarefas de reconhecimento de imagens, como
a identificagdo de digitos manuscritos, dai a escolha por essa estrutura. As camadas das redes convo-
lucionais seguem o mesmo principio de treinamento: a retropropagacao do erro (backpropagation), que
calcula os ajustes dos parametros da rede com base no erro cometido na saida, conforme aprofundado
no Capitulo 3.

Além da estrutura convolucional da rede, as fungdes de ativagao utilizadas desempenham
um papel essencial no funcionamento da nossa Rede Neural, conforme visto na Segéo 2.2. No cédigo
implementado, é utilizada a fungdo ReLU (2.2.3) nas camadas intermediarias e a fungao Softmax (2.2.4)
na camada de saida.

A funcéo RelU (2.2.3) é usada pois permite a RN comportamentos néo lineares, possibili-
tando que ela consiga atingir resultados mais complexos. Ja a fungéo Softmax € usada na camada de
saida para converter os resultados da rede em probabilidades associadas a cada classe. Essa ativa-
¢ao é essencial para problemas de classificagdo multiclasse como os representados pelo MNIST. Desta
forma, tanto ReLU quanto Softmax sao escolhas praticas e também matematicamente justificadas den-
tro do processo de backpropagation.

model . compile (optimizer=’adam’,
loss=’categorical_crossentropy’,

metrics=[’accuracy’])

Nestas linhas de cédigo, define-se a fungéao de custo como a Cross-Entropy, conforme dis-
cutido na Secao 2.3.4, por ser a mais adequada para classificagdo multiclasse. A métrica accuracy é
utilizada para acompanhar a evolugéo do desempenho da rede ao longo do treinamneto, medindo sua
capacidade de classificar corretamente os digitos de 0 a 9 no MNIST.

Embora o processo de treinamento ainda n&o tenha sido discutido em capitulos anteriores,
ele é essencial para que a rede neural aprenda com os dados. A seguir, serd apresentado como esse
processo ocorre na pratica.
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model .fit (datagen.flow(x_train, y_train_cat, batch_size=64),
epochs=10,
validation_data=(x_test, y_test_cat))

O treinamento da rede acontece com o uso do método fit (), que € o comando responsavel
por fazer a rede “aprender” a partir dos dados. Esse processo ocorre ao longo de 10 rodadas (chamadas
de épocas), em que a rede ajusta seus parametros com base nos erros que comete ao tentar prever os
resultados. Para tornar o aprendizado mais eficiente, utiliza-se 0 datagen.flow(), que gera variagdes
das imagens originais. Isso ajuda a rede a reconhecer padrdes mesmo quando hd alteragcdes nas
imagens, tornando-a mais robusta e preparada para lidar com diferentes situacdes, que € o caso quando
lidamos com digitos reais, afinal, dependendo da pessoa escrevendo ou do material utilizado para
escrever, o resultado do algarismo sera diferente.

4.2 TESTE COM IMAGENS REAIS

A etapa de testes com digitos escritos por pessoas reais € fundamental para a validagdo do
cadigo, afinal, se ele nao servir para identificar algarismos significa que o modelo nao foi suficientemente
treinado, ou seja, ele € modelo underffited, conforme abordado na Secéo (2.4.1). O objetivo com a
execugao do cédigo € que 0 modelo seja capaz de reconhecer a maioria dos algarismos, identificando
corretamente os numeros escritos fora do banco de dados MNIST.

Os digitos utilizados para os testes foram escritos a mao pelos Professores Paulo Bésing,
orientador do autor deste trabalho, Antonio Marcos Correa Neri e Rosane Rossato Binotto, que sao os
professores que compdéem a banca avaliadora do trabalho. Foram utilizadas folhas de papel branco
comum e caneta preta para a escrita, além disso, as imagens foram capturadas por meio de fotografia
utilizando os celulares dos respectivos professores. Esse tipo de captura apresenta variacdo na es-
pessura dos digitos, o que é natural quando a escrita ocorre a mao livre, presenca de luz, sombra e
variagdo na iluminagdo, comum quando se é fotografado um papel. Por conta dessas caracteristicas
naturais da fotografia, os testes foram realizados em duas etapas.

A primeira, com as imagens da forma que foram enviadas, sem passar por nenhum pré-
processamento, ou seja, sem fazer alteracdes de brilho, sombra ou contraste. A segunda etapa contou
com o pré-processamento das imagens, alterando suas caracteristicas para deixa-las mais proximas
das imagens encontradas no banco de dados MNIST, com o fundo claro e tragos pretos bem definidos.
Essa comparacao entre imagens com e sem pré-processamento é importante porque permite avaliar a
robustez do modelo frente a diferentes condigdes visuais e de iluminagdo. As imagens capturadas sem
tratamento refletem situacdes reais de uso, com variacdes naturais como sombras e espessuras dos
tragos, ja as imagens pré-processadas se aproximam das condi¢des ideais do banco MNIST, utilizado
para o treinamento do modelo.

Os testes foram realizados utilizando a plataforma Google Colab, permitindo a execugéo de
cédigo Python com suporte a biblioteca TensorFlow em nuvem. O codigo foi escrito e rodado em um
notebook Samsung Galaxy Book 2, equipado com processador Intel Core i7 de 122 geracdo, 8 GB de
memoria RAM e sistema operacional Windows 11. Nas Figuras 4.2 e 4.3 sdo apresentados os digitos
reais, sem, e com tratamento, respectivamente, escritos pelos professores envolvidos no trabalho.
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Figura 4.2: Digitos sem pré-processamento

Fonte: Acervo pessoal (2025)

4.2.1 Testes com Imagens Reais

Abaixo estdo apresentados os resultados da classificagcdo dos digitos manuscritos. Na Ta-
bela 4.1 para cada nimero de 0 a 9, ha trés linhas: a primeira escrita pelo Professor Antonio, a seguinte
pelo Professor Paulo e Ultima pela Professora Rosane. As imagens foram utilizadas em seu formato
original, sem aplicacéo de pré-processamento, ou seja, sem tratamento de imagem. Essa organizacao
permite analisar o desempenho do modelo frente as variagbes individuais de escrita e as imperfei-
¢Oes tipicas de capturas fotograficas. O detalhamento completo dos resultados pode ser consultado no
Apéndice B.

Tabela 4.1: Resultados dos testes de reconhecimento - Sem pré-processamento

Digito Esperado | Saida do Modelo
0 3
0 9
0 0
1 1
1 1
1 1
2 2
2 2
2 2
3 3
3 3
3 3

Continua na préxima pagina
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Tabela 4.1 — continuacao

Digito Esperado | Saida do Modelo
4 4
4 4
4 4
5 5
5 9
5 5
6 6
6 6
6 6
7 7
7 3
7 4
8 7
8 8
8 8
9 3
9 9
9 5

A Tabela 4.1 apresenta os resultados da classificacdo automatica de digitos manuscritos,
utilizando imagens capturadas em condi¢des reais e sem qualquer tipo de pré-processamento. No
total, foram analisadas 30 imagens, distribuidas igualmente entre os digitos de 0 a 9. Dentre essas,
0 modelo acertou 22 classificagdes e cometeu 8 erros, 0 que corresponde a uma taxa de acerto de
aproximadamente 73,33%.

E importante destacar que as imagens utilizadas neste teste apresentam caracteristicas vi-
suais significativamente distintas daquelas presentes no conjunto de dados MNIST. No banco de dados
0S numeros aparecem com tragos nitidos e fundo padronizado branco, enquanto as imagens reais ana-
lisadas aqui possuem variacdes na espessura dos tragos, presenga de sombras e problemas como
sombras e iluminacdo desigual. Essas variaveis podem influenciar negativamente o desempenho do
modelo, uma vez que ele foi treinado com dados idealizados e pode ter dificuldade em generalizar para
condi¢des ndo vistas durante o treinamento.

4.2.2 Testes com Imagens Reais Com Pré-Processamento

Nesta etapa, foram realizados novos testes com as mesmas imagens manuscritas dos pro-
fessores, mas agora com aplicagdo de pré-processamento para ajustar brilho, contraste e remover
sombras. O objetivo é aproximar visualmente as imagens do padrédo do MNIST. Para cada digito de 0
a 9, ha trés linhas: uma do Professor Antdnio, uma do Professor Paulo e uma da Professora Rosane,
com a mesma apresentacao discutida anteriormente. Essa padronizacdo busca verificar se a seme-
Ihanga com os dados de treinamento melhora o desempenho do modelo. O detalhamento completo
dos resultados pode ser consultado no Apéndice C.



Figura 4.3: Digitos com pré-processamento
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Tabela 4.2 — continuagao

Digito Esperado | Saida do Modelo
8 8
8 8
8 8
9 7
9 9
9 5

A Tabela 4.2 apresenta os resultados da classificagdo de digitos manuscritos com aplicacao
de tratamento nas imagens. O modelo acertou 26 e cometeu 4 erros, representando uma taxa de acerto
de 86,67%. Diferentemente do teste anterior, nesta etapa foram aplicadas técnicas de ajuste de brilho,
contraste e remocao de sombras, com o objetivo de aproximar as imagens reais do padrdo empregado
no MNIST, que foi utilizado para o treinamento do modelo pois, ao tornar as imagens mais semelhantes
as de treinamento, o teste busca verificar se essa compatibilizacdo visual contribui para a melhoria no
desempenho do coédigo.

4.2.3 Comparacao dos Resultados

Comparando o desempenho de ambos os modelos fica bastante evidente a importancia do
treinamento para as Redes Neurais Artificiais € como ele influencia no resultado final encontrado. A
taxa de acerto quando os testes ocorreram com digitos que ndo passaram por um tratamento visual
para se assemelhar as imagens do MNIST foi consideravelmente menor que no segundo teste, uma
diferenca de 13,34% na taxa de acerto, 0 que evidencia a importancia de multiplos cenarios para um
treinamento eficiente e capaz de gerar maior capacidade de generalizacao.

A diferenca observada nos dois cenarios é consequéncia direta da otimizagdo da fungao
de custo por meio do algoritmo de backpropagation e da descida de gradiente. Durante a fase em
que o modelo esta aprendendo, o treinamento, 0s pesos e viéses da rede sao ajustados com base no
gradiente de erro, dependendo diretamente dos dados apresentados. Nas imagens que passaram por
tratamento, ficando visualmente mais semelhantes ao MNIST, a rede consegue classificar as caracte-
risticas com mais facilidade, aumentando a taxa de acerto.

Contudo, quando a imagem nao passa por esse tratamento, além dos nimeros, elas apre-
sentam ruidos visuais, problemas de luz e sombra além de tons com menos contraste, o que dificulta
o reconhecimento de padrdes, pois 0 c6digo ndo esta preparado para essa apresentacao dos dados.
Isso evidencia que a rede néo fica limitada ao reconhecimento apenas dos padrdes treinados, porém
apresenta um desempenho inferior quando passa por esse cenario.

De modo geral, esse capitulo apresentou uma implementagao pratica de uma Rede Neural
e também evidenciou o impacto do treinamento na eficiéncia do modelo em aplicagbes reais. O tra-
tamento das fotos foi essencial para aproxima-las do padrao original do MNIST, permitindo ao modelo
aplicar de forma mais precisa os padroes aprendidos. Isso reforga a importancia da selegao do con-
junto de dados de treinamento para ajustar a precisdo do modelo, pois ele pode ser responsavel pelo
desempenho nao adequado do modelo.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo mostrar e compreender, mediante um viés matematico
e aplicado, o que estrutura o0 modelo de Aprendizagem Profunda, o qual serve como base para as
Redes Neurais Artificiais. Para isso, foram apresentados conceitos fundamentais como a existéncia
do Perceptron e das fungdes de ativagao, redes neurais multicamadas e convolucionais. Outros temas
abordados foram os das fungdes de custo, retropropagacao, regularizacdo e o método da descida
gradiente, como mecanismos para dar mais precisao e confiabilidade ao treinamento das Redes.

Além disso, foi utilizado o Python como linguagem de programacao para aplicar os conceitos
vistos por meio de um algoritmo que utiliza o conjunto de dados MNIST para treinamento. Dessa
forma, foi possivel perceber a relagédo intima entre teoria e pratica, unindo a abordagem matematica
ao desenvolvimento computacional. Os testes realizados com imagens reais mostraram resultados
bastante positivos no reconhecimento dos numeros, o que mostra a eficacia do modelo implementado,
além da validagcao dos conceitos estudados.

Este trabalho buscou desmitificar o funcionamento das RN que vém crescendo exponencial-
mente no mundo contemporaneo. Apesar da sua aparente complexidade, elas apresentam um aporte
matematico que pode ser considerado simples, e que pode ser aprofundado dentro dos estudos da
matematica. Espera-se que com este trabalho mais estudantes sintam-se estimulados a conhecer e
explorar a area de Redes Neurais, percebendo que a matematica, que muitas vezes é abstrata, € uma
poderosa ferramenta para a criagdo e expansao da tecnologia.
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APENDICE A — CODIGO PYTHON UTILIZADO

import tensorflow as tf

from tensorflow.keras.datasets import mnist

from tensorflow.keras.utils import to_categorical

from tensorflow.keras.models import Sequential

from tensorflow.keras.layers import Conv2D, MaxPooling2D, Flatten, Dense

from tensorflow.keras.preprocessing.image import ImageDataGenerator

(x_train, y_train), (x_test, y_test) = mnist.load_data()
x_train, x_test = x_train / 255.0, x_test / 255.0
x_train = x_train.reshape(-1, 28, 28, 1)

x_test = x_test.reshape(-1, 28, 28, 1)

y_train_cat = to_categorical(y_train, 10)

y_test_cat = to_categorical(y_test, 10)

datagen = ImageDataGenerator(
rotation_range=10,
zoom_range=0.1,
width_shift_range=0.1,
height_shift_range=0.1

)

datagen.fit(x_train)

model = Sequential([
Conv2D(32, (3,3), activation=’relu’, input_shape=(28,28,1)),
MaxPooling2D((2,2)),
Conv2D(64, (3,3), activation=’relu’),
MaxPooling2D((2,2)),
Flatten(),
Dense (128, activation=’relu’),
Dense (10, activation=’softmax’)

D
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model.compile (optimizer=’adam’, loss=’categorical_crossentropy’, metrics=[’accuracy’])

model.fit(datagen.flow(x_train, y_train_cat, batch_size=64),

epochs=10, validation_data=(x_test, y_test_cat))

from google.colab import files
from PIL import Image, ImageOps, ImageFilter
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt



uploaded =

img_path

img

f
1

iles.upload()
ist (uploaded.keys()) [0]

Image.open(img_path) .convert ("L")

img = ImageOps.invert (img)

img

img

img.point(lambda x: O if x < 100 else 255)
img.filter(ImageFilter.MaxFilter(3))

img_array = np.array(img)

coords = np.column_stack(np.where(img_array > 0))

if coords.any():

yO, x0 = coords.min(axis=0)

y1l, x1

digit =

else:

digit

coords .max (axis=0)
img.crop((x0, yO, x1, yl1)).resize((20, 20), Image.LANCZOS)

img.resize((20, 20), Image.LANCZOS)

canvas = Image.new("L", (28, 28))

canvas.paste(digit, (4, 4))

img_array

img_array

np.array(canvas) / 255.0
img_array.reshape(l, 28, 28, 1)

plt.imshow(img_array[0] .reshape (28, 28), cmap="gray")

plt.title("Imagem centralizada")
plt.axis("off")

plt.show()

prediction

model .predict (img_array)

print ("Probabilidades:", prediction[0])

print("Classe prevista:", np.argmax(prediction))
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APENDICE B - RESULTADOS DE CLASSIFICACAO - SEM
PRE-PROCESSAMENTO

0jpg
0.jpg({image/jpeq) - 68657 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving @.jpg to @ (1).jpg

Imagem Processada

Bs 39ms/step
Probabilidades por classe: [2.8188996e-82 2.2143397e-85 2.4669354e-81 6.5875800e-01 1.9861637e-83
6.6471672e-85 2.5657766e-06 2.6037043e-02 8.3604420e-085 3.7277523e-02]
0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 0 sem pré-processamento - Anténio

1.jpg(image/jpeg) - 36736 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 1.jpg to 1.jpg

Imagem Processada

s 36ms/step
Probabilidades por classe: [6.6983414e-84 6.9653291e-81 5.3176735e-82 8.8588916e-62 1.8515851e-03
1.5685567e-81 4.417218%9e-04 2.7358264e-04 7.4447762e-86 1.68249002-03]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 sem pré-processamento - Antonio
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e
<jpg

«  2.jpg(imagefpeq) - 44711 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done

Saving 2.jpg to 2.jpg

Imagem Processada

/1 — — Bs 30ms/step

Probabilidades por classe: [4.6188926e-87 3.4328975e-86 9.2453116e-81 2.3427826e-03 3.4786444e¢-86
5.3357627e-87 4.6593282e-08 7.2926968e-02 1.8862716e-084 2.62084532-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 sem pré-processamento - Antonio

« d.Jpeg(image/jpeg) - 40529 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 3.jpeg to 3.jpeg

Imagem Processada

11— — Bs5 39ms/step

Probabilidades por classe: [1.2445498e-83 1.1837414e-85 6.9538585e-84 9.0489236e-81 2.2786570e-87
2.8418515e-84 2.6654213e-88 4.608148%e-84 2.6695250e-06 2.48281874e-03]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 sem pré-processamento - Antonio
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4.jpeg
- 4.jpeg(imagefjpeg) - 78992 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 4.jpeg to 4.jpeg

Imagem Processada

11— — 85 S4ms/step

Probabilidades por classe: [8.3841588e-85 1.5036168e-82 1.3114685e-84 2.8453480e-06 2.2202065e-01
2.2122264e-83 1.5138531e-83 4.9713257e-85 3.4207557e-083 1.5552954e-01]

0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 4 sem pré-processamento - Antonio

5.png(image/png) - 122809 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 5.png to 5.png

Imagem Processada

Wil ——— — 85 37ms/step

Probabilidades por classe: [6.52262742e-88 4.57032989%¢-88 2.893260859e-88 1.83834545e-85
1.85728183e-10 9.88542914e-01 2.89848092e-08 1.075085692-07

1.83195645e-82 1.12689147e-63]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 5 sem pré-processamento - Antdnio
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6.png
« 6.png(image/png) - 77595 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 6.png to 6.png

Imagem Processada

1/1 - ——— 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.2035319e-86 1.1873277e-89 4.8719325e-88 7.85852372-09 1.4864665e-86

2.120853208e-85 9.9996436e-01 1.1971826e-10 1.683083117e-05 4.1433194e-67]
0 modelo reconheceu o digito como: 6

Resultado do teste com o digito 6 sem pré-processamento - Antonio

« 7.png(image/png) - 64437 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 7.png to 7.png

Imagem Processada

11— — @5 38ms/step
Probabilidades por classe: [2.9375386e-85 2.4754941e-83 4.2688549e-01 1.556889309e-82 4.439325

1.5012617e-086 1.3654448e-87 4.94280087e-01 3.7911808e-84 3.9186125e-086]
0 modelo reconheceu o digito como: 7

Resultado do teste com o digito 7 sem pré-processamento - Antonio
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8.png
8.png(image/png) - 87065 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 8.png to B.png

Imagem Processada

N

1/4 ———————————————— 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.38837813e-84 1.34583655e-82 4.67440426e-81 2.858389608e-82
2.83118799%e-83 6.84137676e-85 4.68587722e-87 4.20066088=2-081

7.88953943e0-03 3.87229265e-05]

0 modelo reconheceu o digito como: 7

Resultado do teste com o digito 8 sem pré-processamento - Antonio

9.png(image/png) - 97042 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 9.png to 9.png

Imagem Processada

Bs 36ms/step
Probabilidades por classe: [3.9794733e-85 1.4117913e-83 1.2262998e-083 9.6397769e-01 5.4177663e-06
4.5084506e-83 9.2377878e-168 3.5895563e-83 1.6455562e-07 2.5248853e-02]
0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 9 sem pré-processamento - Antonio
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| Escoher arauivos KCREEY

= Op.jpeg(imagefjpeg) - 9909 bytes, last modified: 24/06/2025 - 100% done
Saving @p.jpeg to ©p.jpeg

Imagem Processada

B — 85 39ms/step

Probabilidades por classe: [8.3154346 ©.8807422 ©.82082580% 6.88513967 8.081614474 ©.81817436
8.82338973 ©.00319788 ©.00189466 0.5956232 ]

0 modelo reconheceu o digito como: 9

Resultado do teste com o digito 0 sem pré-processamento - Paulo

= 1p.jpeg(image/jpeg) - 19316 bytes, last modified: 24/06/2025 - 100% done
Saving 1p.jpeg to 1p.jpeg

Imagem Processada

B — @s 55ms/step

Probabilidades por classe: [0.€16870816 ©.3551187 @.20379394 ©.18397027 ©.03549588 0.02589644
0.91138616 8.11354914 ©.06294975 8.85721964]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 sem pré-processamento - Paulo
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2p jpeg
« 2p.jpeg(image/jpeg) - 7972 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 2p.jpeg to 2p.jpeg

Imagem Processada

11 ——— — @5 30ms/step

Probabilidades por classe: [3.9757115e-06 5.8895865e-85 9.9964976e-91 2.08140156e-85 2.50877067e-89

4.4948551e-18 4.2233404e-12 8.6056634e-86 2.47709773e-084 1.89263442-05]
0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 sem pré-processamento - Paulo

« 3p.jpeg(image/jpeq) - 5944 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 3p.jpeg to 3p.jpeg

Imagem Processada

i1 ————— — Bs 3oms/step

Probabilidades por classe: [2.8349616e-11 3.9678918e-87 3.2260289%2-88 9.9995887e-081 5.
3.6827330e-05 3.3908289%-13 3.2955552e-07 1.4185671e-18 4.24427752-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 sem pré-processamento - Paulo
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4p_jpeg(image/jpeqg) - 6285 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 4p.jpeg to 4p.jpeg

Imagem Processada

L e — Bs 44ms/step

Probabilidades por classe: [1.83664386e-867 1.58782158e-84 8.58192361e-85 3.27282855e-86
9.84494158e-81 2.78669613e-85 1.24844618e-87 1.46257822e-84
5.38735876e-05 1.58378356e-02]

0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 4 sem pré-processamento - Paulo

5p.jpeg
5p.jpeg(image/jpeg) - 5907 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving S5p.jpeg to 5p.jpeg

Imagem Processada

11— — @5 39ms/step

Probabilidades por classe: [6.4778249¢-88 7.0066044e-86 4.3982701e-64 2.6382752e-82 5.7928384e-07
4.89419392-81 1.5688166e-16 1.5813859e-085 8.6463597e-86 5.637258%e-01]

0 modelo reconheceu o digito como: 9

Resultado do teste com o digito 5 sem pré-processamento - Paulo
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6p.ipeg
« Ep.jpeg(image/peq) - 5692 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 6p.jpeg to 6p (1).jpeg

Imagem Processada

11— — Bs 48ms/step

Probabilidades por classe: [8.6642831e-85 2.2346786e-18 9.3622983e-86 2.18485832e-088 1.3131783e-085
4.1685742e-84 9.9889206e-081 4.2249856e-11 2.5705132e-84 3.2300375e-04]

0 modelo reconheceu o digito como: &

Resultado do teste com o digito 6 sem pré-processamento - Paulo

7p.jpeg
= 7p.jpeg(image/jpeqg) - 6191 byles, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 7p.jpeg to 7p.jpeg

Imagem Processada

11— — Bs 38ms/step

Probabilidades por classe: [6.5579964e-16 2.8951916e-85 1.2712514e-83 8.5345876e-01 1.3014434e-88
1.7998258e-86 4.3613867e-12 1.4517941e-01 1.6@20077e-86 5.8234298e-85]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 7 sem pré-processamento - Paulo
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8p.ipeg
« Bp.jpeg(imageljpeqg) - 4074 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 8p.jpeg to 8p.jpeg

Imagem Processada

B — @5 48ms/step

Probabilidades por classe: [1.4816311e-84 2.3885774e-18 3.0157875e-04 3.3858763e-83 2.3661787e-86
3.3193920e-084 6.0218900e-87 6.4442938e-05 8.6346436e-01 1.3238073e-01]

0 modelo reconheceu o digito como: 8

Resultado do teste com o digito 8 sem pré-processamento - Paulo

9p.ipeg
9p.jpeg(imagefjpeg) - 5265 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 9p.jpeg to 9p.Jjpeg

Imagem Processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [1.2389849e-86 3.1614982e-85 1.4870353e-84 2.1994314e-01 1.6854794e-87
9.931569%-83 7.4680481e-11 1.4083714e-04 3.4833129e-84 7.69471292-01]

0 modelo reconheceu o digito como: 9

Resultado do teste com o digito 9 sem pré-processamento - Paulo
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20nok jpeg
« 20nok.jpeg(imagefjpeq) - 9884 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 2@nok.jpeg to 28nok.jpeg

Imagem Pré-processada

il — ——— 85 133ms/step

Probabilidades por classe: [7.3285788e-81 1.93769%98e-86 2.8247264e-84 1.2545565e-85 1.5135835e-01
1.8281966e-085 1.8558414e-01 1.87365682e-85 9.8303836e-063 1.3123831e-04]

0 modelo reconheceu o digito como: @

Resultado do teste com o digito 0 sem pré-processamento - Rosane

« 21nok.jpeg(imagefjpeqg) - 9127 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 21nok.jpeg to 21lnok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [4.3471828e-87 2.9989259e-81 2.8215621e-85 1.82679602-05 5.3461831e-86
3.5141158e-85 7.8913575e-86 2.7038180e-07 1.5184875e-85 5.2964865e-06 ]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 sem pré-processamento - Rosane
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22nok jpeg
22nok.jpeg(imagefjpeg) - 8140 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 22nok.jpeg to 22nok.jpeg

Imagem Pré-processada

L

11— — 85 38ms/step
9.09989869e-81 9.1221758e-85 2.3631646e-88
6 1.4416943e-08]

0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 sem pré-processamento - Rosane

« 23nok.jpeg(imagefjpeg) - 10003 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 23nok.jpeg to 23nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [7.3679601e-1€ 1.328110808e-89 1.5543848e-88 9.9995744e-01 1.8376992e-11
4.8185623e-085 1.3059064e-18 2.5617426e-09 1.56400874e-08 2.3479117e-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 sem pré-processamento - Rosane
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24nok jpeg
« 24nok.jpeg(imagefpeg) - 12418 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 24nok.jpeg to 24nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 37ms/step
Probabilidades por classe: [2.9551167e-88 6.5464413e-08 4.56
3.1

1.8555335e-085 5.79183292-86 4.3377664e-08 3.1602332e-67 3.13
0 modelo reconheceu o digito como: 4

83532e-86 2.7980661e-87 9.9994695e-01
351940%e-085]

Resultado do teste com o digito 4 sem pré-processamento - Rosane

25nok.jpeg(imagefjpeg) - 13834 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 25nok.jpeg to 25nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — @5 37ms/step
Probabilidades por classe: [4.9313451e-89 5.7440661e-87 3.7559119e-11 6.1809627e-84 8.5678131e-09
9.9937948e-81 7.1225692e-09 2.3731361e-87 6.7227468e-089 1.6758701e-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 5 sem pré-processamento - Rosane
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26nok jpeg
= 26nok.jpeg(imagefjpeg) - 11152 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 26nok.jpeg to 26nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 36ms/step

Probabilidades por classe: [4.6801418e-82 3.1286803e-06 3.8737435e-06 1.9429752e-085 4.2800010e-086
3.6663716e-83 0.1711634e-01 5.1597503e-088 3.2351546e-082 3.43238822-05]

0 modelo reconheceu o digito como: 6

Resultado do teste com o digito 6 sem pré-processamento - Rosane

+ 2Tnok.jpeg(image/jpeg) - 7786 byles, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 27nok.jpeg to 27nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11 — — Os 39ms/step
Probabilidades por classe: [1.84971587e-08 6.46218784e-83 1.51816675e-82 8.84859918e-85
9.74163771e-81 6.75134594e-84 2.83808895e-05 2.74408865e-03
7.36242859%e-04 1.88796975e-87]
0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 7 sem pré-processamento - Rosane
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28nok jpeg
28nok.jpeg(imagefjpeg) - 10725 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 28nok.jpeg to 28nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — @5 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.27695896e-85 2.5216594e-81 2.3304774e-84 1.5985128e-83 3.3673228e-84
8.92520108e-83 1.3927852e-84 1.4039105e-03 7.3604351e-01 3.96480422-065]

0 modelo reconheceu o digito como: 8

Resultado do teste com o digito 8 sem pré-processamento - Rosane

29nok jpeg
* 29nok.jpeg(imagefjpeg) - 11665 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 29nok.jpeg to 29nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — @5 38ms/step

Probabilidades por classe: [3.5318582e-88 9.9929137e-85 7.7253688e-86 3.7077382e-081 2.6138831e-86
5.5958277e-01 7.7767703e-10 1.2419195e-04 7.9818701e-06 6.9488892e-62]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 9 sem pré-processamento - Rosane
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APENDICE C - RESULTADOS DE CLASSIFICACAO - COM
PRE-PROCESSAMENTO

0.jpg
« 0.jpg(imagefjpeg) - 13810 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving @.jpg to @ (3).jpe

Imagem Processada

i — Bs 53ms/step

Probabilidades por classe: [9.5879654e-01 5.7916186e-85 1.96508355e-83 3.2721665e-83 5.8176802e-84
1.9565588e-84 7.08172925e-83 1.7110648e-84 2.1867437e-02 1.4075037e-062]

0 modelo reconheceu o digito como: 8

Resultado do teste com o digito 0 com pré-processamento - Antonio

1ipg
« 1.jpg(imagefjpeg) - 13060 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 1.jpg to 1 (1).jpg

Imagem Processada

/1 — — 085 41ms/step

Probabilidades por classe: [©.84173419 9.54480382 ©.28292844 ©.837793848 0.83360354 0.83783286
8.91593176 ©.80135258 ©.08145856 ©.00301936]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 com pré-processamento - Antdnio
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2. jpg(imagefjpeq) - 16983 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 2.jpg to 2 (1).jpg

Imagem Processada

11— — 85 37ms/step

Probabilidades por classe: [4.0489463e-86 7.7183102e-84 9.8225248e-81 8.55044552-03 9.8908646e-06
7.3138824e-87 7.4553500e-88 8.2208061e-03 9.4813280e-085 8.5824118e-65]

0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 com pré-processamento - Antonio

3jpeg
+ 3.jpeg(imagefpeg) - 16037 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 3.jpeg to 3 (1).jpeg

Imagem Processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.4189563e-82 4.8713852e-84 2.9152487e-83 9.4009894e-01 1.5892693e-05
1.1668860e-82 2.3206518e-85 3.5952455e-83 2.6000469e-084 1.6906714e-62]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 com pré-processamento - Antdnio
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= 4. jpeg(image/jpeg) - 22178 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 4.jpeg to 4 (1).jpeg

Imagem Processada

————— — ©s5 39ms/step
Probabilidades por classe: [8.80314309 ©.84883436 0.0033608 ©.00066204 B.5546038 ©.03178328
08.81216343 ©.00186923 ©.81760087 0.32601583 ]
0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 4 com pré-processamento - Anténio

5png
« 5.png(image/png) - 31600 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 5.png to 5 (1).png

Imagem Processada

11— — @5 37ms/step

Probabilidades por classe: [7.4803997e-86 1.5802501e-85 4.9213513e-86 4.2518796e-84 3.7069830e-87
9.5315915e-81 5.5134451e-86 3.5166333e-085 3.9569411e-02 6.7769177e-083]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 5 com pré-processamento - Antonio
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6.png
6.png(image/png) - 30698 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 6.png to 6 (1).png

Imagem Processada

1/1 — ——————— @5 38ms/step

Probabilidades por classe: [4.3173814e-83 6.5801409e-84 1.5875142e-83 1.4877885e-03 3.3848694e-03
1.9174239%e-82 9.6245414e-81 6.4148917e-85 5.4548657e-83 1.5770951e-063]

0 modelo reconheceu o digito como: 6

Resultado do teste com o digito 6 com pré-processamento - Anténio

7.png
« 7.png(image/png) - 21144 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 7.png to 7 (1).png

Imagem Processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.6624685e-84 3.1361308e-83 3.5867873e-01 3.1694398e-02 2.50893818e-82
7.1535265e-84 2.3163341e-85 5.7674458e-81 1.7343163e-84 3.47435083e-083]

0 modelo reconheceu o digito como: 7

Resultado do teste com o digito 7 com pré-processamento - Anténio
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8.png
« 8.png(image/png) - 79903 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 8.png to 8 (5).png

Imagem Processada

/1 — — @5 36ms/step
Probabilidades por classe: [3.5584967e-83 1.524631
1.3712962e-82 1.5519318e-81 4.5759678e-86 B8.833853.
0 modelo reconheceu o digito como: 8

2e-082 2.4424826e-03 1.8271188e-085 7.8835731e-084
45e-91 2.6991492e-64]

Resultado do teste com o digito 8 com pré-processamento - Anténio

9.png
* 9.png(image/png) - 107855 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 9.png to @ (2).png

Imagem Processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [1.1835815e-82 4.8589116e-82 1.2884614e-81 9.25291782-02 1.5966346e-82
1.8961609e-82 3.6662346e-84 6.318253%e-01 1.8206211e-82 5.8553586e-02]

0 modelo reconheceu o digito como: 7

Resultado do teste com o digito 9 com pré-processamento - Antonio
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« Op.jpeg(image/jpeg) - 4285 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving @p.jpeg to ep (2).jpeg

Imagem Processada

1/1 — ————— @5 37ms/step

Probabilidades por classe: [9.7685063e-01 6.6573882e-07 1.598131@e-04 2.7024584e-85 1.5908840e-06

1.8617551e-087 6.4825530e-086 3.2686155e-85 2.1323138e-03 2.7589535e-02]
0 modelo reconheceu o digito como: @

Resultado do teste com o digito 0 com pré-processamento - Paulo

« 1p.jpeg(imagefjpeqg) - 3328 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 1p.jpeg to 1p (1).jpeg

Imagem Processada

/11— — 05 55ms/step
Probabilidades por classe: [3.8817252e-85 9.9441189%e-81 2.6342869e-04 8.2247316e-085 2.43
1.182827%-03 3.8622711e-83 6.8890643e-88 1.3110148e-04 3.8440317e-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 com pré-processamento - Paulo

73



| Escolher arquivos EEREEH

« 2p.jpeg(imagefjpeg) - 5846 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 2p.jpeg to 2p (1).jpeg
Imagem Processada

e

11— — Bs 36ms/step
Probabilidades por classe: [2.2366035e-85 2.2313975e-84 9.9806646e-081 1.8719786e-84 1.9433930c-88

6.9122285e-89 2.81620682-11 2.8897326e-85 6.8581707e-084 4.6852235e-85]

0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 com pré-processamento - Paulo

= 3p.jpeg(image/jpeg) - 4710 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 3p.jpeg to 3p (1)-jpeg
Imagem Processada

1/1 —— — 85 37ms/step
Probabilidades por classe: [3.8166821e-89 6.0154748e-86 5.7680165e-87 9.09412782-01 2.727681%e-08

4.76889442-84 2.152089%96e-18 7.7506833e-86 1.1288934e-88 1.8279346e-84]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 com pré-processamento - Paulo
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« 4p.jpeg(image/jpeg) - 4302 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 4p.jpeg to 4p (1).jpeg

Imagem Processada

11— — @s 35ms/step

Probabilidades por classe: [6.8853665e-86 1.5672668e-83 1.9736297e-03 5.10405982-84 9.8361261e-01
1.843496%e-03 6.55462%96e-86 2.7800424e-03 3.9202039e-84 8.7367058e-02]

0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 4 com pré-processamento - Paulo

5p.ipeg
« 5p.jpeg(image/jpeqg) - 3814 byles, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving Sp.jpeg to 5p (1).jpeg

Imagem Processada

11— — @5 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.2211857e-86 1.9194774e-84 2.4520870e-83 1.6978830e-01 7.2259604c-86
3.4511963e-01 1.5891125e-88 1.8836792e-04 4.8827616e-85 4.8228855e-061]

0 modelo reconheceu o digito como: 9

Resultado do teste com o digito 5 com pré-processamento - Paulo
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6p.ipeg
= 6p.jpeg(image/jpeqg) - 4112 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 6p.jpeg to 6p (2).jpeg

Imagem Processada

11— — 85 57ms/step

Probabilidades por classe: [3.2108681ec-84 7.3760758e-089 6.12965@1e-05 5.3387195e-87 1.2496723e-84
2.6652801e-83 0.9374181e-01 1.6042626e-09 1.19808293e-83 1.88615202-03]

0 modelo reconheceu o digito como: 6

Resultado do teste com o digito 6 com pré-processamento - Paulo

« 7p.jpeg(image/peq) - 3142 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 7p.jpeg to 7p (2).jpeg

Imagem Processada

11— — @5 36ms/step

Probabilidades por classe: [7.5877483e-12 1.8528903e-085 9.7153726e-84 7.2462231e-82 9.2208177e-07
5.2446542e-1@ 4.4836899%9e-12 9.2655373e-@1 1.6968741e-06 2.1925598e-083]

0 modelo reconheceu o digito como: 7

Resultado do teste com o digito 7 com pré-processamento - Paulo
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« Bp.jpeg(image/jpeg) - 3954 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 8p.jpeg to 8p (2).jpeg

Imagem Processada

11— — Bs 41ms/step

Probabilidades por classe: [9.8369867e-88 2.1166626e-89 7.3015224e-87 2.0412758e-01 1.8971845e-08
1.6182415e-01 1.9145976e-07 2.4933 e-05 6.3109261e-81 2.9206209%e-63]

0 modelo reconheceu o digito como: 8

Resultado do teste com o digito 8 com pré-processamento - Paulo

« 9p.jpeg(imagelfjpeg) - 3952 bytes, last modified: 26/06/2025 - 100% done
Saving 9p.jpeg to 9p (1).jpeg

Imagem Processada

B — Bs 68ms/step

Probabilidades por classe: [6.6152578e-86 9.64618%6e-85 4.6064582e-04 2.3621634e-61 2.0602927c-086
1.4214928e-02 7.8782131e-10 8.7555888e-04 8.4841234e-04 7.4727893e-01]

0 modelo reconheceu o digito como: 9

Resultado do teste com o digito 9 com pré-processamento - Paulo
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20nok.jpeg(image/jpeg) - 9458 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
paving 26nok.jpeg to 28nok (1).

Imagem Pré-processada

/1T — — 85 37ms/step

85 8.2672801e-04 9.0146634e-85 1.1154997e-01
8.2368155e-05 1.6239855e-01 2.5862069e-085 2.1734633e-82 3.3394105e-04]
D modelo reconheceu o digito como: ©

Resultado do teste com o digito 0 com pré-processamento - Rosane

21nok.jpeg(imagefjpeqg) - 6247 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 21nok.jpeg to 2inok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 48ms/step

Probabilidades por classe: [1.4538388e-86 9.9971694e-81 4.8719886e-85 2.7622566e-05 2.2848495e-85
9.44776842-85 2.2285435e-85 1.3339343e-86 5.8944920e-05 2.1451484e-05]

0 modelo reconheceu o digito como: 1

Resultado do teste com o digito 1 com pré-processamento - Rosane
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22nok.jpeg(imagefjpeg) - 7266 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 22nok.jpeg to 22nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

L

I R — — @5 53ms/step

Probabilidades por classe: [4.4133744e-86 3.5299105e-85 9.9974587e-81 1.9352138e-84 9.8222706e-08
8.6233376e-09 2.1124662e-89 1.0145387e-07 2.1460153e-85 5.873724%e-08]

0 modelo reconheceu o digito como: 2

Resultado do teste com o digito 2 com pré-processamento - Rosane

« 23nok.jpeg(image/jpeg) - 6914 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 23nok.jpeg to 23nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

11— — Bs5 36ms/step

Probabilidades por classe: [2.4223604e-88 2.7480267e-88 3.1235516e-87 9.99795972-01 1.2582937e-89
1.7428603e-84 5.5368039e-89 2.1918570e-087 3.297919%9e-87 2.873757%e-65]

0 modelo reconheceu o digito como: 3

Resultado do teste com o digito 3 com pré-processamento - Rosane
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24nok.jpeg(imagefjpeg) - 8323 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 24nok.jpeg to 24nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

L R — — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [2.1303876e-07 5.1900167e-@7 2.8542496e-05 2.18060813e-06 9.9976784e-01
4.538358%-85 1.5367124e-85 3.2542971e-87 1.62208992-06 1.3200808e-04]

0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 4 com pré-processamento - Rosane

« 25nok.jpeg(imagefjpeg) - 9438 byles, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 25nok.jpeg to 25nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

B R — — 85 35ms/step

Probabilidades por classe: [3.7411489¢-88 2.8 2e-B6 4.3498233e-18 2.2489601e-03 4.11267462-08
9.9773836e-081 3.2169257e-88 1.4484416e-06 4. 112e-088 8.971263%2-06]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 5 com pré-processamento - Rosane
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« 26nok.jpeg(imagefpeg) - 10999 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 26nock.jpeg to 26nok.jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 38ms/step

Probabilidades por classe: [1.6678160e-81 2.5989782e-85 4.93688382e-85 2.5881185e-684 3.913714%e-05
6.8180053e-03 7.5881356e-01 4.8671824e-087 6.7873360e-02 1.4872412e-04]

0 modelo reconheceu o digito como: 6

Resultado do teste com o digito 6 com pré-processamento - Rosane

27nok.jpeg(image/peq) - 7892 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 27nok.jpeg to 27nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

/1 ———————— — B85 38ms/step
Probabilidades por classe: [9.47336645e-88 2.58087995e-82 1.31136496e-82 2.92174664e-04
9.459208885e-081 2.68143867e-03 9.99791882e-85 1.862066852-02

2.34145285¢-03 B.88153579e-87]
0 modelo reconheceu o digito como: 4

Resultado do teste com o digito 7 com pré-processamento - Rosane
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« 28nok.jpeg(imagefjpeg) - 9722 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 28nok.jpeg to 28nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 56ms/step

Probabilidades por classe: [1.6249195e-84 5.1632036e-82 7.9244428e-84 9.9476995e-683 2.2655264e-04
1.8887779e-082 1.1538944e-04 4.7341529e-83 9.2082864e-01 6.7273632e-084]

0 modelo reconheceu o digito como: 8

Resultado do teste com o digito 8 com pré-processamento - Rosane

« 29nok.jpeg(imagefjpeg) - 10345 bytes, last modified: 30/06/2025 - 100% done
Saving 29nok.jpeg to 2%nok (1).jpeg

Imagem Pré-processada

11— — 85 30ms/step
Probabilidades por classe: [1.1408606e-87 1.7729565e-04 1.28488819e-05 3.6321941e-01 5.6273338e-06
5.6654230e-81 4.1254382e-89 2.4150478e-84 1.8968438e-05 6.9776244e-82]

0 modelo reconheceu o digito como: 5

Resultado do teste com o digito 9 com pré-processamento - Rosane
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