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RESUMO

O problema da arvore t-spanner de peso minimo consiste em encontrar uma arvore geradora
onde a distancia entre qualquer par de vértices no subgrafo seja no maximo ¢ vezes a distancia
no grafo original. Apds essa condicao, busca-se pelo somatério dos pesos das arestas que seja o
menor possivel. Esse problema tem variados usos na drea de redes de computadores devido a sua
propriedade de gerar estruturas concisas mas eficientes. Entretanto, mesmo utilizando técnicas
como a programacao linear inteira, o tempo de execucdo para instancias maiores diminui o
seu uso como um recurso pratico. Nesse contexto, pode-se usar a técnica de separacao por
pontos de articulagdo, que se resume em dividir o grafo em diferentes blocos, determinados
por seus pontos de articulacdo, e apds encontrar a resposta do problema para cada uma, uni-las
para formar a resposta final. Essa técnica ainda ndo foi testada e pode proporcionar ganho
de desempenho ao buscar uma resposta 6tima para o problema. Em virtude disso, entende-se
necessdrio testar essa possibilidade. Ademais, levando em considera¢do os casos onde nao
existam pontos de articulac@o, € interessante testar também uma técnica de separagcdo similar
para os grafos cordais baseado em cliques separadores balanceados. A andlise dos experimentos
indicou que a decomposicdo por pontos de articulacdo contribuiu com a redugdo de cerca de
80% do tempo de execucdo no caso médio, em contrapartida com a abordagem baseada em

cliques separadores apresentou piora do tempo de execugao.

Palavras-Chave: Programacao Linear Inteira, Grafos, Arvores, Spanners.



ABSTRACT

The minimum z-spanner tree problem consists of finding a spanning tree where the distances
between any pair or vertices are at most ¢ times that of the original graph. After that, one
searches for a solution where the sum of edge weights is minimized. This problem has many
uses when it comes to computer networks due to its property of creating concise but efficient
graph structures. Nevertheless, even when using techniques like integer linear programming,
the execution time for large instances diminishes its use in a practical sense. In this context,
techniques such as the separation by articulation points, that involves separating different blocks
of the grapph, determined by its articulation points, and after finding the answer for each block,
they are combined to find the proper solution. This technique has not been properly tested and
can result in the gain of performance when searching for an optimal solution for the problem. By
virtue of this fact, it is deemed necessary to properly test this possibility. Furthermore, taking
into consideration the cases where articulation points do not exist, tests are made with a similar
technique for chordal graphs, based on balanced clique separators. Analysis of the experiments
indicated that decomposition by articulation points contributed to a reduction of approximately
80% in execution time on average, in contrast to the approach based on the balanced clique

separator, which resulted in a worsening of execution time.

Keywords: Integer Linear Programming, Graphs, Trees, Spanners.
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1. INTRODUCAO

Em diversas situacdes na area de redes de computadores, utilizam-se grafos para
representar topologias, onde frequentemente € necessdrio atingir um ponto de equilibrio entre o
custo estrutural dessas redes e seu desempenho. Para tal, existem o conceito de #-spanners, que
possuem a propriedade de serem esparsos além de minimizarem as distancias entre os vértices
da topologia (PELEG; SCHAFFER, 1989). Problemas de t-spanners sao apontados quando €

necessario a flexibilidade para lidar com uma ampla gama de topologias (PELEG, 2002).

Geralmente busca-se por uma rede mais esparsa e com menor fator de dilatagdo possi-
vel (PELEG; SCHAEFFER, 1989). No caso, existe certa relacao entre o quanto um grafo € esparso
e o desempenho do roteamento de pacotes na rede. Além disso, topologias mais densas tendem
a requerer mais recursos para manter seu funcionamento ideal. Por meio dessas caracteristicas,
existe possibilidade de aplicar spanners para sistemas distribuidos, como exemplificado pelo
Arrow Distributed Directory Protocol, descrito por Demmer e Herlihy (1998). Ponto pecu-
liar desse protocolo € o uso de um spanner esparso como estrutura para a comunicagao entre

diferentes nodos e repasse de arquivos na rede.

Devido a natureza combinatdria de encontrar t-spanners 6timos, depende-se de técni-
cas como a programacao linear inteira, que permite encontrar solucdes 6timas de maneira mais
agil do que a busca completa. Entretanto, o tempo de execugdo para instancias maiores continua
elevado. Para o problema da arvore t-spanner de peso minimo, o modelo de programacdo
linear inteira apresentado por Braga (2018) é uma ferramenta robusta para tal tarefa. Como ¢é
demonstrado no trabalho de Sousa (2021), € possivel, seguindo alguns critérios, separar o grafo
em blocos biconexos, calcular individualmente suas respostas e uni-las novamente sem perda de
generalidade. Algo similar pode ser feito para os grafos cordais, uma vez que podem ser sepa-
rados por cliques separadores balanceados, principio que Dragan e Kohler (2014) demonstram

em seu trabalho.

Como demonstrado no trabalho de Braga (2018), calcular respostas para instancias
menores € muito mais rdpido do que para maiores instancias. O que leva aindagacao, se é possivel
utilizarmos das caracteristicas de terminados tipos de grafos para conseguir melhoria no tempo
de execucao. Pelo que se tem conhecimento, a aplicacdo direta de métodos de separacao no
contexto do problema da arvore t-spanner de peso minimo ainda nao foi estudada. O objetivo
do presente trabalho é demonstrar como os métodos de separa¢do por ponto de articulacio e por
clique separador balanceado impactam o desempenho do modelo de programacao linear inteira,
quando aplicados no contexto da constru¢do de uma &arvore t-spanner de peso minimo. De
maneira mais especifica, ambos os métodos sdo implementados e integrados ao modelo, sendo
realizados experimentos computacionais para cada abordagem, cujos resultados sdo analisados

e comparados.
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1.1 Resultados

Ao avaliarmos o desemprenho de ambos os métodos de separacdo, os resultados
indicam que o método por pontos de articulacdo fornece ganhos significativos de desempenho,
com reducdo de cerca de 80% no tempo de execucdo. Observa-se também que para instancias
grandes o método apresenta um desempenho melhor, tornando-o uma escolha robusta para
instancias com grande numero de vértices. Por outro lado, a técnica baseada em cliques
separadores balanceados mostrou-se sistematicamente menos eficiente que o modelo de Braga
(2018), sobretudo em grafos de maior escala, devido a baixa reutilizacao das solugdes parciais e
do custo computacional adicional adquirido ao calcular as mesmas. Dessa forma, conclui-se a
viabilidade prética da abordagem por pontos de articulagdo e as limitagdes do método baseado

em cliques separadores balanceados.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

No presente capitulo sdo apresentados os conceitos mais pertinentes para o enten-
dimento desse trabalho. Entre eles, os conceitos bésicos de teoria dos grafos (Secdo 2.1),

Programacio Linear Inteira (Seco 2.2), Spanners e Arvores t-spanner(Segio 2.3).

2.1 Conceitos de Teoria dos Grafos

Segundo Jungnickel (2013), um grafo G € definido por G = (V, E) de forma que
V, sujeito a V # 0, representa o conjunto dos vértices pertencentes ao grafo. O conjunto E,
representando as arestas, € definido como um subconjunto de V, no formato de um par nao
ordenado V x V. Se existe um aresta e € E com suas pontas em u € v, dizemos que v € vizinho
de u, além disso, a notacdo e = vu € usada para se referir a uma aresta. Utilizamos os simbolos
V(G) e E(G) para um grafo qualquer G, que representam o conjunto dos vértices e das arestas

respectivamente, enquanto |V| e |E| a quantidade de itens de cada um deles. Um exemplo de

Figura 2.1: Grafo G composto por V = {v{,v2,v3,v4,Vs} e E = {v{va, vav3, V3vy, V4vs, VsV }

grafo € mostrado na Figura 2.1.

De acordo com Diestel (2018), para um grafo G = (V, E), dizemos que H = (V', E’)
¢ um subgrafo de G, se V' € V e E’ C E. Desse modo, podemos escrever H € G. Caso
V' =V, o subgrafo € denominado gerador. Sempre que H contiver todas as arestas uv € E(G)
onde u,v € V’, consideramos o subgrafo como induzido. Além disso, um subgrafo H de G ¢é

considerado préprio, se H # G.

Um passeio em um grafo G € definido como uma sequéncia de vértices vy, vy, ..., Vy,
tal que toda aresta v;v;y;, onde i = 1,...,n — 1, pertenca ao grafo. Em caso onde nado
houver repeti¢do de vértices, podemos montar a sequéncia de vértices em um subgrafo P C G,
considerado um caminho. Um exemplo de um caminho € visivel na Figura 2.2. De maneira
similar, um ciclo ¢ € representado por um caminho onde v; = v,. Caso ndo existam ciclos

no grafo, ele é considerado aciclico. Em um grafo, € possivel que existam muitos caminhos
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diferentes, entretanto, € 1til pensarmos no menor caminho possivel dentre todos. Entre os
vértices de um grafo G, dg (v, u) representa a distancia percorrida pelo menor caminho entre v
e u, a distancia € medida a partir da quantidade de arestas presentes no menor caminho. Caso

ndo exista um caminho entre v e u a distancia € interpretada como infinita.

Um par de vértices v e u é dito conectado caso exista um caminho entre eles. Se
progredirmos o conceito para o conjunto maior de vértices, podemos dizer que um subgrafo H
€ conexo, se para cada vértice v € V(H) existe um caminho para qualquer outro. Seja H um
subgrafo conexo maximal de G, entdo H € dito como uma componente conexa do grafo G. Se

H = G consequentemente G € um grafo conexo.

V1

A

Vs V2

Co—

Figura 2.2: Grafo G com o caminho P = vs,v3, vy, V2

Em alguns tipos de problema, € proveitoso atribuir direcdes as arestas de um grafo,
esses grafos sdo chamados de grafos direcionados ou digrafos. Um digrafo G = (V, E) é definido
de maneira similar a um grafo nio direcionado, V permanece um conjunto finito representando
os vértices, enquanto E € subconjunto de V no formato de um par ordenado V XV, representando
as arestas. As arestas de um digrafo também sdao chamadas de arcos. Dessa forma, para o arco
e = vu s6 pode se movimentar do vértice v para u. Logo, v € dito como o vértice de comeco e

u como o vértice final.

Para um grafo G = (V, E), se ele for aciclico e conexo, ele € classificado como uma
arvore. Uma arvore pode ter folhas, que sdo definidas como qualquer vértice v que tenha apenas
um vizinho. E possivel selecionar um vértice do grafo e declard-lo como uma raiz, dizemos que
G ¢ enraizado em v. Para todo grafo G existe um subgrafo H que contém todos os vértices de
G, mas contém somente arestas suficientes para que H seja conexo e aciclico, H entdo ¢ dito

como uma arvore geradora do grafo G.

Uma arborescéncia € uma drvore direcionada enraizada, de forma que todos os arcos
apontam para a direcdo contrdria de sua raiz. Se a arborescéncia for adquirida a partir de uma
arvore, ela tem a garantia de descrever os menores caminhos do vértice raiz para qualquer vértice

intermediario ou folha.

Outra abstracdo proveitosa € adicionar peso as arestas de um grafo, tal grafo € de-

nominado como um grafo ponderado. Define-se um grafo ponderado pelo par (G, w), onde
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w : E — R mapeia os pesos de cada aresta. Assim, ao calcular-se as distdncia soma-se 0s pesos
das arestas. Para um grafo ponderado conexo G = (V, E), a arvore geradora de peso minimo &
descrita como um subgrafo gerador H = (V,T) que € aciclico, conexo e onde o peso de 7' é o

menor possivel, como detalha a Figura 2.3. O peso de T € descrito por:

w(T) = Z w(e)

eeT

Seja um Q um subconjunto dos vértices do grafo G = (V, E), se para todo vértice

v € Q, v for vizinho de todas os outros, esse conjunto de vértices denominado uma clique. Para

um grafo conexo G = (V, E), um separador S é caracterizado como um subconjunto dos vértices

de G, de tal forma que, o grafo obtido ao remover S de G tenha mais do que uma componente.

Tal separador é considerado balanceado se o tamanho da maior componente de G \ S seja menor
V]

do que 5. Dessa forma, um clique separador balanceado € um subconjunto de vértices S, onde

S € uma clique, bem como um separador balanceado.

()
V3

Figura 2.3: Em destaque, a arvore geradora de peso minimo de um grafo

Um grafo G é denominado cordal, se qualquer subgrafo induzido de G que seja
um ciclo tenha exatamente 3 vértices. Fato interessante dos grafos cordais apresentado por
Gilbert, Rose e Edenbrandt (1984), € que todo grafo cordal contem uma clique maximal que €
um separador balanceado. Dessa forma permitindo a divisdo do grafo em blocos distintos. Os

grafos das Figuras 2.3 e 2.4 sdo exemplos de grafos cordais.

Um vértice de corte ou um ponto de articulacao, é todo e qualquer vértice v de um
grafo G = (V, E), de forma que, ao remover v de G, o grafo gerado possua mais componentes
conexas do que o original. Todo ponto de articulagdo, por via de regra, € um separador minimo
de G. Por meio dos pontos de articulagdo, € possivel agrupar certos grupos de vértices em
subgrafos conexos distintos. Se gerarmos um novo grafo H onde cada um desses grupos de

vértices € comprimido em um udnico vértice, H € garantidamente uma arvore.
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V3

Vi

V2

Vs

Figura 2.4: Exemplo de grafo cordal, destacando o clique separador maximal

N

Vl\VS

Figura 2.5: Grafo com pontos de articulagdo
2.2 Programacao Linear Inteira

Ao se tratar de otimizacdo combinatdria, € uma drea de estudo que necessita mani-
pulacdo eficiente de recursos, tendo em vista a complexidade dos problemas que ela abrange.
Programacdo Linear Inteira, uma técnica utilizada nessa drea, desempenha papel crucial para
a resolucdo de tais de problemas de maneira agil e exata (NEMHAUSER; WOLSEY, 1999).
Para usar programacao linear inteira é necessdrio a criacdo de um modelo, composto por uma
fun¢do de objetivo, que aponta para o modelo qual solugdo buscar; as condi¢des, que limitam
o espaco de solucdes vidveis; e as varidveis, que definem a instincia do problema. Um modelo

geral assume a forma de:

maXZcx; ax <b,x€eZ

Um problema classico de programacao linear inteira € o problema da mochila. O

problema consiste em uma colecao de itens, cada um com um valor e um peso atribuido. O
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objetivo € selecionar um conjunto desses itens que maximize o valor total dos itens selecionados,

enquanto o somatdrio dos pesos fica abaixo da capacidade da mochila (WOLSEY, 1998).

Assim, n € N se refere ao ntimero de itens e W € R o peso maximo que a mochila
suporta. Parai =1,...,n, x; € B, ¢;,v; € R, onde x; valendo 0 ou 1, representando a escolha
de um item ou ndo para o conjunto de resposta, ¢; € 0 seu peso, € v; € o seu valor. Para garantir
que W ndo seja ultrapassado, € necessario que a condi¢do xjcy + x2¢2 + -+ + x,¢, < W seja

verdadeira. Entdo busca-se pela solu¢cdo onde a soma x;vi +x2vp + - - - + X, v, seja maxima. De

maneira consolidada:

n

max Z XiVi

i
n

sujeito a inc,- <w

1

x; € {0, 1} Vi=1,...,n

Para um modelo de programagao linear inteira, é possivel por meio de um resolvedor

buscar pela solug¢do 6tima.

2.3 Spanners

Para um grafo G = (V,E), denotamos um de seus subgrafos geradores H de ¢-
spanner, se e somente se, para todo par de vértices u,v € V(G) a distancia dg(u,v) é no
maximo ¢ vezes a distancia dg(u,v), onde ¢ € denominado o fator de dilatacdo. O problema
foi primeiro apresentado por Chew (1986) e, posteriormente, o termo spanner foi cunhado por
Peleg e Schiffer (1989). Na forma mais cldssica do problema, G € um grafo ponderado e conexo.
Assim convém o conceito do problema do ¢-spanner de peso minimo, de minimizar o somatério

total das arestas escolhidas para o spanner.

Ao impor um fator de dilatagdo ¢ maior, permitimos que o subgrafo gerador resultante
tenha maiores distancias par a par entre seus vértices. Em troca, caso seja proveitoso, diminui-
se a quantidade de arestas no subgrafo gerador. Em geral, existe uma relacdo inversamente
proporcional entre o fator de dilatacdo e a quantidade de arestas do grafo: se mantivermos ? fixo,
entdo existe maior chance de encontrar uma resposta que nao tenha todas as arestas do grafo;
em contrapartida, se diminuirmos a quantidade de arestas, o t minimo para uma resposta vidvel

tende a aumentar. Nesse contexto, podemos pensar em exigir que o subgrafo gerador seja uma
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arvore, dessa forma mantemos a conectividade e resumimos ao maximo as arestas do subgrafo.

Ao adicionar tal condi¢@o, geramos entdo o problema da drvore ¢-spanner de peso minimo.

Figura 2.6: Arvore t-spanner de peso minimo onde ¢ = 2
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3. TRABALHOS RELACIONADOS

Durante esse capitulo, sao apresentados trabalhos relacionados ao problema da arvore
t-spanner de peso minimo, bem como spanners no geral. Foco especial € direcionado aos

trabalhos que utilizam programacdo linear inteira como abordagem principal.

Desde as primeiras abordagens dos problemas de spanner, busca-se por maneiras de
encontrar spanners mais esparsos, ou seja, com menor quantidade de arestas possivel. Natural-
mente, esse processo leva ao problema da arvore t-spanner de peso minimo (PELEG; SCHAFFER,
1989).

Na tese de Braga (2018), com o objetivo de abordar o problema da arvore t-spanner de
peso minimo e o problema do z-spanner de peso minimo, o autor apresenta as primeiras formu-
lacdes de programacao linear inteira especificas para o problema, além de testes computacionais
em grafos aleatdrios.

Dando énfase ao problema da arvore t-spanner de peso minimo, foram apresentados
dois modelos, um com roétulos e o outro sem. Ambos os modelos sdo baseados na ideia de
arborescéncias, que permitem o mesmo a ser eficiente e de tamanho polinomial referente a G. O
principal diferencial entre os modelos € a maneira como se lida com as distancias, essas podem
ou ndo ser armazenadas em varidveis proprias, descrevendo o modelo sem rétulos e modelo com
rétulos, respectivamente. Além disso, como demonstrado por Braga (2018), o uso de rétulos no

modelo ocasiona melhoria de desempenho.

Posteriormente, Sousa (2021) reavaliou os modelos apresentados por Braga (2018) e
introduziu duas novas formulagdes, uma delas aprofundou mais a regido vidvel do problema.
Além disso, € necessdrio ressaltar a ideia de decomposicdo de blocos que o autor apresentou.
Separando o grafo em blocos por meio de vértices de articulagdo, é possivel avaliar cada
bloco separadamente e depois unir o resultado de cada bloco. Sousa (2021) ressaltou que ha

possibilidade de tal técnica resultar em melhor desempenho.

Com o objetivo de implementar uma solu¢d@o para o problema da arvore t-spanner de
peso minimo e possivelmente atingir melhorias por meio de heuristicas, Vasconcellos e Miyazawa
(2022) realizam testes computacionais com diferentes tipos de grafos se baseando na formu-
lacdo de Braga (2018). Os resultados destes demonstraram maior performance do modelo de

arborescéncias ao se tratar de classes especificas de grafos, como os grafos planares e bipartidos.

Um dos primeiros algoritmos gulosos para o problema do problema do z-spanner de
peso minimo € apresentado por Althofer et al. (1993), se baseando no algoritmo de Kruskal para
o problema da drvore geradora de peso minimo. Comparagdes de diferentes heuristicas foram
feitas por Chimani e Stutzenstein (2021), testando-as em varios tipos de grafos diferentes, o que

real¢ou o algoritmo de Althofer et al. (1993) como uma das heuristicas mais performéticas.
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No trabalho de Dragan e Kohler (2014), foi demonstrado, para o problema do ¢-
spanner de peso minimo, um algoritmo de aproxima¢do com um conceito de separa¢do por
discos balanceados, com generalizacdo para grafos cordais. Um ponto particular desse trabalho
foi a especificidade aos grafos cordais, como mencionado pelo autor, um grafo cordal pode ser
quebrado em blocos de subgrafos cordais por meio de um clique separador, e esses transformados

em arvores spanners.

Miranda e Sinnl (2019) trataram de outro problema relacionado, o problema da drvore
r*-spanner. Esse problema € uma variacdo do problema da arvore t-spanner de peso minimo,
que encontra o menor fator de dilatacao ¢ possivel para um grafo especifico, tal que para esse
fator exista uma arvore t-spanner. Os autores desenvolveram duas formulagdes de programagao

linear inteira, as primeiras na literatura a resolver o problema de maneira exata.

Ao se tratar dos testes computacionais realizados pelos autores, demonstra-se uma
conclusao interessante, de que ao menos 40% das arestas presentes na arvore geradora de peso
minimo fazem parte da solucdo 6tima no caso médio. Logo, s@o fortes candidatas para a solugao
final.

Com relacdo aos trabalhos apresentados nessa secdo, se faz necessdrio apontar um
padrdao. A maioria das heuristicas abordadas tem seu desempenho marcado pela classe de grafo
para a qual elas sdo aplicadas. Nao somente isso, mas o tamanho das entradas para os testes
computacionais é razoavelmente baixo. Por via de regra, dizer que existe correlacio entre a
classe de um grafo e um resultado 6timo do algoritmo € apropriado. Além disso, Sousa (2021),
Dragan e Kohler (2014) demonstram que € possivel repartir o grafo original em blocos. Existe
entdo a possibilidade de que, se o grafo for dividido, haja melhorias ao seu desempenho. Tudo
i$s0, motiva uma investigacdo aprofundada das peculiaridades de cada classe e torna relevante
uma avaliacdo do comportamento dos métodos de separacdo para ganho de desempenho. No

presente trabalho, sdo exploradas tais questoes.
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4. METODOLOGIA

No presente capitulo, sdo elucidados os passos realizados no desenvolvimento desse

trabalho. Cada etapa representa uma visao geral dos objetivos cumpridos.

Implementacao do modelo de Braga (2018). Como primeiro passo, foi implementar
o modelo desse autor. Como o objetivo do presente trabalho € estudar possivel melhoria de
desempenho, foi escolhida a linguagem de programacdo C++ devido a sua ampla biblioteca de
templates (STL) e sua velocidade em comparacdo com outras linguagens. Em compromisso
com essa escolha, também foi feito o uso do Gurobi (2025), resolvedor de programacdo linear

inteira com licenca gratuita para estudantes.

Implementacdo dos métodos de separacio por ponto de articulacio e por clique
separador balanceado. Em relacdo ao método por pontos de articulacao, foi implementado o
algoritmo de busca em profundidade modificado, descrito por Hopcroft e Tarjan (1973), para
encontra-los. Ja para o método de clique separador balanceado, o artigo de Blair e Peyton
(1993) delimita um algoritmo util para tal tarefa. Além disso, foi utilizado o algoritmo de
Giustina, Prezza e Venturini (2019) para encontrar o clique separador balanceado de cada ins-
tancia.

Integracao dos métodos de separacio com o modelo. Devido a natureza de cada
método de divisao, foi necessdrio realizar a integragao adequada com o modelo. A separagdo
por ponto de articulagdo foi a mais ficil, afinal, é somente necessdrio unir os resultados de
cada bloco, para obter a solucdo final. J4 para o método por clique separador balanceado, foi
necessdrio repassar os resultados dos blocos novamente pelo modelo para garantir uma resposta

exata.

Coleta e gerarao de instancias de teste. Foi realizado um levantamento das instancias
testadas em trabalhos relacionados, como o trabalho de Sousa (2021). Entretanto, para os
propositos do nosso trabalho essas nao foram as mais apropriadas para uso. Para a realizacdo
dos experimentos, foi gerado um nimero razodvel de instancias para cada uma das classes,
nomeadamente grafos com pontos de articulagdo e grafos cordais. Ademais, foi utilizada a
ferramenta NetworkX que contém varios métodos uteis para a geracdo de grafos das classes
citadas (HAGBERG; SCHULT; SWART, 2008).

Realizacao dos experimentos. Cada um dos métodos foi testado para suas respectivas
instancias: o modelo original para todas as instancias, o modelo integrado com o método do
clique separador balanceado para os grafos cordais e o modelo integrado com o método de
separacdo por pontos de articulacdo para grafos que possuam essa caracteristica. O modelo
original foi utilizado para a comparagdo dos resultados. Para os casos de teste, o tempo de

execugao foi o principal critério de comparagao.
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Anélise dos resultados obtidos nos experimentos. Apoés a realizagdo dos experi-
mentos, foi realizada a compilacao dos resultados e a comparacdo do desempenho dos diferentes
métodos. Isso foi feito com o intuito de elucidar possiveis tendéncias presentes no desempenho
do algoritmo. Ao se tratar do método por pontos de articulagdao, também foi comparado o
tamanho médio de cada bloco, em quantos blocos uma instancia fora dividida e tempo médio de
execugdo por classe. Enquanto no método para os grafos cordais, somente o tempo de execugdo

foi levado em consideracao.
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5. METODO DE RESOLUCAO

O presente capitulo descreve em detalhe o modelo de programacgdo linear inteira de
Braga (2018) junto de ambos os métodos de separagdo, além dos algoritmos utilizados para sua

implementagdo e integracgao.

51 Modelo de Programacao Linear Inteira

O modelo de Braga se embasa na ideia de enraizar arborescéncias em cada vértice
do grafo, as quais, quando sobrepostas, permitem o cédlculo das distdncias entre os pares de
vértices possiveis contidos no grafo. Dentre as formulacdes apresentadas em seu trabalho, foi
escolhida a formulacdo “com rétulos”, a qual dedica varidveis a essas distancias e apresentou
um desempenho melhor do que sua contrapartida (BRAGA, 2018).

Para gerar as arborescéncias de um grafo G = (V, E), € necessdrio converté-lo em
um digrafo D = (V,A), tal que A = {(i, ), (j,i) | Vij € E(G)}. Entdo criamos para cada
vértice v € V(D) uma arborescéncia, por meio da varidvel bindria zl.vj que representa se a aresta

(i, j) € A pertence a arborescéncia enraizada em v.

D=1 Vv eV, Vk e V\ {v} (5.1)
ijeA

j=k

g =0 VvieV (5.2)
ivEA

Xe =2} +2 Ve=ij € A,Yv eV (5.3)
zfje{O,l} Vij € A,Vv eV

x. € {0,1} Ve = E

As restrigoes (5.1) e (5.2) s@o responsdveis, respectivamente, por assegurar que todo
o vértice i # v tenha grau de entrada igual a um e que nao exista nenhum vértice que entre na
raiz v. Isso garante que exista no mdximo um caminho de um vértice a outro. Contudo, ndo
¢ suficiente para garantir que as arestas escolhidas formem uma componente conexa ou que as
arborescéncias possam ser sobrepostas. A restricao (5.3) entdo determina que, se uma aresta for
escolhida, ela deve estar presente em todas as arborescéncias. Caso contrdrio, ela ndo faz parte
da solugdo para o problema; ela também garante que todas as arborescéncias formam somente

uma componente conexa, além da propriedade de sobreposic¢ao.
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w) —ul+ (kij +wij)z); + (kij —wip)z); < kij Vij € A,Vv eV (5.4)
] + (kv +wyi)zy; <= ky; Vij € A,¥v eV (5.5)

y=0 Yy eV (5.6)
' =ul VijeVv  (5.7)
uh S 1wy Vij eV (5.8)
uj €R* YvieV

Em relagdo as distancias, declaramos a varidvel u! € R* que representa a o peso do
caminho daraiz v até o vértice i e a constante k;; = t*dg (i, j) que representa o limite da distancia
para que a resposta respeite o fator de dilatacdo t. Ao unir as restri¢des (5.4), (5.5) e (5.6), é
garantido que as arborescéncias aderem ao fator de dilatacdo. Em aderéncia as propriedades de

sobreposicao e de dilatacio sdo impostas as restrigdes (5.7) e (5.8).

mianewe Ve € E
ecE

S.a

er =|V|-1 Ve € E (5.9)
ecE

D=1 VeV, VkeV\ {v}
ijeA

j=k

> a,=0 Vij e A,¥v eV
iveA

xe:zt")j-'-z‘j}'i Ve:ijEA,VVEV
uj — u; + (kij + Wij)Zl‘-}j + (kij — Wij)z})'i < kij Vij e A,Vv eV

w + (kyi +wyi)zy; <= ky; Vije A Vv eV
y=0 YveV

uly = u Vij eV

M;<I'Wij VijeV

uj €RY Vvi eV

z; €{0,1} Vij € A Vv eV

x. €{0,1} Ve = E
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Como tltima etapa € necessdrio adicionar uma restricao para limitar as arestas e forcar
a resposta final a ser aciclica — restri¢ao (5.9), além de definir a fun¢do objetivo que se resume
ao somatorio do peso das arestas escolhidas. A unido daquilo que foi apresentado representa a

implementac¢do do modelo com rétulos de Braga (2018).

5.2 Separacao por Ponto de Articulacao

Grafos que contém pontos de articulagdo podem ser convertidos em uma arvore bloco-
articulac@o, onde as componentes biconexas presentes no grafo original umas vez separadas por
um vértice de corte formam os nodos da arvore. Essa propriedade € til, visto que a separagao
ocorre sem perda da generalidade e permite a jun¢do de arvores geradoras obtidas para cada
bloco de maneira simples (SOUSA, 2021). Entretanto no contexto do problema da arvore z-
spanner de peso minimo essa separac¢do nao garante a propriedade do fator de dilatacio, afinal se
considera somente o fator de dilatacao dos blocos separadamente. Em fung¢do disso, € necessario
garantir se o grafo resultante ap6s a jungdo € de fato t-spanner, o que durante os experimentos

computacionais se demonstrou suficiente.

Existem diversos algoritmos que geram a drvore bloco-articulagao de um determinado
grafo, 0o mais comum na literatura € aquele demonstrado por Hopcroft e Tarjan (1973), o que além
de calcular os pontos de articulagcdo também prové os blocos. Repassa-se entdo as componentes
para o modelo de Braga (2018), e aplica-se um algoritmo de distdncias minimas na unido dos

resultados. Um pseudocddigo e apresentado no Algoritmo 1.

O algoritmo utiliza o tempo de descoberta dos vértices durante a busca por profun-
didade, mantendo um vetor do tempo de entrada e um vetor com o menor tempo dentre os
proximos vértices na ordem da busca. Durante a busca os vértices visitados sdo armazenados
em uma pilha, que ao se detectar um ponto de articulagdo, € esvaziada até tal. Os vértices
removidos da pilha constituem uma componente biconexa, que € armazenada no conjunto de
blocos. A deteccdo ocorre quando a busca chega a um vértice u, onde um dos seus vizinhos ja
marcados v tem seu tempo de entrada menor do que o tempo minimo de entrada de v. Em outras
palavras, isso significa que nao € possivel chegar a outro vértice fora da subarvore u sem passar
por v no caminho, assim « € um ponto de articulacdo. Isso também se aplica no caso onde o
grafo ou partes dele tenham a estrutura de uma 4rvore degenerada, onde todos os vértices exceto

araiz e os nodos folha sdo pontos de articulacao.
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Algoritmo 1: Algoritmo adaptado de Hopcroft e Tarjan

Entrada: Grafo conexo G = (V, E); vetor booleano apt[1...|V|]; vértices u e
p; tempo inicial ¢; pilha st; conjunto de componentes biconexas B

Function DFS (u, p):

in, < low, «—t+1;

te—1t+1;

st.push(u);

foreach v € Ng(u) do

if v # p then

if in, = 0 then

DFES (v, u);

low, «— min(low,,low,);

if low, > in, then

apt, < (in, > 1) V (in, > 2);

S«—0;

[ « o0

B

while [ # v do
[ « st.pop();
S — SU{l};
end
B~ BUS;
end
end
end
else
low, «— min(low,,low,);
end
end

53 Separacao por Clique Separador Balanceado

No contexto dos grafos cordais, existem propriedades que se assemelham ao descrito
na secdo anterior. A tentativa de separar o grafo pelo clique separador balanceado vem de uma
jun¢do da proposta de separador apresentada por Sousa (2021) e a heuristica apresentada por
Dragan e Kohler (2014).

Uma 4rvore de cliques, como o nome implica, transforma as cliques contidas dentro de
um grafo em nodos, permitindo entdo o uso das propriedades de uma arvore no grafo. Todo grafo
cordal pode ser convertido em uma drvore de cliques. Como descrito por Blair e Peyton (1993),
€ possivel utilizar uma busca por cardinalidade maxima modificada para encontrar arvore de
cliques geradora maximal, bem como a ordem de eliminagdo perfeita, o que ja propicia o teste
se o grafo € de fato cordal.
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Utilizando a estrutura da arvore gerada pode-se encontrar um vértice central, o qual
cumpra o papel de um clique separador balanceado. Um centroide é um vértice que, quando
retirado da drvore, todas as novas subdrvores geradas terdo tamanho menor do que a metade
da quantidade de vértices da arvore original. Para encontrar tal vértice utilizamos o algoritmo
descrito por Giustina, Prezza e Venturini (2019). Quando aplicado a uma arvore de cliques é
necessdrio modificar o algoritmo para considerar a quantidade de vértices do grafo original e

nao da arvore de cliques. Um pseudocddigo € apresentado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Algoritmo para encontrar centroides

Entrada: Grafo conexo G = (V, E); Arvore Geradora Méxima de Cliques
T = (D, F); vetor de cliques g[1...|D|], vetor de inteiros auxiliar

dp[1...|D]|]; vértices x e p; conjunto de centroides C
Function DFS_CENT (x, p):
dpx < |qxl;

b «— verdadeiro;
foreach i € Ny(x) do
if i # p then
DFS_CENT (i, x);
dpy < dpx +dp;;
if dp; > Y1 then

‘ b « falso;
end
end
end

if V| - dp, > Yl then
‘ b «— falso;

end

if b then
‘ C « CUux;

end

E necessdrio pontuar que o método descrito nio necessariamente encontra o clique
separador balanceado para o grafo original, mas cumpre o papel de encontrar um candidato bom
para a separacao. Outro fator € a possibilidade de existirem dois centroides diferentes para uma
arvore especifica, para os propdsitos do método de separacdo a escolha de um sobre o outro foi

desconsiderada.

Ap6s encontrar um centroide, é feita uma busca em profundidade a partir de cada
vértice no grafo original, a qual € descrita pelo Algoritmo 3. Quando € encontrado um vértice
que faz parte do separador a busca termina e os vértices visitados sdo declarados como um
conjunto. Esses conjuntos entdo podem ter suas respostas calculadas por quaisquer métodos
relevantes. No caso, foram realizados testes com o modelo de Braga (2018) e a drvore geradora

de peso minimo. A separagdo feita ndo garante que, ao se juntar as solugdes parciais obtidas para
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cada parte, obtenha-se uma solugdo 6tima para o grafo como um todo. Por isso, € necessario

repassar aquilo jd calculado como solugdo inicial para o modelo e resolvé-lo novamente.

Algoritmo 3: Algoritmo de formacdo de blocos

Entrada: Grafo conexo G = (V, E); conjunto de vértices Q, representando o
clique separador balanceado; vetor booleano m[1...|V|]; vértice x;
conjunto de vértices B representando o bloco atual

Function DFS_BLK(x):

if m, = falso then

B «— BUux;

if x ¢ O then

m, <« verdadeiro ;
foreach i € Ng(x) do
| DFS_BLK (i);
end
end
end
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6. RESULTADOS

Nesse capitulo serdo apresentados os resultados obtidos com os experimentos compu-
tacionais, assim como uma analise dos mesmos. Além disso, as carateristicas do ambiente de

execugdo e os critérios de geracdo de instincias para cada método de separacgao.

6.1 Instancias

Para a realizac@o dos experimentos computacionais foram utilizadas instancias geradas
aleatoriamente. De maneira similar a geracao apresentada por Braga (2018) e Sousa (2021) foram
utilizados os seguintes parametros: a quantidade de vértices de cada grafo n e a probabilidade
geral p, que € utilizada de maneira variada dependendo do método de geracdo. Ao se tratar das
distribuicdes de peso w das arestas, para cada aresta é dado um peso gerado aleatoriamente. E
necessdrio pontuar que, para cada instancia gerada, sao atribuidos diferentes valores do fator de
dilatacdo ¢, ou seja, para um mesmo grafo sdo testados vdrios fatores de dilatacdo diferentes.
Além disso, sdao geradas 10 instancias para cada combinagdo de n e p, o que equivale a 960
instancias no total. Devido as diferencas de cada classe de grafo, o conjunto de valores de  muda
dependendo do método de separagdo. Em relacdo ao tempo limite de execugdo, foi declarado
como no mdximo 3600 segundos. De forma mais especifica os valores dos parametros utilizados

sao distribuidos em:

n € {25, 30,40, 50, 60, 70}

p €{0.3,0.5,0.7,0.8}

w € [1,1000]
* Para os métodos de separagdo:

— Por ponto de articulagdo: ¢ € {2, 3,4, 10}

— Por clique separador balanceado: t € {3,4, 10,20}

Para instancias do método de separagcdao por pontos de articulagdo, usou-se a estra-
tégia de gerar um grafo inicial com o seu tamanho variando de 30% a 80% do tamanho final
do grafo. Em diferentes rodadas, os vértices remanescentes sdo selecionados aleatoriamente
para gerar um grafo adicional, que é unido ao grafo inicial até que o tamanho esperado seja
atingido. Dessa forma € mais facil gerar grafos que tenham a estrutura desejada. O método
connected_watts_strogatz_graph disponibilizado pela biblioteca NetworkX, foi utilizado para a
geracdo do grafo inicial e dos grafos adicionais (HAGBERG; SCHULT; SWART, 2008). Vale
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ressaltar que no caso das instancias com pontos de articulacdo, foi estipulado que para cada
instancia, a mediana do tamanho dos blocos deve ser superior a 3. A razdo disso € minimizar a

quantidade de blocos de solugdo trivial, sem exclui-los totalmente.

Para as instancias da divisdo por clique separador balanceado, utilizou-se do método
extended_barabasi_albert_graph, devido sua capacidade de gerar grafos densos ou esparsos
dependendo da probabilidade fornecida, dessa forma permitindo maior variacao entre a estrutura
dos grafos gerados. Entretanto € necessdrio garantir que o grafo seja cordal e conexo. Para isso,
foi aplicado o método complete_to_chordal_graph, o qual garante a cordalidade das instancias.
Caso o grafo resultante nio fosse conexo, entdo o processo era repetido. Ambos métodos sdao

disponibilizados pela biblioteca NetworkX.

6.2 Ambiente computacional

Para a resolucdo do modelo utilizamos o resolvedor matematico Gurobi (2025) -
versao 12.0.3 e para implementacdo dos algoritmos a linguagem de programacgdao C++, de-
vido seu desempenho e sua extensiva biblioteca de estruturas de dados. Para gerar as instan-
cias foram criados programas na linguagem Python com a assisténcia da biblioteca NetworkX
(HAGBERG; SCHULT; SWART, 2008). A maquina utilizada para a execu¢ao possui o proces-
sador Intel 17-8750H (12 cores) @ 4.100GHz e 16GB de mémoria RAM, assim como o sistema

operacional Artix Linux - Kernel 6.17.7-artix1-1.

6.3 Separacao por Pontos de Articulacio

Nessa subsecdo sdo detalhados os resultados obtidos apds a resoluc@o das instancias.
Para cada instancia foi registrado o tempo de execu¢do para o modelo e para o método de
separacdo, o valor encontrado, o nimero de blocos e pontos de articulagdo além o tamanho
médio dos blocos. Além disso, a partir dos resultados foi calculada a diferenca pareada, que
calcula o percentual da diferenca entre o tempo para o modelo matematico e o método de
separacdo. Vale ressaltar que para todas as 960 diferentes execugdes, os valores encontrados
pelo modelo de programacdo linear inteira e 0 método de separacdo foi o mesmo, assim nao

foram incluidos nas métricas.
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Modelo Original Separacdo por ponto de articulagdo
N.2 de Vértices | Tempo médio | Tempo total | Tempo médio Tempo total Meg?gi;f?g;?;ual
25 0,23 36,16 0,07 11,79 67,39%
30 0,58 93,45 0,23 36,10 61,37%
40 3,14 502,01 0,92 147,50 70,62%
50 4,34 695,19 0,07 165,65 76,17%
60 22,47 3595,48 1,04 694,56 80,68%
70 35,67 5706,81 4,34 1025,40 82,03%
Total: 11,07 10629,09 2,17 2081,00 80,42%

Tabela 6.1: Tempos de execucdo para o modelo original e para o método de separacdo em
relacdo ao numero de vértices, assim como a melhora relativa ao tempo total

Modelo Original Separagdo por ponto de articulagdo
N.? de Blocos | Tempo médio | Tempo total | Tempo médio Tempo total Melhoria Percentual
3 12,46 10203,20 2,37 1943,89 80,95%
4 2,96 284,52 1,14 109,18 61,63%
5 3,17 88,84 0,60 16,72 81,19%
6+ 3,28 52,48 0,70 11,17 78,71%

Tabela 6.2: Relacdo entre o nimero de blocos e a melhoria no tempo de execucao

Modelo Original Separacdo por ponto de articulagio
Tamanho Médio . L .
Tempo médio | Tempo total | Tempo médio Tempo total Melhoria Percentual
dos Blocos
[3, 10) 0,85 185,69 0,24 53,28 71,30%
[10, 14) 1,92 568,93 0,55 164,03 71,17%
[14, 20) 5,62 764,06 1,34 182,29 76,14%
[20, 24) 29,58 9110,36 5,46 1681,36 81,54%

Tabela 6.3: Relacdo entre o tamanho médio dos blocos e a melhoria no tempo de execucao

Como € observado na Tabela 6.1, percebe-se que, conforme o tamanho das instancias
cresce, a melhoria em relagdo ao modelo original também aumenta, culminando em cerca de
80% ao compararmos o tempo total para todas as instancias. Esse comportamento também €
visto na Tabela 6.3, afinal o tamanho médio dos blocos esta diretamente relacionado ao tamanho
da instancia. Em contrapartida, as informagdes apresentadas pela Tabela 6.2, ndo aparentam
nenhuma correlagao relevante dentre o tempo de execugdo dos diferentes métodos e a quantidade

dos blocos ao olharmos para a porcentagem de melhoria.

Como € evidenciado na Figura 6.1 nem sempre a separacdo resulta em ganho de
desempenho previsivel, na verdade € possivel identificar casos em que ocorrem perdas atipicas no
desempenho. Acredita-se que isso ocorre devido a elevada variancia dentre o tempo de execugdo

para o método original e o de separacdo. Um exemplo disso € a instancia i463_40_0.8_4.txt
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cujo tempo de execugao aumentou de 0,19 segundos no modelo original para 38,86 segundos

quando aplicado o método de separacgdo.

Método
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Figura 6.1: Tempos de execucdo de cada instancia para o método original e a separagdo. O

estilo dos pontos indica qual algoritmo apresentou melhor desempenho.

Uma provavel explicagdo para esse comportamento € que, quando o modelo € execu-

tado para o grafo em sua totalidade existem maiores chances de poda das respostas subdtimas

T
1000

e invidveis. Dessa forma, o modelo tende a checar um maior conjunto de possibilidades ocasi-

onando e com isso maior tempo de execucdo. Entretanto, a relacdo inversa também se aplica,

j& que ao separarmos o grafo, diminuimos a regido vidvel bem como o tempo de execu¢do. Em

outras palavras, acredita-se que a diferenca entre os tempos advém do quanto cada instancia €

afetada por essas propriedades.

Os dados apresentados sugerem que, além do fatores relacionados ao ndmero de

vértices, os demais fatores estruturais do grafo t€m pouca influéncia no desempenho do método

de separacdao. Uma vez que ndo se observa uma tendéncia clara ao comparar o desempenho em

funcado desses. Torna-se mais adequado analisar, de forma geral, o tempo de execucdo de cada

método frente ao conjunto de instancias.

Ademais, como o apresentado no perfil de desempenho presente na Figura 6.2, ambos

os métodos apresentam crescimento exponencial de tempo em relacdo ao nimero de vértices
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das instancias. Mas o crescimento ¢ muito mais lento para a separagdo, em especial para os
casos maiores, demonstrando ser um método robusto para tal circunstancia. A partir disso, €
possivel afirmar que aplicar o método de separagdo por ponto de articulacdo ocasiona em notavel

melhoria de desempenho.

Escala Linear Escala Logaritmica

Método 104 4 Método
10000 4 — Original —— Original
Separagao Separagao

103 4
8000 4

102 4
6000

10! 4
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T T T T T T T ——— T ——— T ——— T
0 200 400 600 800 1000 10° 10* 10? 10°
Instancias Instancias

Figura 6.2: Tempo acumulado apds a execugdo de cada instancia

6.3.1 Separagao por Clique Separador Balanceado

Nessa subsecdo sdo apresentados os resultados obtidos para as instancias cordais.
Para tal, foram realizados os testes com o modelo original de Braga (2018), e para o método
de separacao, foi utilizado tanto o modelo original quanto a MST para o célculo das respostas
parciais. Diferentemente da separagdo por ponto de articulacdo, devido as caracteristicas do
método cordal, ndo foi realizada a captura de demais dados estruturais além em das informacoes

basicas das instancias, resumindo-as ao tempo de execugdo para cada variacdo do método de

resolucdo.
Modelo Original Separacdo/Modelo
N.? de Vértices | Tempo médio | Tempo total | Tempo médio | Tempo total | Diferenga Percentual
25 0,54 86,61 0,74 117,72 -35,93%
30 1,60 256,00 2,50 399,60 -56,10%
40 9,85 1575,43 14,81 2369,96 -50,43%
50 18,25 2920,21 26,97 432247 -48,02%
60 46,79 7486,14 82,00 13119,84 -75,25%
70 109,78 17565,48 172,51 75168,29 -327,93%
Total: 31,14 29889,86 49,74 95497,88 -219,50%

Tabela 6.4: Tempos de execucdo para o modelo original € o método por clique separador
balanceado utilizando o modelo para calcular as respostas parciais em relagdo ao nimero de
vértices, assim como a diferenca relativa ao tempo total
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Modelo Original Separacao/MST
N.? de Vértices | Tempo médio | Tempo total | Tempo médio | Tempo total | Diferenca Percentual
25 0,54 86,61 0,52 83,80 3,24%
30 1,60 256,00 1,57 250,96 1,97%
40 9,85 1575,43 10,39 1662,26 -5,51%
50 18,25 2920,21 18,70 2992,24 -2,47%
60 46,79 7486,14 47,47 7594,48 -1,45%
70 109,78 17565,48 124,11 19857,23 -13,05%
Total: 31,14 29889,86 33,79 32440,98 -8,54%

Tabela 6.5: Tempos de execugdo para o modelo original e para o método por clique separador
balanceado utilizando a MST para calcular as respostas parciais em relagdo ao numero de
vértices, assim como a diferenca relativa ao tempo total

Como € demonstrado nas Tabelas 6.4 € 6.5, 0 método em abas suas variagdes teve pior
desempenho que o modelo de Braga (2018) no geral. Em contra partida aos resultados expostos
na subsecdo anterior, o método de separagcdao apresentou perda significa de desempenho para
as instancias com maior numero de vértices. Isso ocorreu principalmente quando a separagdo
utilizou o modelo para o calculo das respostas parciais, 0 que ocasionou em um aumento muito
além do esperado ao tempo, o que ndo ocorreu com a resolugdo por heuristica, que apresentou
melhora marginal no tempo de execugdo para casos com poucas vértices. O desempenho dos

modelos pode ser averiguado na Figura 6.3.
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Figura 6.3: Tempo acumulado apds a execucdo de cada instancia

A provavel explicacdo para tal comportamento, € que ao calcularmos a resposta local
6tima, existe pouco aproveitamento das arestas escolhidas pelo modelo na resposta final, além
do custo de tempo adicional devido sua utilizagdo. O que também engaja com o fato da resposta
aproximada ter tido melhor desempenho nos casos com tamanho menor, afinal existe menor
quantidade de escolhas dentre as arestas, e entdo fica mais fécil a resposta final se assemelhar a

heuristica. Isso levanta a questdo sobre a viabilidade de uma heuristica capaz de oferecer bom
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aproveitamento tanto para a resposta local quanto a global, ou se existe outra caracteristica dos
grafos cordais que permitam o cédlculo da resposta de maneira mais rdpida quando integradas ao

modelo.
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7. CONCLUSAO

Nesse trabalho foram abordados dois diferentes métodos de separacao de grafos no
contexto do problema da arvore ¢-spanner de peso minimo com o objetivo de averiguar seus

efeitos no desempenho do modelo de programagao linear inteira de Braga (2018).

Pela anélise dos resultados, podemos afirmar que o método por ponto de articulagdo se
destacou com ampla melhoria de desempenho. Apesar das inconsisténcias aparentes para alguns
casos especificos, levando em consideracao o contexto geral das instancias, apresentou reducdo
em média de cerca de 80% tempo de execu¢do. Além disso, se demonstrou robusto frente a
grafos com maior nimero de vértices. O método por clique separador balanceado, por sua vez
apresentou uma piora geral para o tempo de execucdo. Entretanto existem diferentes formas
de abordar a classe dos grafos cordais. O uso de heuristicas para o caso cordal demonstrou-se
mais vantajoso do que o uso puro do modelo, como implementado no método por ponto de
articulac@o. Até onde se sabe, utilizar os centroides de uma 4rvore de cliques para determinar
bons candidatos para separadores balanceados € algo que ainda ndo foi devidamente estudado
na literatura. Existe chance desse método levar a uma resposta 6tima ou ser uma boa heuristica

para encontrar separadores.

Algo que ainda nio foi averiguado € o impacto do uso de diferentes heuristicas para
calcular respostas boas para os nés da arvore geradora de cliques maximal e repassar esses
entdo ao modelo, além disso pode-se utilizar de outras estruturas como um grafo de cliques
para conter diferentes partes do grafo. Também nao foi testado utilizar a ordem de eliminagao
perfeita presente nos grafos cordais para gerar uma resposta 6tima gradualmente. Devido ao bom
resultado do método por pontos de articulacao, € possivel que haja similar ganho de desempenho

para outras classes de grafos. Tais possibilidades sdo deixadas como trabalho futuro.
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