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RESUMO

O desenvolvimento do pensamento computacional e a capacidade de projetar solu-
cOes corretas e eficientes sdo competéncias fundamentais para estudantes e profis-
sionais da area da computacdo. Nesse contexto, as competicbes de programacao,
como a Maratona de Programacéo da SBC, desempenham um papel crucial no apri-
moramento dessas habilidades. Este trabalho tem como objetivo contribuir para o
treinamento nessas competicdes por meio da analise detalhada de quatro problemas
de dificuldade média e elevada, oriundos de edicdes recentes da Maratona de Progra-
macao da SBC. A metodologia adotada consiste na introducao de conceitos teoricos,
na descrigcao dos problemas e de suas solugdes, na implementagao das abordagens
em C++, na andlise de complexidade de tempo e de espago e na discussédo sobre
limitacdes e alternativas possiveis. A corretude das solucdes foi validada por meio de
submissdes na plataforma Codeforces. O conjunto de problemas que compde este tra-
balho envolve algoritmos gulosos, busca completa, aritmética modular, grafos e busca
binaria. O resultado € um material de apoio que conecta teoria e pratica, auxiliando
na preparacao de estudantes para competicoes de programacao.

Palavras-Chave: Programacao Competitiva, Algoritmo Guloso, Busca Completa, Gra-
fos, Busca Binéria.



ABSTRACT

The development of computational thinking and the ability to design correct and efficient
solutions are fundamental competencies for students and professionals in the field of
computing. In this context, programming contests, such as the SBC Programming
Marathon, play a crucial role in strengthening these skills. This work aims to contribute
to training for such competitions through a detailed analysis of four medium and high
difficulty problems drawn from recent editions of the SBC Programming Marathon. The
methodology adopted consists of the introduction of theoretical concepts, the descrip-
tion of the problems and their solutions, the implementation of the approaches in C++,
the analysis of time and space complexity, and the discussion of limitations and possi-
ble alternatives. The correctness of the solutions was validated through submissions
on the Codeforces platform. The selected problems involve greedy algorithms, com-
plete search, modular arithmetic, graphs, and binary search. The result is a supporting
study resource that connects theory and practice, assisting students in preparing for
programming contests.

Keywords: Competitive Programming, Greedy Algorithm, Complete Search, Graphs,
Binary Search.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento de habilidades logicas, do pensamento computacional
e da capacidade de abstracdo € imprescindivel para estudantes da area da compu-
tacdo, sejam aqueles que desejam seguir uma carreira académica ou ingressar no
ambito profissional (WING, 2006). Nesse contexto, as competicées de programacao
destacam-se como atividades que promovem grande aprendizado em projeto e analise
de algoritmos, além do aprofundamento em estruturas de dados e técnicas de otimi-
zagdo. Esses conhecimentos transcendem o ambiente competitivo e aplicam-se as
mais diversas areas da computacao, constituindo também competéncias valorizadas
no mercado (SBC, 2026).

Os desafios propostos por essas competicbes abrangem uma vasta quanti-
dade de conceitos estudados pelo campo tedrico da computagado. Suas aplicacoes na
resolucao de problemas exige perspicacia e senso analitico, impulsionando os compe-
tidores a projetarem solugdes que sdo nao apenas corretas, mas também eficientes.
Embora uma solucédo ineficiente para um respectivo problema possa ser concebida
até por iniciantes, construir um algoritmo eficiente para 0 mesmo problema pode re-
presentar um desafio significativo mesmo para competidores mais experientes (LAAK-
SONEN, 2020).

Para o fim de contribuir com o treinamento para essas competicoes, este tra-
balho tem como objetivo abordar conceitos tedricos recorrentes nessas competicdes,
descrever problemas e suas solugdes, relacionando-os com os conteudos discutidos.
Além disso, foram incluidas implementacbes seguidas de analises de complexidade
de tempo e espaco e, por fim, uma discusséo sobre cada problema. Para isso, foram
escolhidos quatro problemas de dificuldade média e elevada, oriundos da Maratona
de Programacao da Sociedade Brasileira de Computacao (SBC). Os problemas esco-
lhidos contemplam diversas técnicas e algoritmos primordiais na area da computacao.

1.1 Metodologia

Nesta se¢ao, sdo apresentados os critérios adotados para a escolha das refe-
réncias bibliograficas e o processo de definicdo do conjunto de problemas analisados.
Em seguida, sdo apresentadas as estratégias de implementacao utilizadas, bem como
os procedimentos de teste e avaliagdo empregados para verificar a corretude das so-
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lugbes. Por fim, detalha-se como é conduzida a andlise e a discussao das abordagens
propostas ao longo do trabalho.

1.1.1 Revisédo bibliografica

Neste trabalho, foram utilizados como referéncias livros fundamentais da area
de algoritmos, assim como outros mais especificos de programacao competitiva (HA-
LIM; HALIM; EFFENDY, 2018; LAAKSONEN, 2020; CORMEN et al., 2022; SKIENA,
2020), como base para a construcédo das apresentacdes dos conceitos e das técnicas
empregadas na resolugao dos problemas abordados. Também foram consultados ou-
tros materiais de apoio que visam fortalecer o entendimento de técnicas recorrentes
na programacao competitiva. Essas referéncias forneceram o embasamento tedrico
necessario para apresentar conceitos e algoritmos, associando-os de forma adequada
aos problemas discutidos no presente trabalho.

1.1.2  Selecao de problemas

A composicao do conjunto de problemas analisados neste trabalho partiu de
edicdes recentes da Maratona de Programacgédo da SBC, abrangendo as Fases Re-
gionais de 2023, 2024 e 2025 e a Fase Nacional de 2024. A selegdo considerou o
entendimento do autor sobre as técnicas envolvidas assim como a intenc¢ao de incluir
problemas de dificuldade média e elevada, capazes de sustentar andlises relevantes
para a area. Para apoiar esse processo de escolha, foram consultadas as estatisticas
oficiais disponibilizadas pela SBC, utilizadas como apoio na identificacdo de proble-
mas com um nivel de desafio compativel com os objetivos deste trabalho. Com base
nesses critérios, foram definidos os quatro problemas que compdem o escopo deste
trabalho, apresentados na tabela abaixo:

1. Kool Strings (Fase Nacional 2024)

» Total de submissoes: 159

» Submissdes aceitas: 49 (31%)
2. Harménicos Interferentes (Fase Regional 2024)

» Total de submissoes: 613

» Submissdes aceitas: 83 (14%)
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3. Desvio (Fase Regional 2023)

» Total de submissoes: 102

+ Submissdes aceitas: 6 (6%)
4. Muralhas Reforgadas (Fase Regional 2025)

» Total de submissodes: 2858

» Submissdes aceitas: 224 (8%)

1.1.3  Estratégia de implementacéo

A estratégia de implementacao adotada neste trabalho baseou-se na utiliza-
cao da linguagem C++, escolhida principalmente por seu excelente desempenho e por
ser amplamente consolidada no contexto da programacao competitiva. Além da efici-
éncia, a linguagem oferece uma biblioteca padréo robusta, que disponibiliza estruturas
e funcdes essenciais para a resolucao de problemas, como vetores, tuplas e estrutu-
ras de heap. Por também ser a linguagem mais utilizada nesse meio, grande parte dos
materiais de apoio, como editoriais e tutoriais relevantes da area, se encontram natu-
ralmente exemplificados em C++, 0 que favorece a comparagdao com implementacdes
consolidadas (LAAKSONEN, 2020).

No que diz respeito as escolhas especificas de implementacao, foram utiliza-
dos mecanismos de otimizag&do de entrada e saida, como ios: :sync_with_stdio(0)
e cin.tie(0), que reduzem o custo de entrada/saida ao dessincronizar as bibliotecas
do C e C++ e ao evitar flush automatico entre leituras e escritas. Da mesma forma,
a impressao de quebras de linha foi feita com ‘\n’ ao invés de std: :endl, evitando
o custo adicional do flush do buffer a cada uso (LAAKSONEN, 2020). Também foram
empregadas macros para definicdo de constantes e algumas estruturas e variaveis
foram declaradas globalmente com o objetivo de simplificar a passagem de parame-
tros e reduzir o volume de cédigo. Além disso, essas estruturas foram dimensionadas
considerando o valor maximo de entrada previsto nos enunciados, com uma margem
adicional. Isso permitiu prevenir problemas relacionados a tamanho insuficiente, tor-
nando as implementacdes mais seguras e estaveis dentro dos limites estabelecidos
pelos problemas estudados.
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1.1.4 Ferramenta de avaliacdo de solucdes

A avaliacao das solucdes propostas foi apoiada por uma ferramenta de veri-
ficacao pratica, utilizando a plataforma Codeforces (MIRZAYANOV, 2026) como ambi-
ente de teste. Por meio da submisséo das implementacdes e da analise dos vereditos
obtidos, foi possivel confrontar as abordagens desenvolvidas com os casos de teste
oficiais e com as restricdes de tempo e memoria dos problemas. Esse procedimento
contribuiu para atestar a corretude das solugdes apresentadas e reforcar a confiabili-
dade dos resultados discutidos ao longo do trabalho.

1.1.5  Analise e discussao das solugdes

Em cada problema, as solu¢cbes sdo apresentadas acompanhadas de uma
analise de complexidade de tempo e de espaco, de modo a demonstrar o custo compu-
tacional das abordagens adotadas. A partir dessa analise, evidencia-se que o desem-
penho de cada solugdao é compativel com os limites estabelecidos pelos problemas,
indicando que as implementagdes sao suficientes para serem aceitas em ambientes
de competicdes. Além disso, ha uma discussdo complementar para cada solugéo,
com observagdes sobre eventuais limitagdes e mengdes a alternativas possiveis.

1.2 Organizacao do texto

Este trabalho é organizado de maneira a apresentar quatro problemas da
Maratona de Programacéo da SBC nos Capitulos 2, 3, 4 e 5, cada um destinado a
tratar de um problema particular. Estes capitulos contam com as seguintes secoes:

» Conceitos: introduz os fundamentos tedricos necessarios para a solucao de
cada problema;

 Algoritmo: apresenta a motivagéo do algoritmo adotado, descreve seu funcio-
namento e expde uma implementacao;

» Resolucao: descreve a estrutura de entrada e de saida do problema, desenvolve
a ideia da solucdo proposta e explica detalhes relevantes da implementagéao;

« Analise e discussao: analisa as complexidades de tempo e de espaco da solu-
céo e discute suas limitagdes, bem como alternativas possiveis.
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2. PROBLEMA 1: KOOL STRINGS

O problema Kool Strings descreve que a professora Kardashi é obcecada
por strings binarias (formadas somente por 0’'s e 1’s) e considera uma string como
kool quando ela contém menos do que um numero K de caracteres consecutivos
iguais. Para testar as habilidades dos competidores, ela propde o seguinte desafio:
dado um numero K, uma string S e uma operacao de modificacdo que consiste em
escolher um indice i e inverter o caractere S; de 0 para 1 ou vice-versa (esta alteracéao
pode ser executada qualquer niumero de vezes), informar qual a menor quantidade de
modificagdes exigidas para que a string se torne kool, mostrando também qualquer
string valida como resultado da aplicacdo desta quantidade de operacgdes sobre S.
Uma descricdo completa do problema pode ser acessada aqui: https://codeforces.
com/gym/105505/problem/K.

A solugao para o problema envolve a utilizagcdo de um algoritmo guloso, cuja
justificativa parte de algumas observacdes a respeito da estrutura das strings binarias
consideradas kool. Adicionalmente, é necessario tratar de forma especial o caso em
que K = 2, onde uma nova abordagem torna-se necessaria. A solugcdo apresentada
neste capitulo foi desenvolvida pelo time do autor durante a competicao, e sua explica-
cao baseia-se nos comentarios dos autores do problema, presentes no editorial oficial
disponibilizado pela Sociedade Brasileira de Computagéo (SBC).

Nas secdes a seguir, serdo apresentados 0s conceitos envolvidos na solucao
desse problema e as etapas de sua resolugdao. Essas etapas incluem o algoritmo
proposto, o detalhamento da solugéo e, ao final, a analise e a discusséo a seu respeito.

2.1 Conceitos

Nesta secdo, serao apresentados os conceitos de 6étimo local, 6timo global,
propriedade da escolha gulosa, subestrutura 6tima e algoritmo guloso, fundamentos
essenciais para a construgdo de uma solucéo eficiente para o problema abordado
neste capitulo.


https://codeforces.com/gym/105505/problem/K
https://codeforces.com/gym/105505/problem/K
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2.1.1 Otimo local, étimo global e propriedade da escolha gulosa

Otimo local € um ponto em uma funcéo f(X) tal que, considerando a sua vi-
zinhanca imediata, é a alternativa que oferece o melhor resultado. Otimo global é a
melhor opgéo possivel entre todas as solugdes viaveis. A diferenca entre um 6timo
local e um 6timo global pode ser observada na Figura 2.1, onde o objetivo € encontrar
um valor de X de forma que f(X) tenha o maior valor possivel. Nos chamados algo-
ritmos gulosos, descritos logo abaixo, € possivel combinar os resultados provenientes
de 6timos locais de forma que a solucéo final coincida com o étimo global. Quando
isso vale, é dito que o problema possui a propriedade da escolha gulosa (CORMEN et
al., 2022).

£(X) Otimo global

A
Otimo local

><V

Figura 2.1: Um étimo local e um 6timo global para uma funcao f(X)

2.1.2 Subestrutura 6tima

A subestrutura 6tima significa que uma solug¢do étima do problema contém
solucdes 6timas dos subproblemas que a compdem. Essa caracteristica permite de-
compor o problema em partes menores, resolver cada parte de modo independente
e, em seguida, recompor o resultado final. Em determinados problemas, € possivel
provar que a combinagao de uma escolha gulosa com as solugdes étimas dos subpro-
blemas resultantes dessa escolha leva a uma solugéo 6tima global (CORMEN et al.,
2022).
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2.1.3  Algoritmo guloso

Um algoritmo guloso é composto por uma sequéncia de etapas em que, a
cada passo, é feita uma escolha localmente 6tima, i.e., a decisdo que parece mais
vantajosa naquele momento (HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018). Essa técnica é tipi-
camente eficiente, visto que a solugdo final € construida diretamente com base nas
decisdes tomadas em cada passo, que nunca sao reconsideradas. Quando um pro-
blema possui a propriedade da escolha gulosa, combinada com a subestrutura 6tima,
um algoritmo guloso leva, de forma garantida, a uma solugédo étima (LAAKSONEN,
2020).

2.2 Algoritmo

2.2.1 Motivacgao para o algoritmo guloso

A utilizacao de um algoritmo guloso na resolugéo de um problema €, quando
aplicavel, preferivel a outras técnicas. A solugdo costuma ser eficiente, simples e
de facil codificagao, ja que nao € necessario implementar mecanismos complexos de
arrependimento de decisdes tomadas durante a execuc¢do. Para fortalecer o enten-
dimento do funcionamento de um algoritmo guloso, na Secao 2.2.2 serd apresentada
uma solucao para o problema da mochila fracionaria, que servira de base para o enten-
dimento do conceito envolvido na solugdo proposta para o problema abordado neste
capitulo.

2.2.2  Funcionamento do algoritmo guloso

O problema da mochila fracionaria é uma variagéo do classico problema da
mochila, no qual é permitido fracionar os itens. Dado um conjunto de N itens, cada um
com um valor v; e um peso w;, e uma mochila com capacidade maxima M, o objetivo
€ maximizar o valor total dos itens colocados na mochila sem ultrapassar o limite de
peso. Ao ser permitido inserir apenas uma fragdo de um item na mochila, isso admite
qgue o problema seja resolvido de forma exata e eficiente por meio de uma estratégia
gulosa.
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A solucao consiste em calcular, para cada item, a razdo valor/custo, represen-
tada por r; = % que indica o valor obtido por unidade de peso. Em seguida, os itens
sdo ordenados em ordem decrescente dessa razao, priorizando aqueles com maior
valor por peso. O algoritmo percorre a lista nessa ordem, inserindo cada item com-
pletamente enquanto houver capacidade disponivel. Se o préximo item nao couber
totalmente, o item é fracionado para que seja inserido somente a capacidade restante
da mochila. Esse processo garante que cada decisédo local contribua para maximizar
o valor total final da mochila, resultando em uma solugao 6tima em tempo O(Nlog N)
devido a ordenacéo inicial.

2.3 Resolucao

Conforme exposto no inicio do capitulo, o objetivo do problema Kool Strings
€ identificar qual o menor niumero de inversdes de bits em uma string binaria que séao
necessarias para que ela nao contenha K ou mais caracteres consecutivos iguais.
Como resposta, o programa deve informar essa quantidade juntamente de uma string
valida resultante dessas inversdes. A solugéo para o problema sera explicada abaixo.

2.3.1 Descricao da entrada do problema

A entrada consiste em uma linha contendo um numero K e uma string S
(2 < K <|S§| < 10°), onde K é o nimero que limita a quantidade de caracteres conse-
cutivos iguais e S é a string na qual as operagdes de troca (possivelmente nenhuma)
serdo realizadas.

2.3.2  Descricao da saida do problema

A saida deve consistir em uma linha com um namero X, que representa a
quantidade minima de modificacdes necessarias para que a string se torne kool e
uma string T vélida, obtida a partir de S, aplicando-se X operacdes de troca.
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Solucao

A solucdo para este problema é fundamentada em algumas observacoes,

das quais um algoritmo guloso pode ser derivado:

1.

4.

A cada bloco de tamanho K de caracteres consecutivos iguais, € suficiente mo-
dificar ndo mais do que um deles para satisfazer as restricdes do problema;

Para qualquer indice i tal que K < i < |S| em que o intervalo [S; .1, Si] € com-
posto de caracteres iguais, se i = |S| ou se i < |S| e S; = S;,1, @ melhor escolha
de operacéao de troca a ser realizada no intervalo [S;_x.1, S]] € em S;, para asse-
gurar que o restante da string a partir do indice / + 1 permanega independente
de todos os caracteres anteriores. Caso i < |S| e S; # Sj,1, @ melhor escolha de
modificacdo é em S;_4, para prevenir que o caractere S; estenda um intervalo de
caracteres iguais a partir de i + 1, 0 que poderia acarretar em mais modificagdes
do que o necessario para toda a string (Figura 2.2);

Para um intervalo A de caracteres iguais consecutivos, onde 1 < |A| < |S], se-
guindo as escolhas 6timas descritas na observacao 2 baseadas na observacao

1, o minimo de caracteres a serem modificados dentro desse intervalo é L%J ;
A resposta 6tima se da pelo somatério da quantidade de modificacées dentro de
cada um dos N intervalos de caracteres iguais consecutivos presentes na string:

N

>[4

i=1

Adotando como exemplo aentrada K =3e S=11111111100 e seguindo as

observagdes descritas anteriormente, os indices a serem modificados s&o indicados
na Figura 2.2. Neste caso é possivel notar que, nao trocar o ultimo caractere do bloco
1, fara com que este indice junte-se aos indices 4 € 5 (caso eles também néo sejam
modificados) e forme um bloco com 3 caracteres consecutivos iguais. Além disso, é
observavel que mudar o caractere da posicao 9 do bloco 3 fara com que o mesmo
forme, juntamente com os indices 10 e 11 do bloco seguinte, uma sequéncia de K
caracteres iguais.
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Troca Troca Troca Nenhuma troca
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

| | | | | | | |
Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3 Bloco 4

Figura 2.2: Decomposigao da string S em blocos de K caracteres consecutivos iguais

Apoés as 3 trocas corretas serem executadas, é obtida a string mostrada na
Figura 2.3. Esta nova string nao possui K ou mais caracteres consecutivos iguais
tornando-se kool, atendendo aos requisitos do problema.

11011010100

Figura 2.3: A string resultante das alteracdes previstas na Figura 2.2

As observacdes expostas anteriormente funcionam para qualquer string S
com um K > 2, mas nao funcionam para o caso K = 2. Por exemplo, com a entrada
K =2 e S =1001, a operacao de modificacdo determinada pelo algoritmo atual nao
levard a uma resposta correta ao final do programa.

K=2

Troca

!
1001

Blocol Bloco 2 Bloco 3

Figura 2.4: Caso problematico de mudancga de caractere

Como é possivel observar na Figura 2.4, a operacao de alteracdo indicada
pela observagéo 1 resulta em uma extensdo de caracteres consecutivos com o bloco
1, necessitando mais modificacées que nao sao previstas usando as observacoes
descritas anteriormente. Neste caso particular, controlar quais caracteres devem ser
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modificados pode ficar consideravelmente mais dificil, e um tratamento especial faz-se
necessario. Neste cenario onde K = 2, é possivel realizar uma nova observacao que
permitira resolver o problema de forma simplificada, separando este caso dos demais:

5. Se K = 2, s6 existem dois tipos de strings kool possiveis: S’ = “010101...” ou
S’ =%101010...”, cada uma com o mesmo tamanho de S.

Seguindo esta observagéao, é possivel gerar estas duas novas strings e a res-
posta final para o problema sera qual destas duas alternativas possui 0 menor nimero
de diferencas para a string original. Utilizando o exemplo de entrada anterior, tere-
mos a comparacgao da string original S com as duas op¢des S’ e S”, conforme pode
ser visualizado na Figura 2.5. Como S’ e §” empatam na quantidade de caracteres
diferentes com relagdo a S, qualquer uma pode ser escolhida como resposta valida.

Diferencas = 2 Diferencas = 2

I I
1001/0101(1010
S S’ S"

Figura 2.5: As duas respostas possiveis e suas diferencas para S

2.3.4 Implementacéo da solucao

Primeiro, é necessario direcionar a solucao conforme o valor de K. Para
0 caso K > 2, é feita uma iteracdo sobre todos os caracteres da string str lida da
entrada, utilizando as seguintes variaveis auxiliares:

* answer, que representa qual a quantidade minima de operacdes de modificagdo
gue tiveram que ser executadas para que a string atenda as restricoes impostas
pelo problema;

* current_char, que sera utilizado para identificar qual o ultimo caractere lido da
string (esta variavel é inicializada com o caractere #, servindo como um valor
padréo);
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n = (int) str.size();
if(k > 2) {
current_char = '#';
for(int i = 0; 1 < n; i++) {
if(str[i] == current_char) {
counter++;
} else {
current_char = strl[il;
counter = 1;
}
if (counter == k) {
if(i <n - 1 && str[i] '= str[i + 1]) {

str[i - 1] = str[i] == '"1'" 72 '0' : '1';
} else {
str[i] = str[i] == '1'" 72 '0' : '1';

current_char = strl[il;
counter = 1;
answer++;

Cédigo 2.1: Resolugao para o caso geral K > 2

* counter, que armazena quantos caracteres iguais consecutivos foram contados
até o momento.

Conforme mostrado no Codigo 2.1, sempre que counter atingir o valor K (linha 11) em
uma posicao i, sdo analisadas duas possibilidades de mudancga: se a posi¢ao i atual
nao for a Ultima e se str[i] for diferente de str[i + 1] (linha 12), a alteragéo ¢é feita
em str[i - 1];caso contrario, o préprio str[i] € modificado, conforme expresso na
observacgéao 2 do inicio da Sec¢ao 2.3.3. Em seguida, a variavel counter retorna ao va-
lor 1, current_char armazena o atual caractere da posicao i € answer é incrementado
(linhas 17-19).

Para o caso K = 2, utilizam-se duas novas strings, str_opl e str_op2, am-
bas do mesmo tamanho de str: a primeira no formato “010101...”, e a segunda
“101010...”, como descrito na observacao 5 do fim da Secao 2.3.3. Para construi-las,
como pode ser visto no Cddigo 2.2, utiliza-se uma variavel auxiliar £ que comeg¢a em
0 e, a cada posicao, alterna o seu valor entre 0 e 1 (linha 25). Assim, os caracteres
das respectivas posigcoes de str_opl[i] e str_op2[i] s&o determinados de acordo
com o f atual, onde str_opi[i] segue o valor de f e str_op2[i] recebe o valor
oposto (linhas 26-27). Apds a construgdo destas duas strings, é feita a comparacéao
de ambas com a string original str. Para cada posicao i, os caracteres str_op1[i]
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else { // k == 2

string str_opl, str_op2;

for(int 1 = 0, £ = 0; 1 < m; i++, £ "= 1) {
str_opl.push_back(f 7 '1' : '0');
str_op2.push_back(f 7 '0' : '1');

}

for(int 1 = 0; 1 < n; i++) {
if (str_opl[i] !'= str[i]) opl++;
if (str_op2[i] !'= strl[il) op2++;

}

if (opl <= op2) {
answer = opl;
str = str_opl;

} else {
answer = op2;
str = str_op2;

Cédigo 2.2: Resolugao para o caso particular K = 2

e str_op2[i] sdo comparados com str[i]: se str[i] for diferente de str_op1[i],
um contador op1 € incrementado; se str[i] for diferente de str_op2[i], um contador
op2 € incrementado (linhas 30-31). Apds essas acdes serem realizadas para todas
as posicoes de str, define-se answer como 0 minimo entre opl e op2, e a string str
original se torna str_op1 se opl < op2, OU str_op2 caso contrario (linhas 33-39).

Ao final, tanto para o caso K > 2 quanto para K = 2 a variadvel answer tera o

valor da resposta 6tima e a string str contera essa resposta. Tudo o que resta agora
€ imprimir os resultados (Cédigo 2.3).

cout << answer << ' ' << str << '\n';

Cédigo 2.3: Impressao dos resultados obtidos

2.4 Analise e discussao

2.4.1 Analise da complexidade da solucao

O algoritmo proposto apresenta uma unica fase de processamento, na qual
€ realizada uma iteracdo sobre todos os caracteres da string de entrada S. Tanto
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para qualquer caso em que K > 2 quanto para o caso particular K = 2, cada posicao
da string é analisada uma Unica vez, executando operacdes simples de custo cons-
tante. Desta forma, a complexidade de tempo da solucao € O(N), onde N representa
o comprimento de S.

Para o caso K = 2, sdo utilizadas duas strings auxiliares proporcionais ao
tamanho da string S. Ainda assim, o consumo de memdéria permanece linear em rela-
cao ao tamanho da entrada, uma vez que o numero total de caracteres armazenados
€ proporcional a N. Portanto, a complexidade de espaco da solucao é O(N).

Dado que N < 10°, o algoritmo proposto resolve o problema com folga para
o tempo limite estabelecido de 0,5 segundos.

2.4.2 Discusséao da solucao

O algoritmo proposto € de natureza gulosa e resolve o problema de forma
eficiente, realizando em cada passo escolhas localmente 6timas que nao precisam
ser reconsideradas conforme a execucao prossegue, conduzindo a uma resposta final
6tima. Entretanto, em uma possivel variacao deste problema no qual esta propriedade
nao se mantém, uma estratégia gulosa pode nao ser suficiente, exigindo o uso de ou-
tras técnicas, como a programacao dinamica. Nesse cenario, pode ser necessario
modelar uma solucado que conta com multiplos estados, o que aumentaria considera-
velmente o custo computacional, fazendo com que o limite de K < N < 10° tivesse
gue ser drasticamente reduzido para que uma solugéo esperada permanecesse den-
tro do tempo de execucao permitido.
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3. PROBLEMA 2: HARMONICOS INTERFERENTES

O problema Harménicos Interferentes inicia revelando que duas pessoas,
Arthur e Bruna, estdo testando um novo protocolo de envio de mensagens. Esse
protocolo consiste no envio de uma mensagem M e uma sequéncia de controle N de
Arthur para Bruna, onde ambas consistem em uma sequéncia de bits. O protocolo
garante que o numero inteiro representado pelos bits de M € um multiplo do inteiro
representado por N.

Para cada bit, tanto da mensagem M quanto da sequéncia de controle N,
se corretamente transmitido, tem o seu valor correspondente (0 ou 1) armazenado
no dispositivo receptor. No caso de uma interferéncia, a informagéao original do bit é
perdida e o caractere “«’ é armazenado no lugar. O resultado da transmissao € entao
identificado por M' e N'.

Se bits demais foram perdidos durante uma transmissao, a mensagem é sim-
plesmente descartada. Contudo, se no maximo 16 bits foram perdidos, Bruna ainda
gostaria de tentar recuperar a mensagem original. A tarefa é: dadas as sequéncias M’
e N’ recebidas por Bruna, determinar uma possivel mensagem M que possa ter sido
enviada por Arthur. Uma descricdo completa do problema pode ser acessada aqui:
https://codeforces.com/gym/105327/problem/H.

A estratégia utilizada na resolucao do problema consiste na aplicacao de uma
busca completa para identificar todas as possiveis atribuicoes de valores aos bits per-
didos. Além disso, emprega-se a aritmética modular para evitar que os valores calcu-
lados excedam os limites de representacéo dos tipos numéricos padrao da linguagem
C++. A solucéao discutida neste capitulo foi elaborada pelo autor deste trabalho.

Nas sec¢des a seguir, serdo apresentados os conceitos que fundamentam a
solucao proposta, bem como as etapas de sua resolugdo. Entre essas etapas, estdo a
apresentacao do algoritmo escolhido, o detalhamento da solugéo e, ao final, a analise
da sua complexidade, com a mencgao a abordagens alternativas para a resolu¢ao do
problema.

3.1 Conceitos

Nesta secao, serdo introduzidos os conceitos de busca completa e backtrac-
king, bem como o de aritmética modular. Tais conceitos sdo fundamentais para a
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programacao competitiva e serdo utilizados para a constru¢ao da solucéo para o pro-
blema tratado neste capitulo.

3.1.1 Busca completa e backtracking

A busca completa (ou forga bruta) é um método exaustivo que percorre todo
espaco de solugdes de um determinado problema e verifica, para cada uma dessas
solucoes, se atende ao objetivo estabelecido. Costuma ser empregada em conjunto
com o backtracking, uma técnica sistematica de geracao de solugcbes na qual cada
uma delas € construida uma unica vez, evitando repeticées. Seu funcionamento con-
siste em estender, passo a passo, uma solugao parcial de forma recursiva, até que
uma resposta completa seja alcangada (SKIENA, 2020). Em alguns casos, é possivel
interromper a construgdo de algumas solug¢des parciais se elas ja ndo podem mais
levar a uma solucao valida ou se a melhor solugdo encontrada até esse ponto supera
qualquer possibilidade que possa ser gerada a partir desse ramo da busca.

3.1.2 Aritmética modular

A aritmética modular é amplamente utilizada na programacao competitiva
para assegurar que calculos envolvendo numeros grandes nao ultrapassem os limi-
tes de representacdo dos tipos padrdo da maioria das linguagens de programacao
(HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018). Quando os célculos sao realizados sob mdédulo m
(com m geralmente sendo um numero primo), os resultados de cada operagado mate-
matica ficam restritos ao conjunto de inteiros de 0 a m - 1. Para a aritmética modular,
valem as seguintes propriedades (LAAKSONEN, 2020):

(X + y) mod m = (x mod m+ y mod m) mod m
(x — y) mod m = (x mod m— y mod m) mod m

(x - y) mod m= (x mod m) - (y mod m) mod m

(
(
(
(

x"mod m= (x mod m)"” mod m



27

3.2 Algoritmo

3.2.1 Motivagao para a busca completa

Quando o espaco de busca é suficientemente pequeno, a busca completa
torna-se um algoritmo extremamente Util na resolugcdo de um problema, dada sua
simplicidade, facilidade de compreensao e a sua garantia de encontrar uma solucao
otima. Além disso, a busca completa pode ser utilizada em instancias pequenas de
problemas mais complexos que demandam técnicas mais eficientes, a fim de analisar
a corretude dessas solugdes por meio da comparagao dos resultados obtidos (HALIM;
HALIM; EFFENDY, 2018).

3.2.2 Funcionamento da busca completa

O funcionamento de uma busca completa recursiva costuma se dividir em
dois momentos: (1) enquanto a solucao esta sendo construida, onde cada passo gera
uma possibilidade de extensao da solugao parcial atual e prossegue com a busca; (2)
quando uma solugdo completa foi alcancada e ela é entdo avaliada. Os parametros
de uma funcao dessa natureza sao, geralmente, compostos por variaveis que indicam
o estado em que a solucao parcial se encontra, assim como um indicativo de até que
ponto uma solucédo pode ser estendida.

Para exempilificar tal procedimento, o seguinte problema sera abordado: ge-
rar todas as strings binérias de tamanho K. Para a resolugédo desse problema, a deci-
sdo tomada em cada passo € a seguinte: para cada posicao da string, consideram-se
as possibilidades de incluir 0 ou 1 nessa posicao. A busca inicia-se com uma solucao
vazia e prossegue recursivamente para cada possibilidade até que K posi¢coes tenham
sido preenchidas, quando a solucao € avaliada. Esses passos podem ser visualizados
na Figura 3.1, que demonstra a busca gerando todas as cadeias binarias de tamanho
K = 3.
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Solucao inicial vazia

/@ 01 10 @\
I(ooo) (001) (010) (011) (100) (101) (110) (111)I

8 solucdes completas geradas pela busca

Figura 3.1: Arvore de busca gerando todas as strings binarias de tamanho 3

3.2.3 Implementagédo da busca completa

A funcao recursiva utilizada na resolucao do problema da geragéao de todas
as strings binarias de tamanho K, descrito na Secédo 3.2.2, tem a sua implementacéao
demonstrada no Cédigo 3.1. Esta funcdo é composta pelos seguintes parametros
(linha 1):

» string &str, que contém a solugao parcial construida até o momento (supde-se
que a string foi alocada anteriormente com tamanho k);

* int i, representando a posicao atual da string, que deve ser preenchida com 0
oult;

* int k, que indica o tamanho alvo da string.

O caso base consiste em verificar a condicdo i == k (linha 2) que, se ver-
dadeira, denota que uma solugdo completa foi alcangada, devendo entéo ser avaliada
(neste caso, simplesmente exibida). Caso contrario, as possibilidades de extenséo da
solucao sao verificadas, preenchendo a posi¢cdo i com 0 ou 1 e seguindo recursiva-
mente para a proxima posicao (linhas 5-8).
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void search(string &str, int i, int k) {

if(i == k) {
cout << str << endl;
} else {
str[i] = '0';
search(str, i + 1, k);
str[i] = '1';
search(str, i + 1, k);
}
}
Cédigo 3.1: Funcgao recursiva que gera todas as strings binarias de tamanho K
3.3 Resolucao

Como observado no inicio do capitulo, o objetivo do problema Harménicos
Interferentes é determinar uma possivel atribuicdo de valores aos bits perdidos no
envio das strings M e N, de modo que o inteiro representado por M seja divisivel pelo
inteiro representado por N. A resposta impressa pelo programa deve ser uma string M
gue satisfaca essa condicao de divisibilidade. Nas secdes a seqguir, sera apresentada
a solugao completa para o problema.

3.3.1 Descricao da entrada do problema

A entrada do problema consiste em duas linhas, que sao as informacdes
recebidas por Bruna. A primeira, representando M’, onde (1 < |M’'| < 500). A segunda
linha representa N, onde (1 < |N’| < 16). Todos os caracteres de M’ e N’ séo 0, 1 ou
‘«’. E garantido que N’ possui ao menos um bit 1 e que ndo existem mais do que 16
caracteres ‘«+’ na entrada.

3.3.2  Descricao da saida do problema

A saida consiste em uma linha, representando uma possivel mensagem M
valida obtida a partir das informacgdes recebidas por Bruna.
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3.3.3  Solucgao

A primeira caracteristica a ser notada sobre o problema é que, na entrada,
nunca ha mais do que 16 bits substituidos por caracteres ‘x’. Isso significa que uma
solugcado que analisa todas as possibilidades de atribuicdo de valores para cada um
desses bits é aceitavel (no maximo um nimero da ordem de 6,6 - 10%, como explicado
mais detalhadamente na Secédo 3.4.1). Essas possibilidades podem ser geradas e
testadas de um modo recursivo, utilizando a técnica de backtracking.

As funcgdes recursivas utilizadas na resolucéo desse problema sdo de natu-
reza similar aquela utilizada para a geracao de todas as strings binarias de tamanho
K, descrita na Secao 3.2.3, com algumas modificacbes necessérias para adequar-se
a resolucao do problema. Uma dessas diferencas € que ao invés da busca ramificar
em duas possibilidades (utilizar 0 ou 1) para todas as posi¢oes da string, essa ramifi-
cacgao acontece somente nas posi¢cdes que sofreram interferéncia no recebimento do
respectivo bit, ou seja, se a string contiver um ‘<’ naquela posicao. Para as posicoes
que nao sofreram interferéncia, basta apenas seguir o valor ja existente na string,
prosseguindo recursivamente até ser gerada uma solucdo completa. Esse mesmo
procedimento é realizado para as duas strings M’ e N’ da entrada. Ao gerar comple-
tamente uma possibilidade para cada string, os inteiros que representam as cadeias
de bits M e N, identificados por X e Y, respectivamente, sdo entdo avaliados: se X for
divisivel por Y, o programa deve exibir a string M construida pela busca e terminar a
sua execugao; se nao, outras possibilidades devem ser analisadas até ser encontrada
uma solucéo valida.

A segunda caracteristica do problema a ser notada € que é necessario um
procedimento que constréi, digito a digito, os inteiros que representam cada possibi-
lidade de cadeia de bits gerada a partir de M’ e N'. Tal procedimento consiste em
utilizar um inteiro Z, inicialmente com valor 0, e na execugado dos seguintes passos
para cada posicao da string de bits, denotada de forma genérica por S:

1. Multiplica-se Z pela base numérica em que a string S esta escrita, nesse caso,
a base 2;

2. Soma-se a Z o valor do digito contido na respectiva posi¢ao, nesse caso, 0 ou 1.

As posicdes da string S serdo avaliadas na ordem do bit mais significativo para o
menos significativo.

Ao final da execugédo desse procedimento, a variavel Z contera o valor, na
base decimal, do numero representado pela cadeia de bits S. Esses passos de cons-
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trucdo podem ser visualizados abaixo, onde € desenvolvido esse processo para uma
string S = 110, sendo 6 o inteiro que ela representa:

Valor inicial: Z = 0.

» Posicéo i = 0, digito d = 1:
1. Z2+2-Z2=2-0=0
2. Z+Z+d=0+1=1

» Posicédo i =1, digito d = 1:
1.2+2.-2=2-1=2
2. Z+Z+d=2+1=3

» Posicéo i = 2, digito d = 0:
1. Z+2-Z2=2-3=6
2. Z+Z+d=6+0=6

Resultado: Z = 6.

O procedimento mencionado acima deve ser realizado para cada possibili-
dade de cadeia de bits gerada pelas duas strings M’ e N’ lidas da entrada, onde os
passos mencionados sdo executados dentro das chamadas recursivas, para cada po-
sicdo das strings. Qualquer inteiro gerado a partir de uma possibilidade de cadeia
oriunda de N’ ndo excede o limite maximo de um tipo numérico inteiro comum, visto
que N’ contém no maximo 16 bits. Contudo, ha um problema: M’ pode conter até
500 bits. Um numero que contém 500 bits excede, por muito, o valor maximo que
qualquer tipo numérico padrao pode representar em uma linguagem como C++. En-
tretanto, este problema pode ser contornado ao desfrutar da aritmética modular. Ao
utilizar um namero Y, que € o préprio numero gerado a partir de uma possibilidade de
cadeia para N', é possivel fazer com que as operagdes matematicas de construgao do
nuamero X sejam feitas sob modulo Y. Isso assegura que o resultado final de X esteja
restrito ao conjunto de inteiros de 0 a Y — 1, conforme explicado anteriormente na
Secado 3.1.2. Essa operacao é concretizada com a inclusdao de um novo passo além
dos passos 1 e 2 acima, que sera utilizado somente na geracao de X:

3. Realiza-se a operacao de X mod Y (resto da divisdo de X por Y), restringindo
X ao intervalo de inteiros [0, Y —1].

Ao final da execugéo desses passos para todas as posi¢cdes de uma cadeia
gerada a partir de M’, o caso base da busca recursiva é avaliado: se o valor final de
X é 0, significa que ele deixa um resto 0 ao ser dividido por Y. Isso expressa que as
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possibilidades das duas cadeias geradas a partir de M’ e N’ formam uma configuracao
valida de resposta, indicando que o numero X é divisivel por Y. Alcangando tal resul-
tado, basta apenas exibir a string de bits gerada a partir de M’ e encerrar a execugcao
da busca.

3.3.4 Implementacao da solucao

Conforme discutido na Se¢ao 3.3.3, a ideia principal da resolugao do pro-
blema &, primeiro, executar uma busca para gerar uma possibilidade de numero para
Y, formado a partir de N'. Essa busca pode ser visualizada no Cédigo 3.2. Ela recebe
0s seguintes parametros:

* string &m: representa a string M’ lida da entrada;
* string &n: representa a string N’ lida da entrada;

* int y: € 0 numero gerado, passo a passo, a partir de uma possibilidade de
atribuicao de bits para n;

* int i: armazena o indice atual da string n.

void search_y(string &m, string &n, int y, int i) {
if(i == (int) n.size(Q)) {
search_x(m, 0, y, 0);
} else {
if(m[i] = "*") {
y *= 2
y +=nli] - '0';
search_y(m, n, y, 1 + 1);
} else {
Y oF= 25
search_y(m, n, y, 1 + 1);
search_y(m, n, y + 1, i + 1);

Cédigo 3.2: Funcao recursiva que gera todas as possibilidades para o numero Y

Para cada posicao da string n, as operagdes 1 e 2 vistas na Secao 3.3.3 sao
aplicadas. Para o caso em que o caractere de uma posicao i ndo € ‘«’, o digito exis-
tente naquela posi¢cédo é somado a y e a busca segue para a préxima posigao (linhas



33

5-8). Se o caractere daquela posicéo for «’, a busca se ramifica em duas possibilida-
des, escolhendo atribuir 0 ou 1 para esse digito, prosseguindo recursivamente (linhas
9-12). O caso base da recursdo é avaliado quando a variavel i for igual ao tamanho
da string n. Isso significa que uma possibilidade para o niumero y foi gerada por com-
pleto, e a partir de agora uma nova funcao de busca deve ser chamada para gerar um
nuamero a partir da string m. O resultado de y sera passado como parametro para essa
busca, onde sera utilizado para a realizacdo das operagdes modulares na construcao
do numero x.

A funcao que gera um numero a partir da string m, que pode ser observada
no Cédigo 3.3, é semelhante a fungao anterior, com algumas diferencas. Uma delas
€ a inclusao da operacao de moédulo, identificada pelo passo 3 da Secao 3.3.3. Para
0 caso em que o caractere da posicao i ndo € ‘«’, o tratamento é similar ao da funcao
anterior (linhas 8-12). Contudo, quando esse caractere é “«’ (linhas 13-20), além da
inclusao do passo extra da operacao de modulo, a string m tem o caractere da posi-
cao i modificado para 0 e 1, para cada possibilidade, e depois modificado de volta
para ‘«’. A raz&o disso é que ao final da busca, o resultado a ser exibido deve ser a
string m gerada. Em cada passo da busca, as posicdes que contiverem caracteres ‘x’
sao substituidas por uma das duas op¢oes possiveis e, ao final, a string m sera con-
cordante com o numero x construido ao longo da busca. Esse processo permite que
nenhuma string adicional seja necessaria para guardar o resultado final obtido. O caso
base da fungao é avaliado quando a variavel i atinge o tamanho da string m (linhas
2-6). O que acontece agora é a verificacao da condicao x == 0 que, se verdadeira,
significa que essa possibilidade para o numero x gerado a partir de m € congruente a
0 modulo y, denotando que x € divisivel por y. Neste caso, basta imprimir a string m
na saida e encerrar a execug¢ao do programa. Caso a condicao seja verificada como
falsa, a busca prossegue até ser encontrada uma solugéo viavel (é garantido que ao
menos uma exista).

34 Analise e discussao

3.41 Analise da complexidade da solucao

Visto que como para cada bit existem duas opcdes possiveis (0 e 1), a quan-
tidade de combinagdes é determinada por 2X, tal que K é a quantidade total de carac-
teres ‘+” existentes. Como K < 16, isso se traduz em um nimero da ordem de 6,6 - 10*
possiveis solugdes a serem consideradas. Para cada uma dessas combinacoes, to-
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void search_x(string &m, int x, int y, int i) {
if(i == (int) m.size()) {
if(x == 0) {
cout << m << '\n';
exit (0);
}
} else {
if(m[i] '= '*') {
X k= 2;
x += m[i] - '0';
X b=V
search_x(m, x, y, 1 + 1);
} else {
X k= 2;
m[i] = '0';
search_x(m, x %y, y, 1 + 1);
m[i] = '"1';
search_x(m, (x + 1) %y, y, i + 1);
m[i] = "x';

Cédigo 3.3: Funcgao recursiva que gera todas as possibilidades para o numero X

das as posicdes das duas strings M’ e N’ da entrada s&o avaliadas, sendo que para
cada uma s&o aplicadas operacgdes de custo constante. A complexidade de tempo da
solugéo é entdo definida como O(2X - (|M'| + [N'])), configurando-se na execugao de
aproximadamente 3,3-107 operacdes. Essa solugéo ¢ aceitavel dentro do tempo limite
estabelecido pelo problema de 0,3 segundos.

3.4.2 Discusséao da solucao

Conforme explicado anteriormente na Segéo 3.3.3, a existéncia de ndo mais
do que 16 caracteres ‘x’ na entrada permite 0 emprego de uma das mais elementares
técnicas de resolucao de problemas, que é a busca completa (forga bruta). Tal técnica
se encaixa muito bem para uma grande variedade de problemas em que a sua utili-
zacao é viavel, dada a sua simplicidade de implementacédo e de entendimento, além
da sua garantia de retorno de uma solucéo valida, caso ao menos uma exista. Uma
busca completa recursiva resolve o presente problema de uma forma muito natural e
direta, embora seja possivel implementar a solugdo sem recursdo com a utilizacdo de
bitmasks.
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Uma dificuldade importante do problema abordado nesse capitulo € a neces-
sidade de lidar com um numero inteiro de até 500 bits, como mencionado na Secao
3.3.3. Isso torna o conhecimento de aritmética modular essencial ao implementar
uma solugdo em linguagens que ndo tem suporte a inteiros de precisao arbitraria,
como C++. Outras abordagens possiveis para a resolucao desse problema, sem o
uso da aritmética modular, seriam utilizar a linguagem Java e sua classe BigInteger,
OU Mesmo o proprio int padrao da linguagem Python.
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4. PROBLEMA 3: DESVIO

O problema Desvio inicia revelando que o prefeito de uma cidade chamada
Nlogonia pretende repavimentar alguns trechos de ruas. Isso significa que, enquanto
um trecho estiver em obras, 0 mesmo nao podera ser utilizado, sendo necessério
realizar um desvio. Cada trecho de rua tem um comprimento positivo W e interliga
duas esquinas U e V da cidade, que pode ser transitado de U para V e vice-versa.

Um desvio é definido como uma rota alternativa que inicia em uma esquina U
e termina em V, sem utilizar o trecho que conecta diretamente essas duas esquinas,
enquanto ele estiver interditado para a sua repavimentacgao.

O objetivo do problema é determinar, para cada trecho de rua da cidade, qual
o desvio de menor comprimento possivel que interliga as duas esquinas associadas,
enquanto o trecho estiver interditado. O enunciado do problema pode ser acessado
em: https://codeforces.com/gym/104555/problem/D.

Interpretando a estrutura formada por esquinas e ruas como um grafo pon-
derado, simples e n&o dirigido, o problema pode ser resolvido utilizando o algoritmo de
Dijkstra. A solucado explora propriedades da arvore de caminhos minimos produzida
pelo algoritmo para calcular, de forma eficiente, os desvios de comprimento minimo.
Além disso, € necessario tratar separadamente um caso de excec¢ao que nao € con-
templado diretamente pelo calculo padrdao. A solucado apresentada neste capitulo foi
desenvolvida pelo autor deste trabalho.

Na sequéncia, serdo introduzidos os conceitos necessarios para a compre-
ensao da solucdo, mais especificamente os de grafo, algoritmo de Dijkstra e arvore
de caminhos minimos. A partir desses conceitos, sera exposta a solugdo completa
para o problema. Por fim, serdo realizadas a analise de complexidade da abordagem
adotada e a discussao de outras possibilidades de solugao, apontando as vantagens
e limitagdes de cada uma.

4.1 Conceitos

Nesta se¢do, os conceitos de grafo, caminhos minimos de fonte Unica e ar-
vore de caminhos minimos serao introduzidos, que formarao a base para a construcao
da ideia e da solucao proposta para o problema abordado neste capitulo.
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411 Grafo

Um grafo é uma estrutura matematica usada para representar relacdes entre
elementos. Formalmente, pode ser definido como um par G = (V, E), em que V é um
conjunto de vértices e E é um conjunto de arestas que conectam pares de vértices.
Essas conexdes podem ser de mao dupla ou de sentido unico. Além disso, as arestas
podem ainda possuir um custo ou capacidade associada, caso este em que o grafo é
denominado ponderado (CORMEN et al., 2022).

41.2 Caminhos minimos de fonte Unica

O problema dos caminhos minimos de fonte Unica é um tema recorrente na
programagao competitiva, aparecendo tanto de forma direta quanto em diversas va-
riacoes que impoem restricdes adicionais ao caminho ou ao grafo. Dado um grafo
ponderado G = (V, E) e um vértice de origem S € V, o objetivo € determinar, para
cada vértice U € V, o custo minimo de um caminho que parte de S e chega até U,
custo esse que é composto pela soma dos custos de todas as arestas utilizadas nesse
caminho (HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018).

41.3 Arvore de caminhos minimos

A arvore de caminhos minimos é uma arvore enraizada em um vértice S de
um grafo G = (V, E) que é composta de caminhos minimos de uma origem S para
todos os vértices U do grafo alcancaveis a partir de S. Uma propriedade central as-
sociada a essa arvore é a subestrutura étima dos caminhos minimos: se um caminho
de menor custo vai de S até U, entdo todos os subcaminhos desse percurso, desde a
origem até os vértices intermediarios, também sado minimos (CORMEN et al., 2022).
A arvore é produzida por algoritmos que resolvem o problema dos caminhos minimos
de fonte Unica, como o algoritmo de Dijkstra, que sera apresentado na Sec¢éo 4.2. A
Figura 4.1 ilustra um exemplo de grafo e sua respectiva arvore de caminhos minimos
enraizada no vértice 1.
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Grafo original Arvore de caminhos minimos

Figura 4.1: Arvore de caminhos minimos enraizada no vértice 1

4.2 Algoritmo

4.2.1 Motivacao para o algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra & uma ferramenta fundamental na programagéo com-
petitiva para resolver, de forma eficiente, o problema de caminhos minimos de fonte
unica (single-source shortest paths) em grafos cujas arestas possuem custos néo ne-
gativos. Em termos gerais, ele mantém um vetor de estimativas de distancias a partir
de uma origem S que vao sendo atualizadas durante a execucao, até que as distan-
cias corretas sejam determinadas para todos os vértices alcancaveis (LAAKSONEN,
2020).

Para o problema discutido neste capitulo, o algoritmo de Dijkstra é uma esco-
lha natural, j& que permite obter eficientemente os caminhos minimos a partir de uma
origem, com uma complexidade de tempo de O((M + N) log N), em que M representa
a quantidade de arestas e N o niumero de vértices do grafo. Através desse algoritmo,
também é possivel controlar com facilidade informagdes vinculadas a arvore de cami-
nhos minimos, que moldarao a ideia central da solugdo proposta.
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422 Funcionamento do algoritmo de Dijkstra

O algoritmo utiliza uma fila de prioridade (isto €, um heap minimo) para mo-
nitorar qual o vértice ainda nao finalizado que possui a menor distancia estimada a
partir da origem. Inicialmente, a fila contém apenas o vértice de origem, com distancia
zero. Além disso, € mantido um vetor de distancias, no qual sdo registradas as me-
lhores estimativas encontradas até o momento para cada vértice. No inicio, para cada
vértice do grafo exceto a origem, esse vetor contém um numero que representa uma
distancia infinita.

O passo a seguir é repetido enquanto a fila ndo estiver vazia: retira-se da
fila o vértice cuja estimativa é atualmente a menor. Em seguida, verifica-se se essa
estimativa coincide com o valor registrado no vetor de distancias; caso seja maior,
ela é descartada por estar desatualizada. Caso contrario, o vértice é processado,
tentando-se melhorar as estimativas de distancia de seus vizinhos. Sempre que um
vizinho tem sua distancia reduzida, o vetor de distancias € atualizado e esse vizinho &
inserido novamente na fila com a nova estimativa.

Ao final da execucéo, o vetor de distancias contém os custos minimos de ca-
minhos da origem para todos os vértices alcangaveis do grafo. Se para algum vértice
a distancia permanecer com o valor que representa infinito, isso indica que ele é inal-
cancavel a partir do vértice inicial da busca. A Figura 4.2 ilustra um exemplo do passo
a passo do algoritmo, com uma busca por caminhos minimos originada no vértice 1.

Uma caracteristica importante do algoritmo de Dijkstra, € que, sempre que
um vértice é retirado da fila de prioridade pela primeira vez, sua estimativa de distan-
cia ja corresponde a distancia real da origem até esse vértice. Entretanto, essa propri-
edade vale apenas para grafos cujas arestas possuem custos apenas nao negativos.
A implementacao desse algoritmo, que sera apresentada a seguir na Secéo 4.2.3,
também pode ser aplicada a grafos que contém arestas de custo negativo, desde que
nao existam ciclos de custo negativo. No entanto, nesse cenario, a complexidade de
tempo deixa de ser O((M + N) log N) e pode crescer de forma exponencial, pois ja
ndo ha mais garantia de que a primeira remogéao de um vértice da fila de prioridade
corresponda a sua distancia final correta (HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018).
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Figura 4.2: lteragdes do algoritmo de Dijkstra para a origem 1
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4.2.3 Implementacado do algoritmo de Dijkstra

A implementacao do algoritmo de Dijkstra é apresentada no Cédigo 4.1, e
leva como parametro um vértice source do grafo, que representa a origem dos cami-
nhos (linha 7). Como parte do algoritmo, as seguintes constantes, variaveis e estru-
turas de dados séo declaradas globalmente (linhas 1-5), e cada uma dessas informa-
¢Oes tem seus significados explicados a seguir:

* MAX: constante que representa o limite maximo de vértices do grafo;
» INF: constante que representa infinito;

* int n: variavel que armazena o numero de vértices do grafo;

* int m: representa a quantidade de arestas do grafo;

* int dist[MAX]:vetor que guardara as distancias do vértice de origem para todos
os vertices;

* vector<vector<pair<int, int>>> graph(MAX):estrutura onde esta armazenado
o grafo, onde para cada posi¢do graph[u], esta contida uma lista de pares {v,
w}, onde existe uma aresta entre u e v e w € 0 custo associado.

A primeira etapa da execuc¢ao do algoritmo consiste na declaracao da fila de
prioridade pq como um heap minimo, no preenchimento das distancias para todos os
vértices do grafo com INF (exceto pela origem source) e na inser¢éo de source na fila
com distancia 0 (linhas 8-12).

A seguir, enquanto a fila pq ndo estiver vazia (linha 13), o vértice u com me-
nor estimativa de distdncia no momento é extraido da fila (linhas 14-15). Se essa
estimativa estiver incorreta, significando que o vértice retirado ja foi processado, ele é
ignorado (linha 16). Caso contrario, todos os vizinhos v desse vértice sdo processa-
dos: se a distancia de u mais o custo w da aresta (u, v) resulta em uma estimativa
menor do que a atual para v, o vértice v € inserido na fila de prioridade juntamente
com sua nova estimativa, além da atualizacao do valor contido em dist (linhas 17-22).
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#define MAX 312
#define INF 1123456789

int n, m, dist[MAX];

vector<vector<pair<int, int>>> graph(MAX);

void dijkstra(int source) {
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int>>,
greater<pair<int, int>>> pq;
fill(dist, dist + n, INF);
dist[source] = 0;
pq.emplace(0, source);
while(!pq.empty()) {
auto [du, ul = pq.topQ);
pq.popQ);
if(du > dist[u]) continue;
for(auto &[v, w] : graphl[ul) {
if(dist[v] > dist[ul + w) {
dist[v] = dist[u] + w;
pq.emplace(dist[u] + w, v);

}
}
}
}
Cédigo 4.1: Funcao que implementa o algoritmo de Dijkstra
4.3 Resolucao

De acordo com o que foi apresentado no inicio do capitulo, o propésito do
problema Desvio é determinar, para cada trecho de rua da cidade, o valor do cami-
nho de comprimento minimo entre as esquinas a ele associadas, sem utiliza-lo. Na
sequéncia, a solucao sera apresentada em detalhes.

4.3.1 Descricao da entrada do problema

A entrada do problema consiste em, primeiramente, uma linha contendo dois
inteiros Ne M (1 < N < 300). Eles significam, respectivamente, o numero de esquinas
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e de trechos existentes na cidade. Cada uma das M linhas a seguir descreve um
trecho de rua, que é composto por trés inteiros U, Ve W (1 < U< N, 1 <V <N,U+#
V,1 < W < 10°), representando que ha um trecho de mao dupla de comprimento W
que interliga as esquinas U e V. E garantido que ndo existe mais do que um trecho
de rua conectando o mesmo par de esquinas.

4.3.2 Descricao da saida do problema

A saida do problema deve consistir em M linhas, cada uma contendo um
inteiro que representa qual a distdncia do desvio mais curto para cada trecho de rua
da cidade, na mesma ordem que eles foram lidos da entrada. Se para o respectivo
trecho nédo existir um desvio possivel, o programa deve responder -1.

4.3.3 Solugao

A partir do enunciado, pode-se concluir que a entrada descreve um grafo
simples, ponderado e nado dirigido, onde as esquinas representam os vértices e os tre-
chos de ruas representam arestas com determinados custos. O objetivo do problema
€, para cada aresta (U, V), determinar o caminho de menor custo entre os vértices
U e V sem utilizar a propria aresta que os conecta diretamente. Para essa tarefa, é
possivel utilizar o algoritmo de Dijkstra, descrito anteriormente na Secao 4.2.

Uma forma direta e simples de resolver o problema seria executar o algo-
ritmo de Dijkstra para cada aresta (U, V) do grafo. Fixando U como vértice de origem
e V como destino, pode-se utilizar uma implementagao padrao do algoritmo com ape-
nas uma pequena modificacdo: ignorar a aresta que conecta diretamente esses dois
vértices no calculo do caminho minimo entre eles. No entanto, essa abordagem é
ineficiente, pois apresenta um custo de tempo muito elevado, como sera discutido
posteriormente na Secao 4.4.2. Dessa forma, torna-se necesséaria a adogdo de uma
estratégia mais eficiente.

Uma solugcao mais eficiente consiste em executar o algoritmo de Dijkstra para
cada vértice do grafo (ao invés de para cada aresta). A ideia €, ao executar o algoritmo
para um vértice de origem S, aproveitar para ja calcular os desvios minimos entre S e
todos seus vizinhos. E importante notar que, embora para uma origem S e um vértice
vizinho U a aresta que os conecta ndo possa ser utilizada no calculo do desvio minimo
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entre S e U, essa mesma aresta pode ser considerada ao calcular o desvio minimo
entre S e outro vizinho V.

A chave para a resolucao desse problema é observar, em um grafo qualquer,
quais os desvios 6timos envolvendo uma origem U para todos os seus vizinhos. Uma
ilustracao pode ser visualizada na Figura 4.3, onde € mostrado um exemplo de grafo
em que o vértice 1 é a origem.

Arvore de caminhos minimos Desvio de custo minimo Desvio de custo minimo
enraizada no vértice 1 entre os vértices 1 e 2 entre os vértices 1 e 3

Figura 4.3: Semelhangas entre a arvore de caminhos minimos a partir de 1 e os
desvios 6timosde 1 a2ede1a3

Nesse caso, é possivel notar que os desvios minimos envolvendo os vértices
2 e 3 tém muito em comum com a arvore de caminhos minimos gerada a partir do
vértice de origem 1 pelo algoritmo de Dijkstra. Na figura, a aresta destacada em verde
€ uma aresta que néo havia sido incluida na arvore de caminhos minimos e que foi
levada em conta para o calculo dos desvios. Ja as arestas destacadas em vermelho
fazem parte da arvore de caminhos minimos e tiveram que ser ignoradas ao calcular
0s desvios de custo minimo.

Com base nessas semelhancas, a solugao para o problema consiste em exe-
cutar o algoritmo a partir de cada possivel origem S da seguinte maneira. Considere
0 momento em que, o algoritmo processa um vértice W tal que W é vizinho de um
vértice T e T e W possuem, respectivamente, ancestrais distintos U e V na arvore de
caminhos minimos que sao vizinhos de S (é possivel que T = U e W = V). Nesse
passo serao calculadas as seguintes possibilidades de respostas de desvios de custo
minimo entre os vértices S e U e os vértices Se V:

desvio(S, U) = distancia(S, T) + distancia(S, W) + aresta(T, W) — aresta(S, U)
desvio(S, V) = distancia(S, T) + distancia(S, W) + aresta(T, W) — aresta(S, V)
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Para auxiliar nesse célculo, durante a execugao do algoritmo de Dijkstra com
origem em S, é mantido um vetor first. first[T] indica, para cada vértice T do grafo,
qual é o vizinho U de S que aparece como primeiro passo em um caminho minimo
de S até T. Em outras palavras, first[T] armazena o vértice vizinho de S que € o
ancestral de T na arvore de caminhos minimos enraizada em S. Essa informacéao
sera atualizada em cada momento que uma estimativa melhor de distancia para cada
vértice T € encontrada.

Utilizando como referéncia a Figura 4.3, é possivel associar a origem S ao
vértice 1. O momento em que os calculos supracitados identificam os valores corretos
dos desvios de custo minimo entre 1 e seus vizinhos U = 3 e V = 2 é quando o
vértice 5 é retirado da fila de prioridade durante a execugao do algoritmo de Dijkstra.
Nessa iteracao, os vértices T e W correspondem a 5 e 6, respectivamente, e possuem
ancestrais vizinhos de 1 na arvore de caminhos minimos diferentes entre si (U = 3 e
V = 2). Portanto, o valor do desvio de custo minimo entre 1 e 2 sera corretamente
calculado como 16, e o desvio entre 1 e 3 calculado como 14.

Os calculos dos desvios serdo executados e armazenados em uma tabela
resposta de tamanho N x N. Posteriormente, na impressao das respostas, o valor do
desvio de custo minimo para uma aresta (U, V) é recuperado simplesmente consul-
tando a célula respostalU][V]. Como a situacao descrita acima para os vértices U e V
pode acontecer para diferentes vértices T e W, sempre que uma nova possibilidade
de valor de desvio para os vértices S e U e os vértices S e V for calculada, deve-se
armazenar na tabela o minimo entre o valor ja existente e o novo valor obtido.

A execugao desses passos € suficiente para calcular o valor 6timo da maioria
dos desvios requisitados, mas ha alguns casos em que é preciso ter atencao extra.
Um exemplo desse caso pode ser visualizado Figura 4.4. Esse cendrio de excegao
ocorre quando um vizinho U de uma origem S ja possui, por si s6, um caminho minimo
gue nao utiliza a aresta (S, U). Nesse contexto, as condi¢cdes necessarias para aplicar
diretamente o calculo descrito anteriormente podem nao ser satisfeitas, fazendo com
que as respostas impressas ao final do programa tenham valores incorretos.

Para compreender melhor esse caso de excec¢ao, considere a situagao ilus-
trada na Figura 4.4, no momento em que o vértice 2 é retirado da fila de prioridade
durante a execucao do algoritmo de Dijkstra, tendo o vértice 1 como origem dos cami-
nhos. Nesse ponto, sdo calculadas possibilidades de desvios de custo minimo entre 1
e 2 e entre 1 e 3 (pois 2 encontra 3 na busca e, nesse instante, 2 e 3 possuem ances-
trais vizinhos de 1 distintos entre si). No entanto, esses valores ainda sao provisérios
e nao correspondem aos valores 6timos dos respectivos desvios. Além disso, a partir
do vértice 2, as estimativas de distancia para os vértices 3 e 4 sdo melhoradas, e as
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Arvore de caminhos minimos Desvio de custo minimo Desvio de custo minimo
enraizada no vértice 1 entre os vértices 1 € 2 entre os vértices 1 ¢ 3

Figura 4.4: Caso de excegéao para o calculo dos desvios de custo minimo com vértice
de origem 1

informacgdes do vetor first sdo atualizadas. Assim, embora 3 seja vizinho de 1 no grafo
original, passara a ficar registrado em first[3] o vértice 2. Mais adiante na execugao do
algoritmo, quando o vértice 4 é retirado da fila de prioridade, ele encontrara o vértice
3 como vizinho. Nesse momento, 3 e 4 tém 0 mesmo ancestral vizinho de 1 na arvore
de caminhos minimos (o vértice 2) e, portanto, a condicdo necessaria para o calculo
dos desvios de custo minimo entre 1 € 2 e entre 1 e 3 deixa de ser satisfeita, fazendo
com que o algoritmo nao identifique as respostas corretas.

O problema descrito acima pode ser contornado com o uso de um vetor au-
xiliar is_neighbor, em que is_neighbor[U] é definido como verdadeiro se U é vizinho
da origem S e false caso contrario. Sempre que um vértice U é retirado da fila de
prioridade, verifica-se se ele é vizinho de S e se o valor armazenado em first[U] é dife-
rente de U. Esse é exatamente o caso que ocorre com o vértice 3 no grafo da Figura
4.4. Quando essas condi¢cdes sdo verdadeiras, sao calculadas novas possibilidades
de desvios de custo minimo entre os vértices Se U e entre Se V, em que V = first[U]:

desvio(S, U) = distancia(S, U)
desvio(S, V) = distancia(S, U) + aresta(S, U) — aresta(S, V)

4.3.4 Implementacéo da solucao

Para auxiliar na resolugdo desse problema, alguns vetores sao declarados
globalmente, como podem ser vistos no Cdodigo 4.2. Essas estruturas juntam-se aque-
las ja existentes na implementacéo padrao do algoritmo de Dijkstra explicada na Se¢ao
4.2.3. Os significados desses novos vetores sdo dados a seguir, e sao definidos para
cada origem S para a qual o algoritmo de Dijkstra é executado:
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* int first[MAX]: para cada vértice, armazena qual é o vizinho da origem pelo
qual se inicia 0 caminho minimo a partir dessa origem;

* int start_edge[MAX]: para os vértices vizinhos da origem, armazena qual o
custo da aresta que conecta o respectivo vértice a origem;

* int is_neighbor [MAX]: contém O (falso) ou 1 (verdadeiro) para cada vértice do
grafo se ele é vizinho da origem;

* int answer [MAX] [MAX]: matriz que registra as respostas requeridas pelo pro-
blema.

#define MAX 312
#define INF 1123456789

int n, m, dist[MAX], first[MAX], start_edge[MAX], is_neighbor [MAX],
answer [MAX] [MAX] ;
vector<vector<pair<int, int>>> graph(MAX);

Cédigo 4.2: Constantes, variaveis e estruturas globais necessarias para a resolucao
do problema

O primeiro passo a ser realizado, € a leitura e armazenamento do grafo dado
pela entrada (linhas 1-10), visualizada no Codigo 4.3. Além disso, é feita a criacao
de mais uma estrutura auxiliar vector<pair<int, int>> edges(m) (linha 3) servindo
para memorizar a ordem de entrada das arestas, que devera ser respeitada ao realizar
a impressao dos resultados obtidos pelas execugdes do algoritmo de Dijkstra.

int u, v, w;
cin >> n >> m;
vector<pair<int, int>> edges(m);
for(int i = 0; 1 < m; i++) {
cin >> u >> v >> w;
u--; v--;
graph[u] .emplace_back(v, w);
graph[v] .emplace_back(u, w);
edges[i] = {u, v};

Cédigo 4.3: Leitura da entrada e criacao do vetor auxiliar edges

Os préximos passos, observados no Cédigo 4.4, consistem em, primeira-
mente, inicializar a matriz answer com todos os valores de suas células definidos
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como INF, representando que, inicialmente, nenhuma resposta valida foi obtida (li-
nhas 11-15). A seguir, para cada vértice do grafo definido como origem, uma rodada
do algoritmo de Dijkstra € executada (linhas 16-18).

for(int i = 0; i < n; i++) {
for(int j = 0; j < mn; j++) {
answer [i] [j] = INF;

}

}

for(int u = 0; u < n; u++) {
dijkstra(u);

}

Cadigo 4.4: Inicializagdo da matriz answer e execugéo do algoritmo de Dijkstra para
todos os vértices do grafo

A seguir, no Cédigo 4.5, sao apresentadas as adaptagdes feitas na inicializa-
¢ao do algoritmo de Dijkstra, onde informagdes importantes a respeito dos vizinhos da
origem source sdo preenchidas. Além da fila de prioridade e do vetor de distancias ja
mencionados anteriormente na Secao 4.2.3, o vetor first tem todas as suas posicoes
inicializadas com -1, representando que, inicialmente, nenhum vértice do grafo foi al-
cangado por algum vizinho de source (linha 5). Ja o vetor is_neighbor € preenchido
com 0, significando que nenhum vértice foi identificado ainda como vizinho de source
(linha 6).

void dijkstra(int source) {
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int>>,
greater<pair<int, int>>> pq;
fill(dist, dist + n, INF);
£fill(first, first + n, -1);
fill(is_neighbor, is_neighbor + n, 0);
for(auto &[v, w] : graph[source]) {
dist[v] = w;
first[v] = v;
start_edge[v] = w;
is_neighbor[v] = 1;
pq.emplace(w, v);

Caodigo 4.5: Inicializagdo das informacdes sobre os vértices no algoritmo de Dijkstra

O préximo passo consiste no seguinte: como € necessario preencher as in-
formacgdes corretamente para os vizinhos do vértice inicial source (e ndo para o proéprio
source), a primeira iteragdo do algoritmo € feita a parte. Sendo assim, ao invés da fila
de prioridade inicialmente conter o vértice de origem, os vizinhos dele sdo colocados,
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e as seguintes informagdes, para cada um desses vizinhos, sao preenchidas (linhas
7-11):

» dist[v] = w: a distancia inicial de v é o custo da aresta (source, v), Ou seja,

W,

« first[v] = v: 0 vértice vizinho de source que é o primeiro passo no caminho
minimo de source a v é, inicialmente, o proprio v;

* start_edge[v] = w: registra o custo w da aresta (source, v);

* is_neighbor[v] = 1: 0 vértice é marcado como vizinho de source.

Ap6s o preenchimento dessas informacdes, o vizinho v € adicionado a fila de priori-
dade com estimativa inicial de w (linha 12).

A seguir, sera demonstrado o processo modificado de retirada e processa-
mento dos vértices da fila de prioridade, juntamente com os célculos dos desvios de
custo minimo de todos os vizinhos do vértice source da vez. Primeiramente, no Cé-
digo 4.6, pode ser visualizado o tratamento do caso de excecado, descrito na Secéo
4.3.3.

A identificacdo desse caso (linha 17) consiste em verificar se o vértice u da
vez é vizinho de source e 0 caminho minimo de source a u passa por outro vértice vizi-
nho de source antes (0 que corresponde a first[u] != u). Se verificado verdadeiro,
os célculos corretos dos desvios de custo minimo do caso de excegao sao aplicados.

while(!pq.empty()) {

auto [du, ul = pq.topQ);

pq.pop();

if(du > dist[u]) continue;

if (is_neighbor[u] == 1 && first[u] != u) {
answer [source] [u] = dist[u];
int detour = dist[u] + start_edgel[u] - start_edgelfirst[ull;
answer [source] [first[ul] = min(answer[source] [first[ul], detour);

Cédigo 4.6: Tratamento do caso de excecao

ApOs essa etapa, o algoritmo prossegue com o processamento dos vizinhos
de u, como pode ser observado no Codigo 4.7. Primeiramente, se um vértice v vizinho
de u é a prépria source, ele é ignorado, para evitar calculos incorretos (linha 23). A
seguir, a condi¢ao para o calculo do desvio de custo minimo para o caso padrao,
detalhado na Secao 4.3.3, é avaliada (linha 24). Se verificada verdadeira, isso significa
que v ja foi descoberto anteriormente (first[v] != -1) e que os vértices u e vtem os
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seus caminhos minimos iniciados a partir de diferentes vértices vizinhos de source.
Satisfeitas essas condigcdes, sdo aplicados os calculos dos desvios de custo minimo
entre source e first[u] € entre source e first[v] (linhas 25-28). Outra informacéao
importante a ser registrada €, se o caminho minimo calculado para u mais o custo w
da aresta (u, v) reduz a estimativa de distancia de v, first[v] deve receber o valor
de first[ul. Isso significa que os caminhos minimos de source para u € v partem do
mesmo vizinho de source.

22 for(auto &[v, w] : graphlul) {

23 if (v == source) continue;

24 if(first[v] != firstl[ul && firstl[v] !'= -1) {

25 int detour_su = dist[v] + dist[u] + w - start_edgel[first[ul];

26 answer [source] [first[ul] = min(answer[source] [first[u]], detour_su);
27 int detour_sv = dist[v] + dist[u] + w - start_edgel[first[v]];

28 answer [source] [first[v]] = min(answer[source] [first[v]], detour_sv);
29 }

30 if(dist[v] > dist[u] + w) {

31 pq.emplace(dist[u] + w, v);

32 dist[v] = dist[u] + w;

33 first[v] = first[ul;

34 }

35 }

Cédigo 4.7: Tratamento do caso padréo e processamento dos vizinhos do vértice u

Apbs a execucgao do algoritmo de Dijkstra para todos os vértices do grafo,
resta apenas recuperar e imprimir as respostas para todas as arestas, na ordem
que sao dadas pela entrada. Essa etapa é exposta no Codigo 4.8. Se uma célula
answer [u] [v] contiver o valor INF, significa que nao existe nenhuma possibilidade
de desvio de u para v sem utilizar a aresta que conecta esses dois vértices, onde a
resposta a ser impressa deve ser -1. Se nao, basta imprimir o valor Ia existente.

36 for(auto &[u, v] : edges) {
37 cout << (amswer[u] [v] '= INF 7 answer[u][v] : -1) << '\n';

38 }

Cédigo 4.8: Impressao das respostas para todas as arestas do grafo
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4.4 Analise e discussao

441 Andlise da complexidade da solucao

A solucédo para o problema Desvio pode ser dividida em duas partes princi-
pais. A primeira consiste na leitura do grafo e na inicializagdo da matriz de respostas.
A leitura exige O(M) de tempo, sendo M o numero de arestas do grafo de entrada, en-
quanto a inicializagdo da matriz answer, de dimensdo N x N, demanda O(N?), sendo
N o nimero de vértices. Assim, o custo combinado dessa etapa inicial € O(M + N?).

A segunda parte corresponde a execucao do algoritmo de Dijkstra a partir de
cada vertice do grafo. Cada rodada do algoritmo tem complexidade O((M + N) log N).
Na implementacao apresentada, os calculos que identificam os desvios de custo mi-
nimo sédo operacgdes de custo constante O(1), realizadas durante a retirada dos vér-
tices da fila de prioridade e durante o processamento das arestas, nao impactando
na complexidade do algoritmo. Executando essa funcao para todas as N possiveis
origens, obtém-se um custo total de O(N (M + N) log N), que domina a complexidade
de tempo final da solucgéo.

E importante notar que o grafo de entrada pode ser completo, de modo que o
nGmero de arestas M pode chegar a aproximadamente N2. Mesmo nesse pior cenario,
com N < 300, o nimero total de operagdes fica na ordem de 108, 0 que é compativel
com o limite de tempo estabelecido de 4,5 segundos. A complexidade de espaco da
solucéo fica em O(M + N?), por conta das estruturas que armazenam o grafo, a lista
de arestas e a matriz de respostas.

442 Discussao da solugéo

O problema é de alto nivel de dificuldade pois exige um grande entendimento
do algoritmo de Dijkstra e da estrutura da arvore de caminhos minimos produzida por
ele. Para a resolucdo do problema, € necessario observar propriedades nao triviais a
respeito do grafo, como o fato de que caminhos minimos com origens comuns formam
ramos que podem se “encontrar” durante a execucao do algoritmo, além de ser pre-
ciso prestar atencao a casos particulares que fogem do padrdo. Reconhecer esses
encontros e interpreta-los como candidatos a desvios minimos é a principal ideia por
trds do algoritmo proposto.
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Em oposicao a dificuldade da solucao aqui proposta, existe uma abordagem
muito mais trivial, conforme mencionado na Secao 4.3.3. Tal abordagem consiste em
executar o algoritmo de Dijkstra para cada aresta do grafo, ignorando-a ao calcular
o caminho minimo entre os dois vértices associados a ela. Como o grafo pode ser
completo, essa estratégia exige a execugdo de M ~ N? rodadas do algoritmo. As-
sim, sua complexidade total € O(N? (M + N) log N) ~ O(N*log N), resultando em
cerca de 6,6 - 10'° operagbes, uma quantidade impraticavel para os limites de tempo
estabelecidos.

Uma abordagem alternativa para a resolugao do problema utiliza o algoritmo
de Floyd-Warshall, combinado com uma técnica de divisdo e conquista para tratar o
célculo dos desvios de custo minimo, atingindo uma complexidade de O(N®log N).
Outra opc¢ao seria adotar um Dijkstra quadratico (sem fila de prioridade). Essa versao
elimina o fator log N da complexidade, transformando-a em O(N?®). Entretanto, essa
versdo s6 se comporta melhor na pratica para grafos extremamente densos.

Por fim, vale destacar que a solugcédo apresentada depende do fato de o grafo
ser ndo dirigido e de todas as arestas terem custo ndo negativo. No caso de um grafo
dirigido, a légica usada para identificar desvios a partir do encontro de ramos durante
o algoritmo de Dijkstra ndo seria mais vélida, pois esse encontro ndo garante a exis-
téncia de um caminho alternativo no sentido correto. Além disso, se houvesse arestas
de custo negativo, o algoritmo de Dijkstra ndo poderia ser aplicado, sendo necessario
recorrer ao algoritmo de Bellman-Ford. Como esse algoritmo possui complexidade de
tempo de O(NM), executar uma busca a partir de cada origem levaria a um numero in-
viavel de operagoes realizadas para N < 300, tornando essa variagdo intratavel dentro
do limite de tempo do problema.
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5. PROBLEMA 4: MURALHAS REFORCADAS

O problema Muralhas Refor¢cadas comega revelando que, antigamente, a
protecao das cidades de Minas Gerais era feita apenas por muralhas frontais, devido a
sua localizagcao geografica privilegiada e ao relevo favoravel da regido. Uma muralha
era composta por um numero de segmentos consecutivos, em que cada segmento
era formado por uma determinada quantidade de blocos empilhados um em cima do
outro.

Eventualmente, reforcos eram aplicados a essas muralhas da seguinte ma-
neira: escolhia-se um segmento especifico e nele eram empilhados K blocos adici-
onais. Além disso, os K — 1 segmentos imediatamente a esquerda também eram
reforcados em formato de escada, de modo que o primeiro recebia K — 1 blocos, o
seguinte K — 2, e assim por diante, até que apenas 1 bloco fosse adicionado ou nao
houvesse mais segmentos a esquerda. O poder defensivo de uma muralha era esti-
pulado pelo tamanho do seu menor segmento.

O objetivo do problema é, dada a descricao de uma muralha e um inteiro K,
determinar qual a maior altura minima possivel ao aplicar uma unica operagao de re-
forco. A versdo completa do enunciado encontra-se disponivel em: https://codeforces.
com/gym/106073/problem/M.

A solucdo para o problema baseia-se na identificacdo das caracteristicas e
da propriedade monétona de uma funcao que verifica se € possivel garantir que a
menor altura de toda a muralha seja ao menos um determinado valor X. Essa pro-
priedade justifica a aplicagéo correta de uma busca binaria para encontrar a resposta
desejada. A adogao dessa abordagem foi motivada pelo editorial oficial disponibilizado
pela Sociedade Brasileira de Computacao (SBC).

Ao longo deste capitulo, serao apresentados o0s conceitos presentes na solu-
cao proposta, sendo eles o de fungdo monotona e de busca binaria. Com base nesses
conceitos, sera apresentada a solucao completa para o problema. Mais adiante, sera
analisada a complexidade da solucdo adotada e serdo mencionadas outras aborda-
gens para o problema, baseadas em uma perspectiva distinta da utilizada na solugao
desenvolvida neste capitulo.


https://codeforces.com/gym/106073/problem/M
https://codeforces.com/gym/106073/problem/M
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5.1 Conceitos

511 Funcdo mondtona

Uma funcdo monotona ndo decrescente € uma fungao f(X) tal que, sempre
que X < Y, é tido que f(X) < f(Y). De forma analoga, uma funcdo monétona nao
crescente é aquela em que X < Y implica f(X) > f(Y) (CORMEN et al., 2022). A Fi-
gura 5.1 ilustra ambos esses casos, com f(X) sendo uma fungéo f : R — R mondétona

nao decrescente e g(X) sendo uma fung¢éo g : Z — {0, 1} monotona néo crescente.
f(X) 9(x),

1

X X
Figura 5.1: Exemplo de f(X) mono6tona ndo decrescente e g(X) mono6tona néo cres-
cente

51.2 Busca binaria

A busca bindria € uma das técnicas mais fundamentais na programagao com-
petitiva e em algoritmos de modo geral. Ela segue uma légica de divisao e conquista
na qual, em cada iteracéo, o espacgo de busca é dividido ao meio; em seguida, realiza-
se uma avaliacédo que permite descartar uma das metades e prosseguir apenas com a
parte que ainda pode conter a solucao. Esse processo se repete sucessivamente até
gue um determinado objetivo seja alcancado, reduzindo de forma eficiente 0 numero
de candidatos que precisam ser considerados (LAAKSONEN, 2020).

Um dos usos mais comuns da busca binaria na programagao competitiva
ocorre em problemas de otimizagéo, nos quais se busca maximizar ou minimizar uma
resposta. Essa abordagem é conhecida como busca binaria pela resposta (binary
search the answer) (HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018). Nesse cenario, dado um pro-
blema com seu objetivo e suas restricées, a busca procura determinar o maior valor X



55

admissivel como resposta (em casos de maximiza¢ao) ou o menor valor X (em casos
de minimizacao). Para encontrar tal valor, é definida uma funcédo booleana f(X) que
retorna verdadeiro quando X € avaliado como uma resposta admissivel e falso caso
contrario. Uma caracteristica necessaria para essa técnica funcionar, é que f deve ser
uma funcao monétona. Sem essa propriedade, a busca binaria nao funcionara, pois
o descarte de uma das metades do espaco de busca durante a sua execucao pode
resultar em decisdes equivocadas que nao levam a resposta 6tima.

5.2 Algoritmo

5.2.1 Motivacao para a busca binaria

A busca binaria € um método eficiente para encontrar uma solucao sempre
gue o problema apresenta as caracteristicas necessarias para garantir que a técnica
conduza a resposta 6tima. Sua l6gica de particionar o espaco de busca ao meio e
descartar uma das metades a cada iteragdo implica em uma complexidade de tempo
de O(log M), em que M é o tamanho do espaco de busca considerado. Em cada um
desses passos, uma funcao f € avaliada para decidir qual metade deve ser mantida.
Assim, assumindo que a avaliagao de f tenha um determinado custo O(N), a comple-
xidade total passa a ser O(Nlog M).

No problema apresentado neste capitulo, 0 uso dessa técnica torna-se ade-
quado porque estdo presentes as condicdes exigidas para uma aplicacao correta da
busca binaria, conforme sera discutido na Secao 5.3.3. Dessa forma, é possivel de-
terminar o valor 6timo desejado de maneira simples e eficiente, sem a necessidade de
testar exaustivamente todos os valores candidatos a resposta.

522 Funcionamento da busca binaria

A primeira etapa da busca binaria consiste em definir o espago inicial de
busca, delimitado por dois valores: um limitante inferior e um limitante superior. O
intervalo entre esses limitantes compde o conjunto de candidatos que pode conter
a resposta. Geralmente, esse espaco € formado pelos valores inteiros entre esses
limitantes, mas ha situagdes em que se trabalha com nimeros reais, desde que exista
um bom critério de parada.
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Apés essa definicdo inicial, a busca binaria repete os seguintes passos:

1. Calcula-se o ponto médio entre os limitantes inferior e superior;
2. Avalia-se se esse valor € admissivel como resposta;

3. Com base no retorno dessa avaliacdo, descarta-se uma das metades do inter-
valo, atualizando-se os limitantes para restringir o espaco de busca:

+ Se a resposta desejada estiver na metade inferior, o limitante superior é
reduzido;

» Caso contrario, o limitante inferior € aumentado.

Esse procedimento se repete até que os limitantes se igualem, que sera a
resposta retornada pela busca. Em alguns problemas, pode ocorrer de ndo existir
nenhuma resposta valida dentro do intervalo considerado. Nessa situacao, a busca
pode retornar um valor especial indicando isso, ou pode-se realizar uma verificacao
final do valor retornado pela busca.

5.2.3 Implementagdo da busca binaria

Existem diferentes maneiras de implementar a busca binaria, onde cada va-
riacdo pode atender melhor ao objetivo estabelecido pelo respectivo problema. O
Cédigo 5.1 implementa uma busca binaria pelo maior valor possivel pelo qual uma
funcéo £ retorna true. Ela recebe dois parametros inf e sup, que representam os
limitantes inferior e superior do espaco de busca (linha 1). A busca segue executando
0s passos citados na Sec¢do 5.2.2, enquanto os limitantes inf e sup ndo se igualam
(linha 3).

Em cada iteracao, a variavel mid recebe o calculo do ponto médio entre os
limitantes (linha 4). A forma com que esse calculo é conduzido tem dois propédsitos
importantes. O primeiro é evitar overflow, pois ndo soma diretamente inf + sup. O
segundo é uma acao necessaria quando o objetivo € a maximizacao da resposta: ao
usar o teto da divis&do por 2 (somando 1 antes de dividir por 2), sdo evitadas situagoes
em que mid seja igual a inf em intervalos pequenos, o que poderia impedir 0 avango
do limitante inferior quando f (mid) é verdadeira, fazendo com que a busca entre em
loop infinito.

A funcdo f é avaliada para mid dentro de cada iteragcdo. Se o seu retorno for
verdadeiro, o espaco de busca é restringido ao descartar todo o intervalo de busca
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de inf até mid - 1, ajustando o limitante inferior para mid (linha 5). Caso contrario,
o intervalo superior (que inclui o ponto médio) é descartado, ajustando o limitante
superior paramid - 1 (linha 6).

Quando inf e sup finalmente se igualam, o intervalo de busca foi reduzido a
um unico valor possivel, que corresponde ao maior valor para o qual f retorna verda-
deiro. Esse valor € entéo retornado pela fungéo (linha 8).

int bin_search(int inf, int sup) {
int mid;
while(inf < sup) {
mid = inf + (sup - inf + 1) / 2;
if (f(mid) == true) inf = mid;
else sup = mid - 1;

}
return inf;
}
Cédigo 5.1: Implementacao da funcao que executa a busca binaria
5.3 Resolucao

Tendo em vista a descricdo do problema exposta no inicio do capitulo, o
problema Muralhas Reforgcadas consiste em determinar, a partir das alturas iniciais
dos segmentos de uma muralha e de um inteiro K, qual a maior altura minima que
pode ser obtida apds a aplicacdo de uma unica operacao de reforco com K blocos.
Nas secbes subsequentes, sera construida a intuicdo a respeito da solucéo, seguida
de sua apresentacdao completa.

5.3.1 Descricao da entrada do problema

A entrada consiste, primeiramente, em uma linha contendo dois inteiros N
e K(1 < K< N < 10%, representando o nimero de segmentos da muralha e a
guantidade de blocos adicionada ao segmento escolhido. A segunda linha € composta
por N inteiros vy, vo, ..., vy (1 < v; < 10°), correspondendo a altura inicial de cada
segmento.
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5.3.2 Descricao da saida do problema

A saida deve consistir em um inteiro, representando qual a maior altura mi-
nima de toda a muralha apés a aplicagdo de um unico reforco.

5.3.3  Solucéo

Suponha que, para uma instancia qualquer do problema, a melhor resposta
possivel (isto é, a maior altura minima que pode ser garantida apés o reforgo) seja um
certo valor X. Para chegar a esse valor, é util fazer algumas observagdes que guiarao
a construcao da solugao para o problema.

O primeiro passo é determinar quais sdo 0s possiveis indices que devem
receber o reforco inicial para garantir a resposta X desejada. Considere o ultimo indice
i tal que a altura inicial naquele segmento € estritamente menor que X, isto é, o maior
i para o qual v; < X. E obrigatério que esse segmento receba blocos adicionais, ou
a altura minima pretendida nunca chegara a X. Isso significa que qualquer escolha
de indice para recebimento do reforco inicial de K blocos que nao afete v; a ponto de
tornar esse valor ao menos X conduzira a uma resposta errada.

Por outro lado, escolher um indice de reforco a direita de /i, ainda que ga-
ranta que v; receba os blocos necessarios para fazer com que o seu valor final seja ao
menos X, resultaria no desperdicio de blocos de reforgo em posi¢cdes que nao preci-
sariam ser reforcadas. Isso poderia fazer com que faltassem blocos para segmentos
mais a esquerda que também estao abaixo de X, impedindo que todos eles atinjam a
altura desejada. Dadas as caracteristicas descritas, a melhor escolha de indice para
receber o reforco inicial de K blocos, de forma a garantir o valor étimo X, é justamente
o ultimo indice i tal que v; < X.

O segundo passo da solugéo consiste em tragar uma estratégia para encon-
trar o proprio valor 6timo X. E possivel notar que, para qualquer valor subétimo Y tal
que 1 < Y < X, a escolha do indice inicial em que o refor¢o sera aplicado, seguindo
a logica detalhada anteriormente, tende a deslocar-se mais a esquerda em relagao
a posicao identificada para o valor X. Embora isso acontega, garantir que a menor
altura de toda a muralha seja pelo menos Y sempre sera possivel. I1sso se justifica ao
observar que, para qualquer posicao i que necessitava de refor¢o para atingir o valor
6timo X, ao considerar o valor sub6timo Y, ela vai receber ainda mais blocos ou né&o
sera sequer necessario que essa posicao seja reforcada.
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A Figura 5.1 demonstra a ideia descrita acima, para uma instanciacom N = 6
segmentos e incremento inicial K = 5, cuja resposta 6tima € 5. A figura expde quais
indices foram escolhidos que garantiram a resposta étima e todos os outros valores
subotimos maiores que 0.

K=5
N X=5 Y=4
Vetor original +1 +2 +3 44 +5 +2 +3 44 +5
4132134 515151719 661684
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Indice escolhido: 5 indice escolhido: 4
Y=3 Y=2 Y=1
+3 +4 +5
71717134 41312134 41321314
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

indice escolhido: 3

Sem indice escolhido

Sem indice escolhido

Figura 5.2: indices escolhidos para reforgo considerando a resposta 6tima X e todos
os valores inferiores Y maiores que 0

Pode-se ent&do definir uma fungao booleana f(X) da seguinte forma:

» f(X) = verdadeiro se é possivel escolher um indice para aplicar o reforco tal que,
apds a operagao, a altura minima da muralha seja pelo menos X;

» f(X) = falso caso contrario.

As caracteristicas identificadas anteriormente indicam uma natureza mon6-
tona da funcao f: se f(X) é verdadeira para um certo valor X, entdo também sera
verdadeira para qualquer valor Y < X. A soluc¢do para o problema consistira, entao,
na definicdo de um espacgo de busca compativel com as restricdes do problema, e na
execugdo de uma busca binaria, pelo maior valor X tal que f(X) retorna verdadeiro.
Esse valor sera a resposta impressa pelo programa.

5.34 Implementacao da solucao

Primeiramente, sdo declaradas algumas variaveis globais que armazenam
informacdes importantes utilizadas na solugcao do problema, conforme pode ser ob-
servado no Cédigo 5.2. S&o elas:
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» #define MAX 112345: quantidade maxima de segmentos que podem existir;
* int n: nUmero de segmentos;

* int k: quantidade de blocos a serem adicionados na posi¢cao escolhida e nas
posi¢des a esquerda, em formato de escada (conforme a descricao do problema
apresentada no inicio do capitulo);

* walls[MAX]: vetor que contera as alturas dos segmentos.

1 const int MAX = 112345;
2 int n, k, walls[MAX];

Cddigo 5.2: Variaveis globais utilizadas na solucao

A leitura e 0 armazenamento das informacdes fornecidas pela entrada é feita
no Cédigo 5.3 (linhas 1-4). Em seguida, a fungdo de busca binaria é chamada (linha 5).
A implementacgéo dessa fungdo é a mesma apresentada previamente na Se¢éo 5.2.3.
Os limitantes inferior e superior passados como parametros para a fungcao cobrem
todo o espaco de solucbes possiveis, com base nas restricbes estabelecidas pelo
enunciado do problema.

1 cin >> n >> k;

2 for(int i = 0; i < n; i++) {

3 cin >> walls[il;

4}

5 cout << bin_search(1, 1123456789) << '\n';

Cédigo 5.3: Leitura da entrada e chamada da funcao de busca binaria

A implementacédo da fungao £, utilizada pela busca binaria, € exposta no
Cédigo 5.4. O parametro x representa qual o valor que a funcdo deve avaliar se,
aplicando a operacao de reforco, é possivel garantir que a menor altura contida no
vetor seja ao menos x. A variavel flag registrard quando a ultima posigcao do vetor que
contém um valor menor que x ja foi encontrada (veja a explicacdo da Secéo 5.3.3).
Ja a variavel add armazenara a quantidade de blocos k inicialmente adicionada ao
segmento escolhido, valor que é reduzido em uma unidade a cada nova posicao a
esquerda.

A iteracao sobre o vetor walls € feita de tras para frente (linha 3), para en-
contrar qual a ultima posicao cujo valor contido € menor que x (linhas 4-6). Assim
que identificado esse indice, a operacao de reforco deve ser realizada (linhas 7-10).
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bool f(int x) {
int flag = 0, add = k;
for(int i =n - 1; i >=0; i--) {
if(walls[i] < x) {

flag = 1;

}

if (flag) {
if(walls[i] + add < x) return false;
add = max(add - 1, 0);

}

3

return true;

Cddigo 5.4: Processo de avaliacdo da funcao f para um determinado x

A partir desse momento, se alguma posi¢ao cujo valor somado ao reforco recebido
nao é suficiente para atingir o valor x, a funcao retorna false imediatamente. O valor
do reforco destinado a cada posi¢ao € entdo decrementado para seguir o padrdo de
escada, com o uso de um mecanismo para impedir que esse valor se torne nega-
tivo, caso existam posicoes ao inicio do vetor que nao sofrerdo impacto da operacao
de reforco. Finalmente, ap6s todas as posicées serem avaliadas, a fungéo retorna
verdadeiro se nenhum valor contido no vetor ficou abaixo de x (linha 12).

5.4 Analise e discussao

541 Analise da complexidade da solucao

A execucao da funcao f consiste em uma iteragao sobre todas as n posicoes
do vetor walls, utilizando operag¢des constantes para controle das informacdes neces-
sarias. Portanto, o custo de tempo dessa funcao é O(N). Conforme mencionado na
Secado 5.2.1, a busca binaria executa O(log M) vezes a funcéo f, em que M é o ta-
manho do espaco de busca estabelecido. A complexidade final de tempo da solugao
é entdo definida como O(N log M). Dado que M é um nimero da ordem de 10° e
que N é no méaximo 10°, a solugdo proposta executa uma quantidade de aproximada-
mente 3 - 10° operagdes, o0 que é aceitavel dentro do tempo limite estabelecido de 0,5
segundos. A complexidade de espaco fica em O(N), visto que nada além do minimo
necessario para armazenar os dados de entrada € utilizado.
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542 Discusséao da solucao

A propriedade mondtona presente no problema, que permite o uso da busca
binaria, faz com que a solucao apresentada seja direta, simples e eficiente. Em pos-
siveis variagdes desse problema nas quais essa propriedade ndo se mantém, outras
técnicas devem ser utilizadas, como algoritmos gulosos ou programagao dinamica.

Outra solucao possivel para esse problema envolve o uso da técnica de ja-
nela deslizante (sliding window). Nessa abordagem, é possivel utilizar essa técnica
em conjunto com uma estrutura que permita insercdo e remocao de valores de forma
eficiente, bem como a consulta ao menor valor nela contido. Um exemplo de estru-
tura desse tipo é o multiset, presente na biblioteca padrao da linguagem C++. Esse
algoritmo consiste em testar a aplicacao do reforco em todas as posi¢cdes do vetor,
ao invés de verificar se um determinado valor X pode ser alcancado ao escolher uma
posicao especifica do vetor, como é feito na solugdo apresentada neste capitulo. O
incremento em formato de escada aplicado pela operacao de reforco pode ser tra-
tado de forma eficiente com o emprego de mais uma técnica chamada de Venice Set
(TORIBIO, 2018), para os elementos dentro da janela (os que sofrerdo o impacto da
aplicacao da operacéao de reforgo). A complexidade desse algoritmo € O(Nlog N).

Uma terceira alternativa de solugédo, também baseada na técnica de janela
deslizante e no uso de Venice Set, consiste em precalcular os minimos para todos
os prefixos e sufixos do vetor e utilizar uma fila de duas pontas (deque) para realizar
em tempo O(1) amortizado, as operagdes de insergdo, remogao e consulta ao valor
minimo dentro da janela (HALIM; HALIM; EFFENDY, 2018). Como a consulta aos
minimos dos prefixos e dos sufixos também possui custo constante por operacéo, a
complexidade dessa solucdo € O(N). Embora atingir essa complexidade nao seja
necessario para a resolucao do problema apresentado nesse capitulo, essa ultima
técnica pode ser extremamente Util ao lidar com variagdes desse problema com limites
mais severos.
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6. CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo apresentar e analisar a resolugao de qua-
tro problemas selecionados da Maratona de Programagé&o da Sociedade Brasileira de
Computagao (SBC), explicando os conceitos necessarios para compreendé-los e jus-
tificando as estratégias adotadas em cada solucao. Isso serviu para criar um material
gue possa auxiliar competidores na preparacao para as competicoes.

A metodologia consistiu na selecao desses problemas, no estudo detalhado
dos enunciados e na identificagdo das propriedades relevantes para cada caso, segui-
dos pela elaboragéo das solugdes, implementacdo em C++ e analise de complexidade.
A revisao bibliografica foi utilizada para fundamentar os conceitos e técnicas empre-
gados, servindo como apoio tedrico para as explicacdes apresentadas ao longo do
trabalho.

O primeiro problema, Kool Strings, foi um problema de otimizacao cujo obje-
tivo era realizar o menor numero possivel de operacdes de mudanca de caractere para
tornar uma string bindaria valida seguindo um determinado parametro. A solug¢do ado-
tada baseou-se em um algoritmo guloso que identificava, de forma sistematica, quais
caracteres que deveriam ser modificados, de modo a assegurar 0 menor numero pos-
sivel de operagdes. Além disso, foi necessario tratar separadamente um caso especial
gue exigia uma estratégia especifica para ser resolvido.

O segundo problema, Harménicos Interferentes, foi resolvido por meio de
uma busca completa, explorando todas as possiveis combinac¢des de atribuicbes para
os bits que foram perdidos durante a transmissao. Além disso, devido a quantidade
elevada de bits de uma das sequéncias da entrada, foi necessario utilizar a aritmé-
tica modular para garantir que fosse possivel testar a divisibilidade dos numeros sem
depender de mecanismos para representacdo de numeros de precisao arbitraria.

O terceiro problema, Desvio, exigiu observacbes complexas sobre o conceito
de caminhos minimos em um grafo ponderado. Isso incluiu a identificagcdo de carac-
teristicas nao triviais da arvore de caminhos minimos construida pelo algoritmo de
Dijkstra para calcular o valor étimo dos desvios. Essas propriedades permitiram evi-
tar a abordagem direta de executar o algoritmo separadamente para cada trecho de
rua, resultando em uma solucao mais eficiente. Além disso, foi necessario identificar
casos de excecao que nao seguiam o padrao principal da estratégia e que exigiam
tratamento especial para garantir a corretude da solugao.

O quarto problema, Muralhas Reforcadas, permitiu a aplicacao de uma busca
binaria para determinar a maior altura minima possivel ap6s uma unica operagéao de
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reforco. A solucdo explorou o fato de que a fungao que avaliava a viabilidade de uma
solucdo candidata apresentava comportamento monétono, partindo de observacoes
que identificaram qual indice deveria receber a operacao de reforco para cada valor
candidato. Dessa forma, tornou-se possivel obter a resposta 6tima de modo eficiente.

A partir deste trabalho, foi possivel observar a interconexao entre o desenvol-
vimento de habilidades légicas e a participacdo em competicdes de programacgao. Os
problemas estudados e os conceitos discutidos favorecem a ideia de que aprofundar-
se na programacao competitiva fortalece a capacidade de abstragéo, o raciocinio ana-
litico e a construcao de solucdes eficientes. Sendo assim, o desenvolvimento deste
trabalho permitiu a criacdo de um material de apoio voltado a competidores e demais
estudantes, reunindo conceitos, estratégias e técnicas relevantes para a resolucao de
problemas. Com isso, os beneficios desse tipo de pratica tendem a se refletir tanto
na formacao académica quanto na trajetéria profissional, provendo conhecimento e
maturidade para lidar com desafios diversos dentro da computacgao.
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#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
ios::sync_with_stdio(0);

cin.tie(0);

int n, k, counter = 0, answer = 0, opl = 0,

char current_char;
string str;

cin >> k >> str;

n = (int) str.size();
if(k > 2) {

current_char = '#';

for(int 1 = 0; i < n; i++) {

if(str[i] == current_char) {

counter++;
} else {

current_char = str[il;

counter = 1;

}
if (counter == k) {

if(i <n - 1 && strli]

:O;

1= strli + 1]) {

str[i - 1] = str[i] == '"1'" 7 '0'
} else {
str[i] = str[i] == '1' 72 'O’

¥

current_char = strl[il;

counter = 1;

answer++;

b
}Yyelse { // k ==
string str_opl, str_op2;

for(int 1 = 0, £ = 0; 1 < m; i++, £ "= 1) {
str_opl.push_back(f 7 '1'
str_op2.push_back(f 7 '0'

}

for(int 1 = 0; i < n; i++) {

IOI);
Ill);

Ill;
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if (str_op1[i] != str[i]) opl++;
if (str_op2[i] !'= str[i]) op2++;
}
if (opl <= op2) {
answer = opl;
str = str_opl;
} else {
answer = op2;

str = str_op2;

}
}
cout << answer << ' ' << str << '\n';
return O;

67

Cadigo A.1: Solugéao completa para o Problema 1 (Kool Strings), na linguagem C++
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APENDICE B — CODIGO COMPLETO DO PROBLEMA 2
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#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

void search_x(string &m, int x, int y, int i) {

if (i == (int) m.size()) {
if(x == 0) {
cout << m << '\n';
exit (0);
}
} else {
if(m[i] = 'x') {
X *= 2;
x +=m[i] - '0';
X 5=V
search_x(m, x, y, 1 + 1);
} else {
X *= 2;
m[i] = '0';
search_x(m, x % y, y, i + 1);
m[i] = "1';

search_x(m, (x + 1) %y, y, i + 1);

m[i] = "x';

void search_y(string &m, string &n, int y, int i) {
if(i == (int) n.size(Q)) {
search_x(m, 0, y, 0);
} else {
if(n[i] t= '*') {
y =2
y +=nl[i] - '0';
search_y(m, n, y, i + 1);
} else {
y =2
search_y(m, n, y, 1 + 1);

search_y(m, n, y + 1, i + 1);
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int main() {
ios::sync_with_stdio(0);
cin.tie(0);
string m, n;
cin >> m >> n;
search_y(m, n, 0, 0);

return O;

Cédigo B.1: Solugao completa para o Problema 2 (Harménicos Interferentes), na lin-
guagem C++
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#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define MAX 312
#define INF 1123456789

int n, m, dist[MAX], first[MAX], start_edge[MAX], is_neighbor [MAX],
answer [MAX] [MAX] ;

vector<vector<pair<int, int>>> graph(MAX);

void dijkstra(int source) {
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int>>,
greater<pair<int, int>>> pq;
fill(dist, dist + n, INF);
£fill(first, first + n, -1);
fill(is_neighbor, is_neighbor + n, 0);
for(auto &[v, w] : graph[source]) {
dist[v] = w;
first[v] = v;
start_edgelv] = w;
is_neighbor[v] = 1;
pq.emplace(w, v);
}
while(!pq.empty()) {
auto [du, u]l = pq.top();
pq.pop();
if(du > dist[u]) continue;
if (is_neighbor[u] == 1 && first[ul !'= uw) {
int detour = dist[u] + start_edgel[u] - start_edgelfirst[ul];
answer [source] [u] = dist[u];

answer [source] [first[ul] = min(answer[source] [first[ul], detour);

}
for(auto &[v, w] : graph[u]) {
if (v == source) continue;
if (first[v] != first[u] && firstl[v] !'= -1) {

int detour_su = dist[v] + dist[u] + w - start_edge[first[ul];
answer [source] [first[u]] = min(answer[source] [first[ul],

detour_su);
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int

int detour_sv = dist[v] + dist[u]l + w - start_edgelfirst[v]];

answer [source] [first[v]] =
detour_sv);
}
if(dist[v] > dist[u] + w) {

pq.emplace(dist[u]l + w, v);

dist[v] = dist[u] + w;
first[v] = first[ul;

main() {
ios::sync_with_stdio(0);
cin.tie(0);
int u, v, w;

cin >> n >> m;

vector<pair<int, int>> edges(m);

for(int i = 0; i < m; i++) {

cin >> u >> v >> w;

graph[u] .emplace_back(v, w);
graph[v] .emplace_back(u, w);
edges[i] = {u, v};
}
for(int i = 0; i < m; i++) {
for(int j = 0; j < m; j++) {
answer[i] [j] = INF;

}

for(int u = 0; u < n; ut++) {
dijkstra(u);

}

for(auto &[u, v] : edges) {

min(answer [source] [first[v]],

cout << (amswer[u] [v] != INF ? answer([u][v] : -1) << "\n';

}

return O;

Cédigo C.1: Solucao completa para o Problema 3 (Desvio), na linguagem C++
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#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define MAX 112345
int n, k, walls[MAX];

bool f(int x) {
int flag = 0, add = k;
for(int i =n - 1; i >= 0; i--) {

if(walls[i] < x) {

flag = 1;

}

if (flag) {
if(walls[i] + add < x) return false;
add = max(add - 1, 0);

}

¥

return true;

int bin_search(int inf, int sup) {
int mid;
while(inf < sup) {
mid = inf + (sup - inf + 1) / 2;
if (f(mid) == true) inf = mid;
else sup = mid - 1;
}

return inf;

int main() {
ios::sync_with_stdio(0);
cin.tie(0);
cin >> n >> k;
for(int 1 = 0; i < n; i++) {
cin >> walls[il;
}
cout << bin_search(1l, 1123456789) << '\n';
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return O;

Cédigo D.1: Solucédo completa para o Problema 4 (Muralhas Reforcadas), na lingua-
gem C++
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ANEXO A - Certificado de participacao na Fase Regional da

Maratona de Programacao da SBC 2023

m@ Certificate of Achievement

9
=M

_O O International Collegiate
U Programming Contest

icpc.foundation

William B. Poucher, Ph. D.
ICPC Executive Director

The 2023 ICPC South America/Brazil First Phase

02 September 2023

Honorable Mention

Universidade Federal da Fronteira Sul

Jodo Henrique Alves dos Santos
Marco Balestrin
Bernardo Facchi

Andrei Braga, Coach
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ANEXO B - Certificado de participacao na Fase Regional da

Maratona de Programacao da SBC 2024

A T

,@ Certificate of Achievement

|

The 2024 ICPC South America/Brazil First Phase - Maratona SBC de Programagao

31 August 2024

Ninety-fifth Place

icpc.foundation u %

.000

_O—UO International Collegiate
Programming Contest Universidade Federal da Fronteira Sul

Jodo Henrique Alves dos Santos
Marco Balestrin
Ana Paula Hartmann

Samuel Feitosa, Coach

E.Est W U&%ﬁ\ Andrei Braga, Co-coach

William B. Poucher, Ph. D.
ICPC Executive Director
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ANEXO C - Certificado de participacao na Fase Nacional da

Maratona de Programacao da SBC 2024

@ Certificate of Achievement

icpc.foundation u %

.000

International Collegiate
_O—UO Programming Contest

William B. Poucher, Ph. D.
ICPC Executive Director

The 2024 ICPC South America/Brazil Finals
07 - 09 November 2024

Honorable Mention

Universidade Federal da Fronteira Sul

Jodo Henrique Alves dos Santos
Marco Balestrin
Ana Paula Hartmann
Samuel Feitosa, Coach

Andrei Braga, Co-coach
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ANEXO D - Certificado de participacao na Fase Regional da

Maratona de Programacao da SBC 2025

m@ Certificate of Achievement

icpc.foundation m

mmVooO International Collegiate
_U Programming Contest

William B. Poucher, Ph. D.
ICPC Executive Director

The 2025 ICPC South America Brazil First Phase
13 - 13 September 2025

Honorable Mention

Universidade Federal da Fronteira Sul

Jodo Henrique Alves dos Santos
Marco Balestrin
Ana Paula Hartmann
Samuel Feitosa, Coach

Andrei Braga, Co-coach
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